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Vorwort des Ueberſetzers. 


Wir fon’s Entdedungen in den fublimflen Zweigen der ma⸗ 
thematifchen Wiffenfchaften find unter allen gebildeten Nationen 
als zu dem erften Range gehörig befannt ‚ und kein Mathematis 
fer, dem ed um Baffifche mathematifche Bildung zu thun ift, Tann 
und wird fich eines gründlichen Studiums der Werke Poiffon’s, 


der leider vor Kurzem den Wiffenfchaften durch einen zu frühen . 


Tod entriffen ift, entheben. Es wäre daher ganz überflüffig, zum 
Lobe des vorliegenden Werkes hier Naͤheres anzufuͤhren; denn der 
Name ſeines Verfaſſers leiſtet fuͤr ſeinen Werth hinreichende Buͤrg⸗ 
ſchaft. Nur in Beziehung auf die vorliegende deutſche Bearbeitung 
wollen wir bemerken, baff eö und nöthig gefchienen bat, einige 
weſentliche Punkte weiter auözuführen, ald es im Originale, welches 
den Zitel: »Becherches sur Ja Probabilite des Jugements en 
matiere criminelle et en matiere civile, Paris 183764 führt, ge= 
ſchehen ift, um fo dad Werk zu einem Lehrbuche der Wahrfchein- 
lichkeitsrechnung abzurunden, Man wird es auch natürlich finden, 


% j 
IV 
daſſ wir aͤber eine der wichtigſten Anwendungen der Wahrſcheinlich⸗ 
keitsrechnung, naͤmlich auf die Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeit 
der mittleren Beobachtungsreſultate, die eigene Arbeit Poiffon’s 
hinzugefügt haben; denn obgleich die Sau B’sche Behandlung bef- 
felben Gegenftandes, fowohl in theoretifher, als in praktiſcher 
Hinſicht, alles übertrifft, fo hat Poiffon’s Darftelungsweife doc) 
ihrerſeits Intereffe genug, um bier mitgetheilt zu werben. 
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Borrede des Verfaſſers. 


Die Erſcheinungen jeglicher Art ſind einem allgemeinen Geſetze 
unterworfen, welches man das »Geſetz der großen Zählen« 
nennen kann. Es beſteht darin, daſſ, wenn man ſehr große An⸗ 
zahlen von Erſcheinungen derſelben Art beobachtet, welche von con⸗ 
ſtanten und von unregelmaͤßig veraͤnderlichen Urfachen abhaͤngen, die 
aber nicht progreſſiv veraͤnderlich ſind, ſondern bald in dem einen 
und bald in dem andern Einne; man zwiſchen dieſen Zahlen Ver— 
hältniffe findet, welche faſt unveränderlich find. Diefe Ver— 
hältniffe haben bei jeder befondern Art von Erſcheinungen einen 
jpeciellen Werth, welchem fie ſich immer mehr nähern, je größer 
die Anzahl ber beobachteten Erfcheinungen wird, und welchen fie in 
aller Strenge erreichen würden, wenn die Reihe der Beobachtun⸗ 
gen in's Unendliche fortgefegt werden Könnte. Je nachdem bie un- 
regelmäßig veränderlichen Urfachen in weitere oder engere Grenzen 
eingefchloffen find, find auch mehr oder weniger große Anzahlen 
zu beobachtender Erfcheinungen erforberlih, wenn ihre Verhaͤltniſſe 
faft conſtant werden follen. Die Beobachtung felbft lehrt bei je- 
der Art von Erfdeinungen, ob die Reihe der Beobachtungen hin⸗ 
reichend weit fortgefegt iſt, und der Calcul gibt nach den Anzah⸗ 
len der beobachteten Erfcheinungen und der Größe ber Unterfchiede, 
weihe noch zwifchen ihren Verhaͤltniſſen ftattfinden, zuverläfjige 
Regeln an die Hand, die Wahrſcheinlichkeit zu beflimmen, daff ber 
ipecielle Werth, gegen welche diefe Werhältniffe convergiren, zwi⸗ 
{hen beliebig enge Grenzen eingefchloffen if. Wenn man neue 
Beobachtungen anftellt, und findet, daff ſich diefelben Verhaͤltniſſe 
von ihrem, durch die frühern Beobachtungen beftimmten Endwerthe 
merklich entfernen, jo kann man daraus fchließen, daſſ die Urſachen, 
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von denen die beobachteten Erſcheinungen abhaͤngen, innerhalb dieſer 
beiden Reihen von Beobachtungen eine progreſſive, oder ſelbſt eine 
ploͤtzliche Veraͤnderung erfahren haben. Ohne Huͤlfe der Wahr⸗ 
fcheinlichkeitsrechnung würde man jedoch leicht Gefahr laufen koͤn⸗ 
nen, ſich hinfichtlich der Nothwendigkeit diefes Schluffes zu irren; 
allein die Rechnung IAfft in diefer Beziehung keinen Zweifel übrig 
und gibt und aud die erforderlichen Regeln an die Hand, die 
MWahrfcheinlichkeit der Veränderung der Urfachen, welche ſich aus 
der WVergleihung der zu verfchiedenen Zeiten argeſtellten Beobach⸗ 
tungen ergibt, zu beſtimmen. 


Dieſes Geſetz der großen Zahlen findet auch in den Er⸗ 
ſcheinungen ſtatt, welche wir dem bloßen Zufalle zuſchreiben, weil 
wir ihre Urfachen nicht kennen, oder weil fie zu complicirt find. 
In den Spielen z. B., wo die Umftände, welche das Herauskom⸗ 
men einer Karte, einer Nummer, oder dad Fallen eines Würfels 
auf eine gewiſſe Seite beftimmen, ins Unenbliche veränberlich find, 
und Feiner Rechnung unterworfen werden koͤnnen, wiederholen fi & 
die einzelnen Fälle dennoch nad) beftimmten Verhältniffen, wenn 
die Reihe der Verſuche weit genug fortgefegt wird. Ferner, wenn 
man nad) den Regeln eines Spieles die refpectiven Wahrfcheinlich-. 
feiten der verfchiedenen möglichen Fälle hat berechnen koͤnnen, fo 
findet man bei vielen wiederholten Verſuchen, daſſ fie in den durd) - 
die Wahrſcheinlichkeitsrechnung angegebenen Berhältniffen ftattfin- 
den. Aber bei den meiften Unterfuchungen über ungewifle Ereig- 
niffe ift die Beſtimmung der Wahrfcheinlichkeiten der verſchiedenen 
Ereigniffe niht a priori möglih, und fie müffen im Gegentheil 
erſt aus den Refultafen der Beobachtung abgeleitet werden. So 
würde ſich 3. B. die MWahrfcheinlichkeit des Verluſtes eines Schiffes, 
auf einer langen Seereife nicht zum Voraus berechnen laſſen, und 
man beftimmt fie daher durch die Vergleichung der Anzahl der beob- 
achteten Schiffbrlihe mit der Anzahl der Scereifen. Wenn. die Ans 
zahl der befrachteten Geercifen fehr groß ift, fo ift dad Merhälte 
niff der Anzahl der Schiffbruͤche zu der der Seereifen faft unver- 
aͤnderlich, weni nigitens für jedes Meer und jede Nation insbefon- 
dere, und der Werth dieſes Werhältniffes kann folglich für die 
Wahrſcheinlichkeit Fünftiger Schiffbrüche angenommen werden. 
Auf diefe natürliche Folgerung aus dem Gefeße der großen 
Zahlen gründen fi) die Seeaffecuranzen. Wenn der Berfi cherer 
der Schiffe nur eine geringe Anzahl von Verſicherungsvertraͤgen ein⸗ 
ginge, ſo waͤre es gerade ſo, als wenn er ſich auf eine Wette ein⸗ 

ließe, auf deren Erfolg er nicht mit Sicherheit rechnen koͤnnte. 
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Bern er-aber eine fehe große Anzahl foicher Werficherungscontracte 
abſchließt, fo ift der Erfolg feiner Epeculation faſt völlig gewiſſ. 
Dafielbe Geſetz der großen Zahlen Herrfcht auch in den 
Erſcheinungen, welche durch bekannte Kräfte in Verbindung mit 
zufälligen Urſachen von unregelmäßigen Wirkungen hervorgebracht 
werden. Das furcefiive Eteigen und "Fallen der Gemäfler des 
M:ered in.den Häfen und an den-Küften bietet ein merkwuͤrdiges 
Beifpiel hiervon dar. Men man aus. einer fehr. großen Anzahl 
om demfelben Orte Über. die Ebbe und Fluch angeftellter Beobach⸗ 
tungen die arithmetiſchen Mittel nimmt, -fo findet man, daſſ fie 
den Gefegen ber Ebhe und Fluth, welche von der Anzichung des 
Mondes und der Sonne berrührt, faft conform find, ‚ungeachtet 
der Beränderungen, welche bie Winde herporbringen, und welche 
bei einzelnen oder einer Beinen Anzahl von Beobachtungen die Ger 
fege der Erfcheinung ganz aufheben würden. Man findet diefelben 
Refultate, ald wenn die zufälligen Winde gar feinen Einfluff auf 
die Erſcheinungen hätten, und der Einfluff, welchen die Winde auf 
die Ebbe und Fluth haben, die während eines Theiles des Jahres 
nad) derjelben Richtung wehen, ift noch nicht beftimmt. Die im 
Anfange und am Ende des lebten Zahrhundertes aus den Beob⸗ 
achtungen abgeleiteten mittleren Reſultate haben nur Pleine Unter: 
fchiede gezeigt, welche man Localveränderungen zuſchreiben kann. 
Als ein Beilpiel des Geſetzes der großen Zahlen koͤnnen 
wie au die mittlere Dauer des menfchlichen Lebens anführen, 
Unter einer beträchtlichen Anzahl von Kindern, welche in derfelben 
Gegend und. fait zu derfelben Zeit ‚geboren find, fterben viele in 
der fruͤheſten Jugend, andere erreichen ein höberes. Alter, und 
wieder andere die menſchliche Lebensgrenze. Aber ungeadjtet Dies 
fer großen Verſchiedenheiten ber ‚Alter, in welchen die einzelnen 
Menſchen ſterben, ift body die mittlere Lebensdauer, d. 5. 
ber Quotient, welchen mar erhält, wenn man die Summe aller 
Alter durch ihre Anzahl divibirt, vorausgefegt, daſſ dieſe Anzahl 
hinreichend geoß ift, faft conftant. . Diefe „mittlere Lebensdauer kann 
für beide Gefchlechter in verfchiedenen Ländern and zu verſchiede⸗ 
nen Zeiten verfchieden fein, weil fie von dem Klima und ohne Zwei⸗ 
fel auch von dem Wohlftande der Nationen abhängt. Cie nimmt 
zu, wenn eine bisher herrfchend gemefene Krankheit ‚verfchwinbet, 
wie 3. B. die Blattern durch das Einimpfen, und in allen dieſen 
Fallen lehrt uns die Wahrfcheinlichleitsrechnung, ob die in der mitt» 
lern Lebensdauer des Menfchen beobachteten WBeränderungen groß 
genug find, und aus ciner. hinzeishend großen Anzahl von Beob⸗ 
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achtungen folgen; bafj man ſie irgend einer Veraͤnderung in ben 
allgemeinen Urfachen zuſchreiben kann. 

Das Verhaͤltniſſ zwiſchen der Anzahl der mönnlichen und weib⸗ 
lichen Geburten hat in einem großen Lande ebenfalls einen con⸗ 
ſtanten Werth, welcher nicht von dem Klima abzuhaͤngen, aber 
fuͤr die ehlichen und unehlichen Geburten verſchieden zu ſein ſcheint, 
wofuͤr man ſich freilich bis jetzt noch keinen auch ‚nur einigermaßen 
wahrſcheinlichen Grund hat angeben koͤmmen. 

Die Conſtitution der Naturkoͤrper, welche aus dinyelnen, durch 
von panderabeler Materie leere Zwiſchenraͤume getrennten Moleculen 
beſtehen, bieten ebenfalls eine beſondere Anwendung des Geſetze s 
der großen Zahlen dar. Wenn man von einem innerhalb ei⸗ 
nes Koͤrpers genommenen Punkte nach einer beſtimmten Richtung 
eine gerade Linie zieht, fo iſt die Entfernung: dieſes Punktes von 
dem erflen Molecule, anf welches bie gerade Linie trifft, zroar in 
allen Richtungen ſehr klein, kann fich aber mit der Richtung in 
einem ſehr großen Verhaͤltniſſe veraͤndern, und nach der einen Rich⸗ 
tung 10, 20, 100 mal groͤßer ſein, als nach der andern. Die 
Bertheilung der Motecule kann um jeden Punkt heran fehr unre- 
gelmäßig und bon einem Punkte zum anbern ſehr verfchieden fein. 
Sie ändert ſich fogar fortwährend in Folge der Schwingungen der 
Moketule; denn ein in Ruhe befindlichen Körper iſt nicht3 andere, 
als ein Syſtem von Moleculen, welche beftändige Schwingungen mas 
hen, deren Amplituden außerorbentlih em, aber mit den gegen: 

feitigen Entfernungen der Molecute fehr wohl vergleichbar find. 
Wenn man nun jeden ſehr Beinen Theil des Bolumens eines Kör: 
pers durch die Anzahl der darin enthaltenen Molecule, welche An⸗ 
zahl wegen der Außerften Kleinheit der Molecule fehr. groß fein wird, - 
dividirt, und aus dem Quotienten die Cubikwurzel zieht; fo erhält 
man den mittleren gegenfeifigen Abftand. der Molecule, welcher von 
ihrer unregelmäßigen Vertheilung unabhängig und in der ganzen 
Ausdehuung eined homogenen Körpers, der überall diefelbe Tem⸗ 
peratur bat, und abgefehen von der ungleichen Zufammendrinkung 
feiner heilen durch ihr eigenes Gewicht, conflant iſt. Auf Be⸗ 
trachtungen dieſer Art gründet. ſich die Berechnung der: Molecular⸗ 
kraͤfte und der innern Waͤrmeſtrahlung der Koͤrper, wie wir ſie an 
andern Orten mitgetheilt haben. 

Dieſe verſchiedenen Beiſpiele des Geſetzes der großen 
Zahlen find alle aus der phyſiſchen Welt genommen, und wir 
könnten beren, wenn es nöthig wäre, noch mehr anführen; aber 
auch aus der moralifchen Welt Laffen ſich leicht folche Beiſpiele ans 
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fuͤhren. gehören z. B. die inbireeten Abgaben, welche, wenn 
auch nicht jährlich, fo doch für wenige auf einander folgende Jahre 
immer die ſelbe Summe geben. Ein anderes Beifpiel bieten bie 
Gerichtskoſten dar, weldye der Staatscaffe jährlich faft Diefelbe 
Summe zuführen, obgleich fie von der Anzahl und Wichtigkeit der- 
Proceffe, d. h. von den entgegengefegten und veränderlichen Inter⸗ 
eſſen der Buͤrger und von ihrer groͤßern oder geringern Proceffe 
fucht, abhängen. Hierher gehören auch die faft conftanten Sum⸗ 
men, welche die Lotterien und bie oͤffentlichen Spiele abwerfen. 
Bei diefen Spielen kommen zwei verfchiedene ‚Arten conftanter Zah⸗ 
len vor, naͤmlich die Summe ber Einfäge während eines Jahres, 
oder während jeder Periode von einer Beinen Anzahl von Jahren, 
und der Gewinn des Banquiers, welcher jener Einſatzfumme faſt 
proportional iſt. Dieſe Proportiomalisdt iſt eine natuͤrliche Wirkung 
des Zufalles, welcher die dem Banquier guͤnſtigen und nach dem 

Regaln des Spieles zum Voraus beredyenbaren Fälle in einem con« 
ftanten Berhäftnifle herbeiführt; aber die conflante Eumme der 
Einfäße ift eine der moralifchen Welt angehörige Erfcheinung, weil 
die aufs Spiel gefegten Eummen zugleich von der Anzahl und 
dem Willen der Spieler abhängen. Diefe beiden Elemente, naͤm⸗ 
lic) der conftante Gewinn des Banquiers und die conflante Summe 
der Einfäge dürfen nur wenig veränderlich fein, weil fonft der 
Pächter diefer Spiele nicht zum Voraus berechnen koͤnnte, wieviel 
ee nad) den Gewinnen früherer Jahre der Regierung jährlich zu 
zahlen im Stande iſt. 


Auch die Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeit der Entſcheidungen 
in Eriminal⸗ und Cipilproceſſen bietet peremtoriſche Beiſpiele der An⸗ 
wendung des Geſetzes der großen Zahlen auf Erſcheinungen 
der moraliſchen Welt dar, und wir werden z. B. ſehen, daſſ ſich 
dad Verhaͤltnifſſ der Anzahl der jaͤhrlich Verurtheilten zu der der 
Angeklagten unter berfelben Geſetzgebung und für ganz Frankreich 
von einem Jahre zum andern. wenig geaͤndert hat, fo daſſ man 

ungefähr nur 7000 4* als die Anzahl der jaͤhrlich von den Ge⸗ 
ſchworenengerichten ausgeſprochenen Urtheile zu betrachten braucht, 
wenn dieſes Verhaͤltniſſ faſt conſtant bleiben fol, während bei an⸗ 
dern Unterſuchungen, z. B. bei der über bie weiter oben angefuͤhrte 
mittlere Lebensdauer, eine foldye Anzahl von Fällen bei weiten nod) 
nicht hinreichend wäre, um ein conftanted Verhaͤltniſſ zu erhalten, 
Bei dieſer Unterfuchung fieht man auch augenfällig, welchen Eins 
Huff allgemeine Urſachen auf das in Rede ftehende Verhaͤltniſſ ha- 
ben, welches ſich jedesmal mit der Geſetzgebung geändert hat. 
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Es iſt alſo nicht zu: begzweifeln, dafl dad Geſetz der großen 
Zahlen :auh auf moraliſche Erſcheinungen anwendbar iſt, welche 
von dem Willen des Menſchen, ſeinen Intereſſen, ſeinen Einſichten 
und ſeinen Leidenſchaften abhaͤngen. Denn es kommt hierbei nicht 
auf die Natur der Urſachen, fondern vielmehr auf die Veraͤnde⸗ 
rung ihrer einzelnen Wirkungen und auf die Anzahlen der Falle 
ar, welche man in Betracht ziehen: muff, damit ſich die Unregel⸗ 
mäßigkeiten der beobachteten Erfcheinungen in den mittlern Re 
. fultaten ausgleihen. Aber man muff:in diefen Beziehung nicht glau⸗ 
ben, daſſ die Wirkungen des freien Willens, ber Berblendung ber’ 
Leidenfhaften und des Mangels an Einficht ſich nad einem groͤ⸗ 
Gern Mapftabe dndern, als das menfchliche Leben von dem bei der 
Geburt fterbenden Rinde bis zu dem 190 jährigen Greiſe, daſſ fee: 
fchwieriger vorbherzufehen: ſeien, als die Umſtaͤnde, welche den Un⸗ 
tergang eines Schiffes auf einer langen Seereiſe veranlaſſen, umd 
capriciöfer ‚. ald der Zufall, welcher das Treffen einer Karte oder 
einer Flache des Wuͤrfels bewirkt. Nicht die Begriffe, welche wir 
mit dieſen Urſachen und ihren. Wirkungen verbinden, find es, fons 
dern vielmehr die Rechnung. und Beobachtung find es, welche die: 
wahrfcheinlihen Grenzen ihrer Veränderungen bei fehr großen An⸗ 
zabien von Verfuchen allein beflimmen können. , 


Nach diefen Beiſpielen To verfchiedener Art betrachten wir das 
allgemeine Geſetz der großen Zahlen als ein unbeftreit- 
bares Factum der Erfahrung, weldye nie truͤgt. Da diefes Geſetz 
ferner die Grundlage aller Anwendungen der Wahrfcheinlichkeits- 
rechnung iſt, fo begreift man leicht, daſſ auch fie von des Natur 
der Gegenftände, worauf man fie anwenden wid, mabhängig ift, 
fie mögen übrigens aus der phufifchen, oder aus der moralifchen 
Welt fein, wofren wir: nur bet jeder Unterfahung die erforderlichen 
Beobachtungsdata in.den Händen haben. Wegen der Wichtigkeit 
des Geſetzes der großen Zahlen war ed aber notwendig, ed 
Direct zu beweifen, und wir glauben .diefen Zweck enblidy.erreicht 
zu haben, .wie man im Verlaufe diefes Werkes feheh wird. Das’ 
Zheorem von Jacob Bernoulli fällt in dem beſondern Falle, 
wo die Wahrfcheinlichkeiten der Erfcheinungen während der Ver⸗ 
fuchsreihen conflant bleiben, wie e8 Der Beweis des Erfinders noth⸗ 
wendig voraudfegt, uͤber ben er bekanntlich 20 Jahre hindurch nach⸗ 
gedacht hat, mit dem ’Gefege der großen Zahlen zufammen. Dies: 
fe8 Bernoullifhe Theorem war daher bei YUnterfuhungen über 
die. Wiederholung .moralifcher ober phyſiſcher Erſcheinungen, deren. 
MWahrfcheinlichkeiten im Allgemeinen fortwährend veränderlic und 
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meiftend : ganz ımregelmäßig veraͤnderlich finb, unzulaͤnglich, uud wir 
waren Daher genöthigt, die Iinterfuchung auf: eine allgemeinere und 
volftändigere Weife anzuſtellen, als es der Zuftand der mathema⸗ 
tifhen Analyfis zu Bernoulli’s Zeiten. geftattete. Wenn man 
diefe Iinveränderlichkeit der Berhältniffe betrachtet, welche zwiſchen 
der Anzahl von Malen, in weichen ein Ereigniſſ eintritt, und den 
fehr großen Anzahlen von Verſuchen, ungeachtet der Veraͤnderun⸗ 
gen der Wahrſcheinlichkeit diefer Ereigniffe während der Dauer der 
Berfuchhe ftattfindet; fo koͤnnte Man geneigt fein, Diefe fo merkwuͤr⸗ 
tige Regelmäßigfeit der beftändigen Wirkung einer geheimen Ur⸗ 
fache zuzufchreiben; allein Die Theorie der Wahrſcheinlichkeiten zeigt 
daſſ die Unveränderlichkeit diefer Verhältniffe der Rormalzuſtand 
‚ der Dinge in der phyſiſchen und morelifhen Welt ift, welcher von 
felbft und ohne Hülfe..einer fremden Urſache ftattfindet, deren Wir 
tung im Gegentheil felbft nur durch eine andere aͤhnliche Urſache 
aufgehoben werden Eönnte, Zu 
Wir Habeh nun nody über den Gegenftand des fünften Ka- 
piteld einige Worte zu fagen. Der Zweck diefer Unterfuchung be: 
fteht darin, fuͤr Geſchworenengerichte, welche aus einer beſtimmten 
Anzahl von Geſchworenen beftehen, die bei einer ebenfalls beſtimm⸗ 
ten Stimmenmehrheit urtheilen, in einer fehr großen Anzahl von 
Fällen das Verhaͤltniſſ der fehr wahrſcheinlich flaktfindenden Frei- 
fprehungen und Verurtheilungen, ſowie die Wahrſcheinlichkeit ber 
Unrichtigkeit eines zufällig unter den von diefen Geſchworenengerich⸗ 
ten gefäßkten Urtheilen herausgehobenen Urtheiles zu beredinen. Die 
Beſtimmung ber Unrichtigkeit eines verdammenden oder freifprer 
chenden Urtheites in einem beftimmten einzelnen Falke würde 
unmdglih fein, wofern man die Rechnung nicht auf willkuͤrliche 
Borausfegungen bafiren will, welche zu fehr verfchiedenen und faft 
beliebigen Refultaten führen können, je nach der Befchaffenheit der 
gemachten Vorausſetzungen. Für die Sicherheit der Geſellſchaft 
und für die, welche man dem Angeklagten fchuldig ift, ift nicht 
die Kenntniff diefer Wahrfcheinlichkeit in Beziehung auf ein eins 
zelnes befonderes Urtheil von Wichtigkeit, Tondern bie 
Kenntniff dieſer Wahrfcheinlichkeit in Beziehung auf die Ge: 
fammtheit der in einem oder mehreren Zahren von den Affifen- 
böfen gefällten Urtheile, und welche fih aus der Beobadhtung und 
der Rechnung ergibt. Die Wahrfcheinlichleit der Unrichtigkeit ei= 
nes beliebigen Berdammungsurtheiles, mis der Wahrſcheinlichkeit, 
daff es flattfinden wird, multipficirt, ift Das wahre Maß der Ges 
fahr, welcher die Geſellſchaft die unfchuldig Angeklagten ausſetzt, 
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und das Product aus der Wahrſcheinlichkeit der Untichtigkeit eines 
freiſprechenden Urtheiles, und der Wahrfcheinlichkeit, daſſ es aus⸗ 
geſprochen werden wird, iſt ebenſo das Maß der Gefahr, welcher 
die bürgerliche Gefelfchaft ausgefegt ft, und welche man ebenfalls 
kennen muſſ, weil ed die Größe biefer Gefahr ift, welche allein 
bie etwaige Werurtheilung eines Unfchuldigen rechtfertigen Farin. 
In dieſer wichtigen Unterfuchung der Artgelegenheiten der Menſch⸗ 
beit und ber Öffentlichen Ordnung wuͤrden Die analytifchen Formeln, 
welche diefe verfchiedenen Wahrſcheinlichkeiten ausdrüden, durch 
nichts erfebt werden koͤnnen. Denn wenn ed z. B. Darauf ans 
käme ‚die Anzahl der Geſchworenen eines Geſchworenengerichtes zu 
verändern, oder zwei Ränder, in welchen die Gefhmorenengeridyte 
verfchieden eingerichtet find, mit einander zu vergleichen, wie koͤnnte 
mian ohne Hülfe diefer analptifhen Formeln beurtheilen, ob ein 
z. B. aus 12 Gefchworenen, Die bei einer Stimmenmehrheit von 
wenigftend 8 gegen 4 urtheilen, beftehendes Gefchworenengericht 
den Angeklagten oder der bürgerlichen Geſellſchaft cite größere oder 
geringere Garantie gewährt, als ein anderes Gefchworenengericht, 
weldyes 3. B. aus 9 Gefchworenen beftcht, die aus derſelben Lifte 
als die vorigen genommen find und bei irgend einer andern Stim⸗ 
menmehrheit aburtheilen? , Wie ließe ſich entfcheiden, ob die Eins 
richtung der Gefchworenengerichte in Srankreich vor 1831, wo das 
Urtheil bei einer Stimmenmehrheit von wenigſtens 7 Stimmen ges 
gen 5 gefällt werben muflte, und bei der Eltinften Stimmenmehr⸗ 
heit die Intervention der Richter ftattfand, vorteilhafter oder nach⸗ 
theiliges ift, als die gegenwärtige Einrichtung der franzöfifchen Ge⸗ 
ſchworenengerichte, wo die Urtheile bei berfelben Neiuften Stimmen- 
mehrheit und der Berudfihtigung der Milderungsgrände ges 
fällt werben? 
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Erſtes Kapitel. Allgemeine KRegeln ber Wahrſcheinlich⸗ 
keitsörechnuung. een. . 
Erklãrung der Wahrfcheinlichkeit eines ungewiſſen Greigniffes. Unterſchied 
zwifhen abfiracter Wahrfcheintichleit (chance) und ſubjectiver 
Bahrſcheinlichkteit (probabilite), Maß der Wahrſcheinlichkeit. Gegen 
Rand der Wahrſcheinlichkeitsrechnung · DBeweis ber @rundsegein dieſer 
Rechnunq. Anwendungsbeiſpielt Dauer Er Zur Euer ar Zr BEE Zr Be Zr Zr Ze 
Formeln in Beziehung auf bie Wieberholung ber Greigniffe in einer Ver⸗ 
ſuchsreihe. Auflöfung der Aufgabe über die Theilung des Gewinnes beim 
Spiele. Auflöfung einer andern Aufgabe, welche fi auf bie Entwicke⸗ 
lung einer gegebenen Potenz eined Yolynomes gründet. Anmerkung über 
einen Fall, wo die Wahrfcheintichleiten während ber Verſuche verändern. 
lich find. MWahrfcheintichkeit, os weiße und m ſchwarze Kugeln zu ziehen, 
wenn man zugleih me +r Kugeln aus einer Vene zieht, welche weiße 
und ſchwarze Kugeln in einem gegebenen Berbättniffe enthält. + + + 
Allgemeine Regel zur Beftimmung der Wahrfcheinlichleit zufammengefegter 
Greigniffe, wenn ſich die Bahrſcheinlichkeiten ihrer sinfachen Greigniffe 
während ber Verſuche auf eine beliebige Weife ändern x. 2 «0. 0.7 
Ansvendung ber Wahrfcheinlichkeitsrechnung auf bie Beftimmung ber mit even⸗ 
tuellen Greigniffen verbundenen Vortheile. Berechnung der verfchiedenen 
Wahrſcheinlichkeiten der ehemaligen Loterie de France. Korurtheile über 
das Herausfommen ber Nummern. Mathematiſche und moralis« 
She Hoffnung. Erklärung einer Schwierigkeit bei der Anwendung 
der Regel der mathematifchen Hoffnung - » « «0 0 0 0... 
Wenn es eine unbelannte Urfache gibt, welche das Gtattfinden eines von 


Seite 1. 


$ I—13, 


14-19, 


5. W. 


4. 218. 


zwei entgegengefegten Greigniffen Z unb F begünftigt, ohne baff man . . 


weiß, welches; fo wird dadurch jmmer die Wahrfcheinlichkeit ber Ueber⸗ 
einflimmung ber Ereignifie bei zwei oder mehrern Verfuchen vergrößert: . 
Zweites Kapitel. Zortfehung ber allgemsinen Regeln 
. dex Wahriheinlihleitsrehnung MBerehnung ber 
Babrfhsinlihkeiten der urfadhen und ber künfti— 
gen Sreigniffe nad ber Beohachtung vergangener 
Ersignille - 0 0 0 0 0 Er Tre ne 
Bebeutung bes Ausdrüde Ur ſache und Zufall in der Wahrfcheintichkeita- 
rechnuns Regel aus Beflimmung ber Wahrſcheinlichkeiten der verſchiede⸗ 
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nen möglichen Urfachen eines beobachteten Ereigniſſes. Bemerkung über 
die Anwendung diefer Regel auf fucceffive Greigniffe. Regel zur Beſtim⸗ 
mung bes Wahrfcheinlichleiten anderer Greigaiffe als bie beobachteten, 
welche aber von denfelben Urſachen abhängen, indem jeboch vorausgeſetzt 
wird, baff das Stattfinden der vergangenen Greigniffe auf das ber zu⸗ 
Tünftigen keinen Einfluff dat, Anwendans dicler beiden Regeln auf be⸗ 
ſondere Beiſpiele... . 8.27—33, 
Ausdehnung diefer Regeln auf die gaue; wo man über die ungewiſſen er. 
eigniſſe vor den Beobachtungen einige Aufſchlüſſe hat. Beiſpiel, woran 
die Nothwendigkeit der Berückſichtigung dieſes Umſtandes gezeigt wird 5. 34 — 30. 
Formeln für die Wahrſcheinlichkeit der Zeugniffe. Der Hall, wo man blos 
wiffen will, ob ein Greigniff wahr ober falſch ifl, wenn es von einem 
oder mehrern Zeugen bejaht ober verneint wird. Der Ball, wo mehr als - 
zwei Ereigniſſe Haben ftattfinden können, und we das Stattfinden eines 
beftimmten Greigniffes von einem Zeugen behauptet wird. Lehrfag in Bes ° ' 
- ziehung auf die: Wahrfcjeinlichkeit ‚eines Ereigniſſes, zur befien Kenntniff 
wir durch efne Reihe von traditionellen Beugniffen gefommen find: . . 8. 36-40, 
Wenn eine broße Anzahl von Ereigniffen möglich find, und alle a priori 
gleiche und ſehr geringe Wahrſcheinlichkeiten haben, fo muff das Statt⸗ 
finden eines dieſer Ereigniffe, welches irgend etwas Merkwürdiges 
barbietet , hoͤchſt wahrfcheinlich ‚einer von bem Zufalle verſchiedenen, und 
3. B. dem menſchlichen Willen analogen Urſache O zugeſchrieben werben. 
Wenn die merkwürdigen Ereigniſſe vor der Beobachtung‘ weit wahrſchein⸗ 
liher waren als bie übrigen, fo wird die Wahrfcheinlichkeit der Wirkung 
einer Urſache C ſehr geſchwächt, und fie kann fo gering fein, daſſ es nicht 
nötbig ift, fie in Betracht zu ziehen. . . . .. .S. 41 42. 
Transformation der Formeln fuͤr die eheſcheiniichketten ber urſachen und 
künftigen Ereigniſſe, wenn bie Anzahl dee möglichen Urſachen unendlich 
groß ift, in beitimmte Integrale. "Man braudt die gemeinfchaftlichen Urs 
ſachen vergangener und Tünftiger Ereigniffe nicht zu betrachten und kann 
beide als zufammengefeßte von bemfelben einfachen Creigniffe G, beffen 
unbelannte Wahrſcheinlichkeit unendlich vielt Werthe haben kann, abhaͤn⸗ 
gige Ereigniſſe betrachten.. 8. 43 45. 
Anwendung dieſer Integrale auf die Aufgabe, wo man, wenn das Ereig⸗ 
niff @ in mn Verſuchen m mal und das entgegengeſetzte Ereigniſſ A 
bie Übrigen n mal ſtattgefunden hat, bie Wahrſcheinlichkeit beſtimmen fol, 
baff diefe beiden Greigniffe fn m’ An’ künftigen Verſuchen refp. m’ und 
# mal ſtattfinden. Der Ball, wa man a priori weiß, daſſ ſich die uns 
bekannte Wahrfcheinlichkeit von @ fehr winis von einem gegebenen Brude 
entfernt . oc. . et. > .. 
en bed Zpeoremes von Jacob 8 ern outli, daff ich die Grefgniffe 
in einer fehr großen "Anzahl von Verfuhn in dem Verhältniff ihrer reſp. 
befannten ober unbefannten ; aber als conftant vorausgefesten Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten wiederholen· Anwendung auf ein Beifpiet aus ber Arith- 
metique morale von Buffon. Anbeutung des auf die Binomialformel 
gegründeten Beweifes des Bernoultifchen Iheorems . . id > » 40-31. 
Aus ſprüche dreier allgemeiner Säge , welche im vierten Kapitel bewielen wer» 
den und ſich auf bie Wiederhokung der Ereigniffe beziehen, deren Wahr 
ſcheinlichkeiten fi; während ber Verſuche auf eine beliebige Weiſe ändern.- 
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Hieraus wird dad allgemeine Seſet ber großen Zahlen abgeleitet. 
Diefed Geſetz iR in zwei Gleichungen enthalten, weiche bie Grundlage 
aller widytigen Anwendungen der Wahdrfcheintichleitsrechnung bitten . . 5 32-51. 
Anwendung ber erften Sleichung ‚auf Beifpiele. Weſentlicher Unterſchied zwi⸗ 
ſchen der Anwendung der conſtanten und ber mittlern Wahrſcheinlichkeit 
der Erecigniſſe, wenn beide aus ber Beobachtung abgeleitet werden. Con⸗ 
ſtantes Verhältniſſ der männlichen und weiblichen Geburten. Verhältniſſe, 
welche zwiſchen ben uebereinſtimmungen und Richtübereinſtimmungen des 
Seſchlechtes der Erſtgeborenen aus ein und derſelben Ehe ſtattfinden müſſen $. 35-59, 
Angabe der Berechnung der mittlern Beobachtungsfehler, ber mittlern fer⸗ 
nern Lebensdauer in verfchiedenen Altern und bes Einfluffes der Winde 
auf bie Höhen ber Ebbe und Fluth als Anwenbung bee zweiten Gleichung $. 60-62, 
Digreffion über das Prinzip ber Gauſalität. Wiberlegung ber Meinung 
Hum e's über das bloße Zufammentreffen der Urſache und Wirkung. 
Es wird gezeigt, daſſ bie Exiſtenz einer Urſache, welche ein Greignifl 
notbwendig hervorbsingt, eine ſehr große Wahrſcheinlichkeit Haben. kann, 
obgleich das Ereignifl nur eine Keine Anzahl: von Malen beobachtet iſt. 5,63--64, 
Wadbrſcheinlichkeit der Eriftenz oder Nichteriftenz eitr permanenten Urfache J 
gewiſſer Erſcheinungen, welche ſich mit veränderlichen Urſachen und mit 
dem Zufalle verbindet, und dieſe Erſcheinungen nicht beſtändig hervor⸗ 
bringt. Was man bri den Spielen unter Ghück und Unglück vers 
eben uff - 0 0 6 66. 
Drittes Kapitel. Berechnung ber Wehrfheinlidkeis 
ten, welche von [ehr großen Zahlen abhängen, wenn 
die abfiractenWahrfheinlidhkeiten während der Ver⸗ 
ſuche conftant bleiben .» 2 2 2 8 2.0 0 er Seite 139, 
Rothwendigkeit, fi ch ber Annäherungsmethoben zur Berechnung ber Werthe 
der Producte aus einer fehr großen Anzahl ungleicher Factoren zu bebies 
nen. Zaplace’s Methode, bie vorber durch beftimmte Integrale aus⸗ 
gedrückten Zunctionen großer Zahlen in convergirende Reihen zu verwan⸗ 
dein. Amwendung dieſer Methode auf das Product 1.2. 3 son ber - 
- motärlichen Bahlen Wallis Formel . . ee ee. 2 5, 
Beſtimmung der Wbahrfcheinfichkeit, daff in einer ſehr großen Anzahl —* 
von Verſuchen won den beiden entgegengefegten Greigniffen E und F das 
eine mmal unb-bas andere nmalftattfindet. Berminberung dieſer Wahrſchein⸗ 
lichkeit, wenn die conſtanten abſtraeten Wahrſcheinlichkeiten von Z und F, 
ſtatt a priori gegeben zu fein, aus einer großen Anzahl von Beobachtun⸗ 
gen abgeleitet find. Beiſpiele eines befondern alles, wo fich die abſtracten Ze 
Wahrſcheinlichkeiten dieſer beiden Greigniffe während der Werfuche ändern $. 69-72. 
Transformation eines Theiles ber binomiſchen Formel in eine andere, wilde 
fih in cin beflimmtes Integral umformen läſſt. Anwendung ber Las 
place’fchen Methode auf diefes Integral, Formeln, welche die Wahr⸗ 
fcheinlicyleit ausdrücken, daff bei m Verſuchen das Ereigniſſ E we: 
nigfiens.emmal, und das entgegengefeäte Greigniff F’höchftend nmal 
Rattfindets Wahrſcheinlichkeit, daſſ diefe Zahlen m und = zwiſchen Brens 
zen liegen, welche ben abflracten Wahrſcheinlichkeiten der beiden Ereig⸗ 
niffe nahe zu proportiewat find. Wahtrſcheinlichkeiten, dafſ eine biefer 
Zahlen die eine ober bie. andere biefer beiden Grenzen nicht erreiht . . 8. 73—9. 
Die vorhergehenden Formeln führen auf’ das 5. 49. angeführte Theorem von 
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Zacob Bernoultt. Der Ball, wo die abſtracte Wahrſcheinlichkeit ei⸗ 
ned der beiden Greigniffe E und Ffehe gering iſt. Wahrſcheinlichkeiten 
einer zwiſchen gegebenen Grenzen Liegenben Diffexenz ber Zahlen zu un =, 
wenn bie abſtracten Wabrſcheinlichkeiten von E und FF’ gleich ober vers 
ſchieden find. Ginftuff des Bufalles bei einer ſehr großen Anzahl a + n 
von Verſuchen. een een en. + 02. 
Wahrſcheinlichkeit der Grengen, zwiſchen welchen bie unbelannte abftracte 
Wahrſcheinlichkeit des Greigniffee Z liegt, wenn fie nad) der Zahl derech⸗ 
net wird, weiche angibt, wie vielmal biefes Ereigniſſ in einer fehr gro⸗ 
fen Anzahl von Berfuchen ftattgefunden kat. Unendlich Heine Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ diefe abftracte Wahrſcheinlichkeit genau einem gegebenen Bruce 
. gleich if. Ableitung der Wahrſcheinlichkeit eines aus Z und bem ihm 
entgegengeſetzten Greigniffe F zufammengefehten Greignifies aus ber vors 
hergehenden Wahrſcheinlichkeit. Anwendung ber erhaltenen Formel auf vers 
fchiebene Beiſpiele. Wahrſcheinlichkeit, dal das Ereigniff E, weiches in 
mtr Berfuchen mmal flattgefunden bat, tn einer andern ſehr großen 
- "Anzahl m’ 4m! von Berfudgen me'mal ftattfinden wird, Ausbrud biefer 
Babefäeinliatiit, wenn fir einer gegebenen Differenz der Verhältniſſe 
5 unb =. min entfpricht. Vergleihung ber Wahrfcheinlichkeiten zweier 
verfchiebener Gretgniffe, weldye bei einer gegebenen Anzahl von Verſuchen 
auch eine gegebene Anzahl von Malen flattgefunden haben. Numerifche 
Anwendung der vorhergehenden Formeln auf das $. 50. angeführte Bei⸗ 
fpiel aus Buffon’s Wahn © o 0 0 0 0:0 0 0 0 0 0 0 +: DI. 
Auflöfung einer Aufgabe, welche eine wichtige Anwendung geflattet. Folge⸗ 
rungen daraus in Beziehung auf die Wahlen ber Deputicten durch eine 
große Anzahl von Wählenden . 0 0 1 L L 1 L er 8 8 40— 4— 9 $. 90-93. 
WiertesKapitel Kortfegung der Berechnung der Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten, welche pon ſehr großen Zahlen abs 
hängen, wenn die abſtracten Wahrſcheinlichkeiten 
ſich auf eine beliebige Weife ündern. Seite M. 
Transformation der Regel in 5. W. in eine durch ein beſimmtes Integral 
ausgebrücte Kormel. Anwendung biefer Kormel auf den Ball einer fahr 
großen Anzahl von Verſuchen. Beſtimmnng ber Wahrfcheinlichkeit,, daſſ 
in diefen m-+-n Berfucen dad Greigniff E eine Anzahl me von Malen 
ftattfindet, welche zwifchen gegebenen Grenzen liegt. Hieraus ergibt fich 
nad dem erften in $. 32. angeführten allgemeinen Gase, daſſ diefe Zahl 
m fehr nahe und höchſt wahrfcheinlich ber mittlern Wahrfcheinlichleit von 
E in biefer Verſuchtreihe proportional ft - « “+ 0 0 0 0 0 cc EMRK, 
Bahrſcheinlichkeit, daſſ die Summe der Werthe einer beliebigen Größe, 
welche in einer gegebenen Anzahl von Verſuchen flattfinden, zwiſchen ges 
gebene Grenzen fällt, ſowohl wenn bie Anzahl bet möglichen Werthe bes 
grenzt iſt, als wenn fie unenblidy groß wird. Der Ausdruck biefer Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit in beftimmten Integralen wirb in bem befondern Falle, wo 
alle möglichen Werthe eine gleiche abſtracte Wahrſcheinlichkeit Haben , welche. 
während ber. Verſuche conftant bleibt, unter enblidher Form erhalten. 
KBerification diefes befonbern Nefultates und ber allgemeinen Formel in 
bem einfachfien Kalle, wo nur ein Verſuch flettfinet . - - +» —* 
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Bei der Anwendung Liefer Fermel auf ben Fall einer ſehr großen Anzahl 

von Beobachtungen wird ber in $. 53. auögefprochene Eehrfag bewieſen, 

wornach, wenn diefe Anzabl-von Beobachtungen fernerweit immer grös } 

fer und größer wird, ber mittlere Werth ber betrachteten @röße ſich eben⸗ 

falls einem conftanten Werthe & nähert, mit welchem er zufammenfallen 

würde, wenn die Anzahl der Beobachtungen unendlich groß werben Lönnte. 

Diefer fpeciele conflante Werth iſt von dem Wahrſcheinlichkeitsgeſetze als 

ler möglichen Werthe abhängig, und die mehr ober weniger wahrfchcins 

Uchen Grenzen einer Differenz, 3 zwiſchen biefem conftanten und dem mitts 

lern Werthe aus einer fehr großen Anzahl von Beobachtungen find eden⸗ 

falld von einer andern ſich auf daffelbe Wahrſcheinlichkeitsgeſeg beziehen⸗ 

ben Gonftante A abhängig. Beſtimmung biefer beiden Gonftanten & unb A 

in den einfachften Hypotheſen über das Wahrfcheinlichkeitögefed. Linters 

ſuchung des Ralles, wo nad biefem Geſetze die Anzahl der möglichen - 

Werthe unendlich groß fl - - oe 0 0 0 2 0 8. l1O - 103. 
Beweis bed zweiten in $. 52. angeführten allgemeinen Gates, wodurch ber 

vollländige Beweis a priori des allgemeinen Gefehes der großen Zahlen, 

weiches bis dahin nur als ein Beobachtungsfactum betrachtet wurbe, ges 

führt i„ſt..6 8. 104. 
Regel, nach welcher die Grenzen ber Differenz &, welche eine gegebene Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit haben, aus bem Beobadıtungsrefultate,, ober umgekehrt bie 

einer gegebenen Größe diefer Srenzen entfprechende Wahrfcheinlichkeit abs 

geleitet werden © » 0 0 0 0 0 en een ee ee. 5185-106, 
Wahrſcheinlichkeit gegebener Grenzen der Differenz ber mittlern Werthe der⸗ 

felben Größe, weldje durch zwei verfchiedene Beobachtungsreihen erhals 

ten find. Regel, aus zwei ober mehrern Beobachtungsreihen den vor⸗ 
theilhafteſten Näherungswerth biefer Größe abzuleiten, wenn bie mittlern 

Werthe wirttich gegen ihren genauen Werth convergiren, b. h. wenn für 

jede Beobachtungsreihe die fpetielle Gonftante bdiefee wahre Werth iſt $. 107-108, 
Wahrſcheinlichkeit uegebenee Grenzen eines Unterfchiedes zwiſchen den Ver⸗ 

bältniffen 5* und — a ber Zahlen ms unb m’, welche ausbrüden, 

wie vielmal baffelbe Sreigniff E in m -+n und mn’ Werfuchen ſtatt⸗ 

gefunden bat, und dieſen lehten Anzahlen ber Verſuche, wenn alle mög⸗ 

lichen Urſachen von E in beiden Verſuchsreihen dieſelben ſind, obgleich 

ſich die abſtraeten Wahrſcheinlichkeiten dieſes Ereigniſſes während jeder 

Berfüchörcihe auf eine beliebige Weiſe ändern köͤnnen.58. 100. 
Auflöfung einer Aufgabe in Beziehung auf die Reigungen ber Planetenbahs 

nen gegen bie Ekliptik und auf ihre Grcentricitäten. Auflöfung einer 

ähnlichen, ſich auf die Neigungen ber Kometenbahnen beziehenden Aufs 

gabe. Hieraus folgt mit einer fehr großen Wahrfcheinlichkeit, daſſ bie uns 

bekannte Urſache der Bildung der Kometen die verfchiebenen Neigungen 

ihrer Bahnen, fowie die directe ober retrograbe Bewegung derfelben nicht 

ungleich wahrfcheintich gemacht hat. Kerner folgt hieraus auch, daſſ bie 

mittlere Neigung der Bahnen aller eriftirenden Kometen wahrſcheinlich 

fehe wenig von der mittiern Neigung der Bahnen der bis jeht beobach⸗ 

ten Kometen verſchieden iſt. Note über die Gternfchnuppen « + . 110-111. 
Ucberficht der wichtigften in biefem und bem vorhergehenden Kapitel abges 

leiteten Jormeln. Bemerkung aber bie Anwendang bes Nahrſcheinu qhteitcs- 
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rechnung auf ein bundh Mesbadhtungen erhaltenes Cuflem von Bebtw 
gungsgleihungen _;_ ee... 10 1 01 1080 5 0 18 —113. 
Fanftes Kapitel. Anwendung ber allgemeinen Regeln 
der Wahrfheinligleitsrehnung auf die Catſchei⸗ 
dungen bee Gelhworenengerihte und der Tribus - 
nalen 2 0 0 0 En En Seite MB. 
Beflimmung der Wahrſcheinlichkeiten, daſſ ein Angeklagter bei einer beſtimm⸗ 
ten Stimmenmehrheit durch Geſchworene, wovon für jeden eine gegebene 
Wahrfcheintichleit des Nichtirrens ftattfindet, verurtheilt oder freigefpros 
chen wird, wenn bie ebenfalls gegebene Wahrſcheinlichkeit der Schuld bes 
Angeklagten, welche vor ber Urtheilsfälung flattfand, in Betracht gezos 
gen wird. Beſtimmung ber Wahrfcheinlichkeiten, daſſ ber unter diefen 
Umftänden verurtheilte oder freigefprodyene Angeklagte fchuldig ober une 
ſchuldig ift, vermittelft der Regel für die Beftimmung der Wahrfcheinlich« 
keit der Urfachen oder Hypotheſen. ee er MM. 
Formeln für den Fall einer beliebigen Anzahl von Geſchworenen, für welche 
die Wahrfcheinlichleit des Nichtierens diefelbe ift, und wenn bie Entſchei⸗ 
dung bei einer gegebenen Stimmenmehrheit ober bei einer gegebenen 
Leinften Stimmenmehrheit ftattfinden werden, oder ftattgefunden haben. 
Nachweiſung, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des Ausfpruches einer Verurthei⸗ 
lung immer Heiner ift, als die Wahricheinlichkeit der Schuld vor ber Urs 
theilsfällung. Die Wahrſcheinlichkeiten ber Nichtigkeit eines Urtheiles 
hängen unter. übrigens gleichen Umftänden nur von der Stimmenmehrheit 
ab, bei weicher das Urtheil gefällt ift, und nicht von der Gefammtzahl 
der Gefchworenen , wenn die Wahrſcheinlichkeit ihres Nichtirrens a priorl 
gegeben ift-, was nicht mehr ftattfindet, wenn biefe Wahrſcheinlichkeit a 
posteriori aus ber befannten Stimmenmehrheit abgeleitet werben muſſ $. 148120. 
Anwendung biefer Formeln auf ben Zall, wo die Anzahl der Geſchworenen 
fehr groß ift, und es folglich wenig wahrfcheintich ift, daſſ eine Verurthei⸗ 
lung bei einer Heinen Stimmenmehrheit ausgefprochen iſt, ober ausge⸗ 
ſprochen wid 2 0 En ee er re er rer er «Pl, 
Lehrſatz in Bezichung auf en aus einer beliebigen Anzahl von Geſchwore⸗ 
nen, wovon €8 für jeden mehrere verfchiedene und ungleich wahrfcheintiche 
Wahrfcheinlichleiten des Nichtirrens gibt, beftehendes Geſchworenengericht. 
Beifpiel der Berechnung der mittleren Wahrfcheinlichkeit, wenn bie Ans 
zahl der möglichen Wahrfcheinlichkeiten unendlich groß wird unb ihr Wahr⸗ 
fheinlichleitögefeg gegeben iſt. Diele mittlere Wahrfcheinlicykeit ift für 
alle Geſchworene diefelbe, wenn fie zufällig-aus berfelben allgemeinen Liſte 
genommen werben müffen. Formeln, welche in diefem, Balle die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten ausdrücken, daſſ eine Verurtheilung ausgefprochen wirb, 
daſſ ein Verurtheilter ſchuldig iſt, und daſſ die Wahrſcheinlichkeit des Ir⸗ 
send der Geſchworenen zwiſchen gegebenen Grenzen gelegen bat . . $. 122-127. 
Anwendung dieſer Formeln auf ein Geſchworenengericht, welches aus einer 
fehr großen Anzahl von Gefchworenen befteft «© - + - . 38-181. 
Zur Anwendung diefer Formeln wird in allen Fällen erfordert, daſſ man 
binfichtlich des Wahrſcheinlichkeitsgeſetzes der Wahrſcheinlichkeiten des Ir⸗ 
rend der Gefchworenen eine befondere Borausfehung macht. Unterfachung 
ber Laplace’fchen Oppothefe. Folgerungen, welche ſich daraus ergeben 
und fie unzuläffig machen. Die Unmoglichkeit, über dieſes Wahrſcheinlich⸗ 
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Beitögefeh irgend cine gehörig motiwirte Hvpocheſe aufzifbellen, macht es 

aud) unmöglich, bie Wahrfcheinliczkeit der Richtigkeit eines einzelnen Ur⸗ 

theiles nach der dekannten Anzahl der Geſchworenen und ber Stimmen 

mehrheit, bei weicher es gefällt if, zu beſtimmen. Rothwendigkeit ber 

Anwendung einer großen Anzahl von Beobachtungen, um daraus bie beis 

ben in den Formeln vorfommenben fpeciellen Glemente, nämlich bie allen 

zufällig auf derfelben allgemeinen Lille genommenen Gefchworenen ges 

meinfchaftliche Wahrfcheinlichkeit u des Nichtirrens berfelben, und die aus 

ber Borunterfuchung refultirende Wadhrſcheinlichteit k der Schuld ber Ans 

gellagten, abzuleiten © o 2 2 vo 0 0. >. . ec. + 6192-833, 
BWabrſcheinlichkeiten, daſſ ber Unterfchieb zwiſchen bem Berhättniffe ber durch 

eine Reihe von Beobachtungen erhaltenen Anzahl ber Verärtheilungen zu 

der Anzahl der Angeklagten, unb zwifchen dem fpecicllen Wertde, wels 

hen dieſes Verhaͤltniſſ erreichen würde, wenn biefe Anzahlen unendlich 

groß würden, zwiſchen gegebenen Grenzen liegt, und endlich, baff ber 

unterſchied zwiſchen dem erften Verhältniffe und dem ſich aus einer ans 

dern Reihe von Beobachtungen ergebenden analogen Berhältniffe zwifchen - 

ebenfalls gegebenen Grenzen liegt . oe. tr et 1 1 1 1 0 0 4. 134, 
Beobadjtungsbatz aus den Comptes gendraux zur Beftimmung ber Zah⸗ 

lenwerthe von u und & Diele Data find verfchiedene Verhältniffe, auf 

welche die vorhergehenden Wahrfcheinlichleitsformeln angewandt werben, 

ehe man fich ihrer bedient. influff der fucceffiven Veränderungen ber 

Sriminalgefeggebung in Frankreich auf die Größe biefer Verhältniſſe. 

Gintheilung der Berbrechen in zwei verfähiedene Arten, Die Werthe von 

ws und & find für bdiefe beiden Arten von Verbrechen ſehr verſchieden; 

allein bis jegt ift man genöthigt, fie für alle Departements als faft gleich 

anzunehmen. « 2 co...» eo... 00... 135-138, 
Berechnung diefer Werthe für ganz Frankreich und für, das Geinebepartes 

ment allein. Wahrſcheinlichkeit, daſſ nach dieſen Werthen ein Verdam⸗ 

mungs⸗ oder Freiſprechungsurtheil bei der Einſtimmigkeit der Geſchwo⸗ 

renen ausgefprochen iſt... Deren BER TIR. 
Bedeutung der Ausbräde ſchuldig und unf&ulbig .. $. 142. 
Zormeln, welche für einen Angellagten das Maß der Gefahr anbrüden, | ver⸗ 

urtheilt zu werden, obgleich er nicht verurtheilbar iſt, und für die menſch⸗ 

liche Geſellſchaft das Maß der Gefahr der Freiſprechung eines Angeklag⸗ 

ten, welcher hätte verurtheit werden müſſen.. ... 8.143. 
Berechnung der Zahlenwerthe biefer Maße, fowie ber Wabefcheintichteiten j 

der Unfchul und Schuld der Angeklagten zu verfchiebenen Zeiten, wäh⸗ 

rend welder die Gefehgebung biefelbe geblieben ft. . . . 0. 5144-145, 
Andeutung einer ähnlicyen Rechnung, weldye nicht ausgeführt werben Tann, 

weil es hinſichtlich der Entfcheidungen der Gorrectionspoligei und der der 

wmilttärjuftiz an ben nöthigen Beobadhtungsbaten feblt - - - + . $. 146. 
Formeln für die Wahrfcheinlichkeit der Richtigkeit der Entſcheidungen in der 

erfien und in ber Appellationsinftang der Givitproceffe - . . - - $. 148-149, 
Bergen Mangels der zur Beitimmung der beiben in diefen Formeln vors 

tommenden Elemente erforderlichen Beobachtungsdata mufften die Wahrs 

ſcheinlichkeiten bes Irrens für die Richter der «beiden fueceffiven Inſtan⸗ 

zen als gleich angenommen werben. Berechnung dieſer Wahrſcheinlichkeit 

nad) dem durch bie Beobachtung gegebenen Verhältniffe ber Anzahl der 
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durch bie Appellationshoſe befkätigten Erkenntniſſe zu ber Anzahl der jühes 
lich vor die Appellationshöfe gelangenden Erkenntniſſe erfler Inſtanz. 
"Die geringe Beränderung diefes Berhältniffes während brei fucceffiver 
Sabre ift ein ſehr merkwürdiger Beweis bes Geſetzes der großen Zahlen. 
Aus diefem Beobachtungsdatum werben bie Wahrfcheinlichleiten der ichs 
tigkeit der Gntfchetbungen der erften und zweiten Inſtanz, ſowohl wenn 
fie einftimmig , als wenn fie entgegengefeht find, abgeleitet . . . 6150-151. 


Auhbang I. Anwendung der Wahrſcheinlichkeitsrechnung 
aufdie Berechnung der Leibrenten, Zebendverfices 


zungenu. wm. 2 2 2 0 0 0 Seite 372. 
Sonftruction der Mortalitätstafeln u. 8 1 1 re et 91 —°e $. 1-6, 
Mathematiſches Geſetz der Sterblichkeit - - - 0 0 1 2 2.2.7 
Bufammengefeäte Lebenswahrſcheinlichkeieen. 0 8. 8-W. 


Leib⸗ oder Lebensrenten. Temporäre und aufgeſchobene Leibrenten. Leib⸗ 
renten auf verſchiedene Verbindungen von Perſonen und bei einer be⸗ 
ſtimmten Ordnung des Ueberlebens 

Lebensverſicherungen...... 

Temporäre Lebensverſicherungen .. 

Aufgeſchobene Lebensverficherungen . . 

Bon den Verſicherungen, welche von einer beſtimmten Ordnung des Webers 
lebens abhängen 24 . 00 hr re er. . 8.4244, 

Von den Leibrenten auf fuceeffive Betr 02 02 0 0 een en ce, 

Anhang II. Bon ber moralifden Doffnung © 2 » . . Kite 466. 

Anhang HEHE. Ueber die Wahrſcheinlichkeit der mittlern 

Beobahtungsrefultate ». x...» . .  &eite 477. 

Anhang IV. Ueber die Anwenbung ber Bahrfheintig- 

keitsrechnung auf bie Naturphiloſophie... . . Geite 528, 
Sterbiichkeitstafeln .....:. .00 00 0 8 Hr Hr LT Hr TR oe Seite 333—537, 
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Erſtes Kapitel 
Allgemeine Kegeln der Wahrfcheinlichfeitsrechnung. 


6. 1. Die Wahrſcheinlichkeit eined ungewiſſen Ereigniſſes 
iſt der Grund, welchen wir haben, zu glauben, daſſ es ſtattfinden 
wird, oder ſtattgefunden hat. 

Die Wahrſcheinlichkeit eines ungewiſſen Ereigniſſes iſt unter uͤbri⸗ 
gens gleichen Umſtaͤnden fuͤr den Fall, daß es ſtattfinden wird, oder 
ſtattgefunden hat, fuͤr uns dieſelbe, obgleich beide Faͤlle an ſich ſehr 
verſchieden ſind. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ z. B. aus einer Urne 
mit einer bekannten Anzahl weißer und ſchwarzer Kugeln eine 
weiße gezogen werben wird, iſt für und biefelbe, als Die, daſſ eine 
bereitö gezogene Kugel, deren Farbe wir noch nicht Fennen, eine weiße 
if; denn wir haben offenbar in dem erfien und zweiten Falle denſel⸗ 
ben Grund, zu glauben, daſſ diefe Kugel eine weiße ifl. 
Da die Bahrfcheinlickeit eined ungewiſſen Ereigniffed von unfe- 
zer Kenntniſſ in Beziehung auf daffelbe abhängt, fo kann fie bei dem: 
ſelben Ereignifle für verfchievene Perfonen verfchieden fein. Wenn z. 3. 
eine Perfon blos weiß, daſſ die eben erwähnte Urne weiße und ſchwarze 
Kugeln enthält, und wenn eine zweite Perfon außerdem weiß, daſſ 
mehr weiße, als fhwarze Kugeln darin enthalten find; fo hat dieſe 
zweite Perfon mehr Grund, als bie erfte, zu glauben, daſſ eine weiße 
Kugel aus der Ume gezogen wirb, ober mit andern Worten: her Zug 
ber weißen Kugel hat für die zweite Perfon eine größere Wahrfchein- 
lichkeit, als für die erfte. 

Hierin liegt der Grund, weshalb zwei Perſonen zuweilen über dafs 
felbe Ereignifl entgegengefegte Urtheile fällen, wenn fie in Beziehung 
anf dieſes Ereigniſſ verſchie ene Kenntnifie befigen. Wenn A und B 
dieſe beiden Perfonen bezeichnen und A weiß Alles, was B bekannt ift 

wd außerdem noch Einiged mehr, fo muſſ das Urtheil der Perfon A- 
Parflon’s Wahrſcheinlichkeiter. etc. 1 


für das richtigere gehalten und ihre Meinung angenommen werden, 
wenn man zwifchen ben entgegengefeßten Urtheilen von A und DB wäbs 
fen muſſ, obgleich diefe Meinung fi auf eine geringere Wahrfcheinlich- 
keit flügen kann, ald die von B, d. h. obgleich die Perfon A weniger 
Grund bat, ihre Meinung für die richtige zu halten, als B in Be 
ziehung auf bie ihrige. 

Man muff daher im Allgemeinen eine abftracte Wahrſchein⸗ 
lichkeit GBGahrſcheinlichkeit an ſich, chance) und eine indi⸗ 
viduelle, ſubjective, ſich auf eine beſtimmte Perſon be—⸗ 
ziehende Wahrſcheinlichkeit GVahrſcheinlichkeit ſchlecht 


hin, probabilite) eined ungewiſſen Ereigniffes aunterfcheiden. Gewöhns 


lich werben .wir ohne Unterfchieb beide Arten von Wahrfcheinlichkeiten 
durch das Wort 2Wahrſcheinlichkeit« ohne weitern Zuſatz bezeichs 
nen; aber. wenn es nöthig fein wird, fie von einander zu unterfcheiden, 
To werben wir und des Außbrudes sabftracte Wahrſcheinlichkeit« 
bedienen, um die Wahrfcheinlichkeit eines ungewiſſen @reigniffes an 
ſich und unabhängig’ von der Kenntniff, welche: wir davon haben, zw 
bezeichnen, während der bloße Ausbrud »Wahrfcheinlichleit« immer 
die Bahrfcheinlichkeit eined ungewiſſen Ereigniſſes in Beziehung auf eine 
gewiſſe Perſon bezeichnen ſoll. 

3. B. in dem Spiele »WBappen oder Schrifte iſt die abſtracte 
Wahrſcheinlichkeit fuͤr das Treffen des Wappens und die für Das Tre 


fen der Schrift von der phyſtſchen Beſchaffenheit des in die Luft ges 


worfenen Muͤnzſtuͤckes abhängig. Man kann ed als phyfiſch unmoͤglich 
betrachten, daſſ die eine dieſer abſtracten Wahrſcheinlichkeiten ber an⸗ 
dern gleich fei; aber dennoch iſt für uns die Wahrſcheinlichkeit für daB 
Treffen des Wappens abfolut dieſelbe, als die für das Treffen ber 
Schrift, wenn uns die phyſiſche Beſchaffenheit des geworfenen Muͤnz⸗ 
ſtuͤckes unbekant iſt, und wenn wir noch feine Verſuche damit angeſtelit 
haben. Denn wir haben durchaus keinen Grund, zu glauben, daſſ 
das eine diefer beiden Ereigniffe leichter ftattfinden wird, als das an⸗ 

dere. Diefes iſt jedoch nicht mehr der Fall, wenn mit. dem Muͤnz⸗ 


ſtuͤcke bereitd mehrere Werfuche gemacht find; denn bie jeder Flaͤche / des 


Muͤnzſtuͤckes entfprechende abftracte Wahrfcheinlichkeit ändert fich zwar 
nicht während ber Berfche, aber wenn Jemand das Refultat der Ver⸗ 
fuche tennt, fo ändert fih für ihn die Wahrfcheinlichkeit des Fünfte 
gen Treffens bed Wappens oder der Schrift mit bet Anzahl von Ma 
len, welche biefe Flächen bereits oben gelegen haben. 

6.2. Das Maß der Wahrfheinlichfeit eines unge 
‚wiffen Ereigniſſes iſt das Verhaͤltniſſ der Anzahl der 
dieſem Ereigniſſe guͤnſtigen zaite u“ der anzahl aller 
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mö zlich en, fowohl der gänftigen, als ungfinftigen Faͤtle, 
vorausgeſetzt, daſſ fie alle gleich möglich find oder daſſ 
fie alle dieſelbe abfracete Wahrſcheinlichkeit haben. 

Diefer Sat beveutet fo viel: daſſ, wenn dieſes Verhaͤltniſſ für 
zwei Creigniffe gleich ift, wir benfelben Grund haben, zu glauben, 
daſſ das eine, oder dad andere flattfinden wirb, und daſſ, wenn dieſes 
Berhältmiff für beide Ereigniffe verſchieden iſt, wir mehr Grund has 
ben, zu glauben, daſſ das Ereigniſſ flattfinden wird, für welches bie 
fed Verhaͤltniſſ am größten iſt. 

Geſetzt z. B. eine Urne A enthalte 4 weiße und 6 [hwarze 
Kugeln und eine andere B enthalte 10 weiße und 15 fchwarze 
Kugeln, fo ift bad Verhaͤltniſſ der Anzahl der dem Zuge einer weißen 
Kugel günfligen Faͤlle zu der Anzahl aller möglichen Fälle für bie erfte 

Ume = 5% und für die zweite =42=%, d. h. für beide Urnen 

gleih groß, und es kommt zunächft darauf an, zu beweilen, daſſ 
die Wahrfcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aus der einen 
sber andern Urne gleich groß ift, fo daſſ, wenn wir bei dem Zuge 
einer weißen Kugel irgend ein Intereffe hätten, für uns durchaus Fein 
&zund vorhanden. waͤre, lieber in die Ume A, als in die Ume B' zu 
greifen. “ 
In der That kann man ſich die in der Ume B enthaltenen 25 _ 
Kugeln in 5 Gruppen getheilt benten, wovon jede aus 2 weißen und 
S fhwarzen Kugeln befteßt,, und welche innerhalb dieſer Urne in einer 
beliebigen Dronung liegen. Zur Unterfcheivung der Kugeln der einzels 
nen Gruppen kann man die ber erfien Gruppe mit der Zahl 1, die 
ber zweiten mit ber Zahl 2 u. f. w. bezeichnen. _ 

Um nun aus der Ume D.eine weiße ober fchwarze Kugel zu zie⸗ 
ben, mufl man ganz zufällig in die eine Diefer 5 Gruppen greifen; da 
fie aber alle gleich viele weiße und ſchwarze Kugeln enthalten, fo folgt, 
daſſ man, flatt die Gruppe, in welche man greift, zufällig zu wählen, 
nnch Belieben: wählen und 3. B. annehmen kann, daſſ es die Gruppe 
if, deren Kugeln mit der Zahl 1 bezeichnet find, ohne daſſ die abs 
ſtracte Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aud der Urne 
B dadurch geändert wird, Diefes heißt aber nichts anderd, als zuerft. 
alle, mit der Zahl 1 bezeichnete Kugeln aus der Ume B herausnehmen 
und fie in eine andere Ume C Iegen, aud welcher man aldbann zus 
Fällig eine Kugel zieht. Die Wahrfcheinlichleit des Zuges einer weis 
Ge Kugel aud der Ume B ift alfo von der Anzahl der darin enthal⸗ 
weisen, Suppen unabhängig, und diefelbe, ald wenn flatt ber & Grup⸗ 

Dur eine einzige darin enthalten wäre. heilt man bie 10 in ber 

Vn 4 enchaltenen Kugeln in 2 Gruppen, jede von 2 weißen und 
. . 1 % 
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3 ſchwarzen Kugeln, fo ergibt ſich ebenfo, daſſ die Wahrſcheinlichkeit 
des Zuges einer weißen Kugel aus der Urne A diefelbe tft, als wenn 
dieſe Urne nur eine einzige diefer Gruppen enthielte Folglich iſt Die 
Wahrſcheinlichkeit für den Bug einer weißen Kugel aus ber Ume A, oder 
aus der Urne B bdiefelbe, ald die des Zuges- einer weißen Kugel aus 
einer dritten Urne C, welche nur 2 weiße und 3 fchwarze Kugeln enthält, 
d. h. beide find einander gleich, was zunaͤchſt bewiefen werden follte. 

| Wir wollen num annehmen, daſſ eine Ume 4, 4 weiße und 
8 ſchwarze und eine Ume B, 3 weiße und 2 ſchwarze Kugeln. ent= 
halte, fo daſſ das Berhäitniff der Anzahl der dem Zuge einer wei- 
fen Kugel günftigen ale zur Gefammtzähl aller gleich möglichen 
File für die Ume A=# und für die Ume B=# if. Da der . 
zweite Bruch ben erflen um 3, an Größe übertrifft, fo hat man 
auch mehr Grund zu glauben, daſſ aus der Urne BD eine weiße Ku- 
gel gezogen wird, als aus ber Urne 4; denn bringt man biefe beiden 
Brühe auf denfelben Nenner, fo verwandeln fie fh in 32 un 24. 
Nun ift aber nach dem eben Bewiefenen die Wahrfcheinlichkeit des Zus 
ges einer weißen Kugel aus der Urne A dieſelbe, als für eine Ume C, 
welche 35 Kugeln, nämlih 20 weiße und 15 fchwarze enthielte; und 

Ebenſo ift die Wahrfcheinlichkeit des Zuged einer weißen Kugel aus ber 
Urne B und aus einer Ume D, welche ebenfald 35 Kugeln, nämlich 
21 weiße und 1% ſchwarze, enthält, dieſelbe. Da aber jebe dieſer 
Urnen C und D biefelbe Anzahl von Kugeln enthält, und -D- mehr 
weiße, ald C; fo hat man offenbar mehr Grund, zu glauben, daff 
man eher aus der Ume D eine weiße Kugel ziehen wird, ald aus der Urne 
C, und folglich ift auch der Bug einer weißen Kugel auß der Ume B 
wahrfcheinlicer, als der aus der Ume A, wodurch alfo ber im 
Anfange dieſes $. ausgeſprochene Satz vouftaͤndig bewieſen iſt. 

Aus dieſem Maße der Wahrfcheinlichkeit ſcheint zu folgen, daſſ 
biefer Bruch immer eine commenfurabele Größe fein muſſ; allein wenn 
die Anzahl aller möglichen und die der einem ungewiſſen Ereigniffe gün- 
fligen Faͤlle unenblih groß ift, fo Tann feine Wahrfcheinlichkeit oder 
das Verhaͤltniſſ je zweiten Zahl zur erften eine incommenfurabele Größe 
fein. Geſetzt z. B., s wäre bie Ausdehnung einer ebenen Fläche und 
o bie eines —— Theiles derſelben, fo iſt offenbar die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit, daſſ der Mittelpunkt einer kreisfoͤrmigen Scheibe, welche 
auf die Fläche s geworfen wird, auf einen Punkt von a fällt, dem 
Verhaͤltniſſe 0:5, deflen Größen incommenfurabel fein koͤnnen, gleich. 

$. 8. In den beiden heilen des vorhergehenden Beweiſes haben 
wir beifpielöhalber beftimmte Anzahlen von Kugeln angenommen; aber 
es iſt Leicht einzufehen, duſſ unfere Schtüffe allgemein gültig und von 
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bieſen befondern Zahlen unabhängig find. Auch haben wir angenommen, 
daſſ dad ungewiſſe Ereigniſſ deſſen Wahrſcheinlichkeit man batrachtet, 
der Ing einer weißen Kugel aus einer Urne mit weißen und ſchwar⸗ 
zen Kugeln ſei, ſo daſſ die Anzahl der weißen Kugeln die Anzahl der 
dem Ereigniſſe guͤnſtigen Faͤlle und die Anzahl der ſchwarzen Kugeln 
die Anzahl der dem Ereigniſſe unguͤnſtigen Fälle ausdruͤckkt. Dieſe Vor⸗ 
ausſetzung kann man der leichteren Auffaſſung der Schluͤſſe wegen bei 
einem ungewiſſen Ereigniſſe jeder beliebigen Art immer machen. Wenn 
alſo E ein ungewiſſes Ereigniſſ einer beliebigen Art iſt, @ die Anzahl 
der feinem Stattfinden günftigen Faͤlle, 5 bie Anzahl der ungünftigen 
Flle und p die Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes Z bezeichnet; fo ift 
das Maß oder der Zahlenwerth dieſer Wahrfcheinlichkeit nach dem eben 
Bewieſenen: | | 
" ae 
P=zHr | 

Iſt ferner F dad entgegengefeste Ereigniff von Z, fo daſſ 
eind von biefen beiden Greigniffen nothwendig ftattfinden muff, wie 
der Zug einer weißen oder der einer fchwarzen Kugel in ben vor: 
hergehenden Beifpielen, und man bezeichnet die Wahrfcheinlichkeit von 
F mit 9; fo hat man aud: j | 

b N 
Tor 


“ weil die dem Ereigniffe Z ungünftigen Faͤlle, deren Anzahl = iſt, 
Die günftigen Faͤlle für dad Ereigniff 7 find. Hieraus folgt: 
p+ty=U 
dv. h. die Summe der Wahrfcheinlichleiten zwei entgegengefegter Ereig: 
niffe, wie wir fie eben befinirt haben, iſt immer der Einheit gleich. 
Wenn wir nicht mehr Grund haben, bad Stattfinden von L zu 
glauben, ald das von F, fo find bie Wahrſcheinlichkeiten diefer beiden 
ungewiffen Ereigniffe einander gleich, und man hat folglid p=y= 3. 
Diefes ift der Fall, wenn man ein, Muͤnzſtuͤck zum erften Male in die 
Luft wirft, deffen phyſiſche Eonftitution und unbekannt ift, wo Z als⸗ 
dann dad Obenhinfallen der einen ber beiden Flächen und F dad der 
ande iſt. Statt eines Erefgniffes, welches flattfinden muſſ, oder nicht, 
Tann E aud) ein beliebiges Ereignif| fein, wobei ed darauf anfommt, 
zu willen, ob ed wahr oder falſch if. Alsdann iſt a bie Zahl ber Fälle, 
in welhen wir es fir wahr halten und 5 die Anzahl der Fälle, in 
weichen wir e8 für nicht wahr halten; p drüdt alsdann die Bahrfchein- 
Hiäleit der Wahrheit von F und g die ber Unwahrheit aus. 
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Wenn es gewiff iſt, daſſ = und 5 wirklich die Anzahlen der den 
beiden entgegengefeßten Ereigniſſen E und F' günfligen und unzuͤnſti⸗ 
gen Fälle ausprüden, fo find die Brüche p und g die abſtracten Wahr 
fheinlicgkeiten von Z und. Fʒ aber wenn bie Beftimmung ber Zahlen 
a und 5 blos nad) unſern Kenntniffen in Beziehung auf diefe beiben 
ungewiſſen Greigniffe ftattgehabt hat, fo find > und g nur ihre Wahrs 
fcheinlichkeiten und koͤnnen, wie weiter oben gezeigt, worden, von ihren 
unbelannten abſtracten Wahrfcheinlicyleiten verfchieden fein. Diefe güns 
fligen oder ungünftigen Fälle müffen übrigens ſowohl an. und, für ſich, 
als nad) dem, was wir davon willen, gleich möglich fein. 

% 4. Die Gewiffheit wird in der Bahrfcheinlichkeitötheorie als 
ein befonderer Fall. der Wahrfcheinlichkeit betrachtet, nämlich als ber, wo 
für ein ungewiſſes Ereigniff fein ungünftiger Fall oder eine entgegen 
gelebte Wahrfcheinlichkeit vorhanden if. Sie wird in ber Rechnung 
durch die Einheit audgebrudt, die völlige Unentſchiedenheit uns 
ſeres Geiſtes bei der Wahl zwiſchen zwei entgegengeſetzten Ereigniſſen 
durch 4 und die Unmoͤglichkeit durch o. Dieſer Begriff der Ges 
wiſſheit ift für und bier hinreichend, und wir brauchen fie nicht an und 
für fih und auf eine abfolute Weife zu definicen, was übrigens auch 
unmöglich; fein würbe; denn Die abfolute Gewiffheit gehört zu ben Din⸗ 
gen, die man nicht befiniren, fondern wovon man blod Beiſpiele an⸗ 
führen kann. Unter den Ereigniſſen, welche man gewifl nennt, gibt 
ed nur eine fehr Eleine Anzahl, welche es in aller Strenge find, wie 
3. B. unfere eigene Eriftenz, einige nicht blo8 gewiſſe, fondern. an und. 
für fich einleuchtende. Grundfäge und gewiffe andere Säge, wie z. B. 
die Eehrfäße der Geometrie, deren Wahrheit man entweder direct bes 
weift, oder wovon man beweift, daſſ dad Gegentheil unmöglich iſt. 
Dagegen haben die Ereigniffe, welche ben allgemeinen Gefeßen ber Nas 
tur nicht zuwiderlaufen und durch viele Zeugniſſe beftätigt werben, fo 
wie die, welche durch die tägliche Erfahrung beftätigt werden, nur eine 
ſehr flarfe Wahrfcheinlichkeit, welche groß genug ift, daſſ man fie fos 
wohl in dem gewöhnlichen Leben als felbft in den phufifchen und bis 
ſtoriſchen Wiſſenſchaften nicht von der abſoluten Gewiſſheit zu unters 
fcheiden braucht. 

Es ift der Zweck der Wahrfcheinlichkeitsrechnung, bei jeder Unter 
ſuchung über ungewiſſe oder zweifelhafte Ereigniffe das Verhaͤltniſſ der 
Anzahl der dem Stattfinden eined ungewiſſen Ereigniffes, ober ber 
Wahrheit deſſelben, günftigen Faͤlle zu der Anzahl aller möglichen Fälle 
zu beflimmen, fo daſſ wir nach der Größe des fich der Einheit mehr 
oder. weniger nähernden Bruches, welcher diefed Verhaͤltniſſ ausdruͤckt, 
den Grund beurtheilen oder abfchägen können, welcher für und zu ber 
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Annahme vorhanden ift, daſſ das fragliche Ereigniff flattgefunden hat, 
ober -flattfinden wird, oder wahr ift, und baff wir auch auf eine 
ganz zuverläffige Weife diefen Grund ver Annahme für das Stattfinden, 
eined ungewiſſen Ereigniffes mit dem für ein ganz anderes ungewiſſes 
Ereigniff vorhandenen vergleichen können. Die Wahrfcheinlichkeitsrech: 
nung gründet fich auf eine Heine Anzahl von Grundregeln, welche fich 
in aller Strenge beweifen laffen, wie wir oben in $. 2. an einem‘ 
Beifpiele gefehen haben. Diefe Grundregeln der Wahrfcheinlichkeitörech- 
nung müffen ald ein nothwendiges Supplement der Logik betrachtet 
‚werben, weil e8 eine ſehr große Anzahl von Unterfuchungen gibt, worin 
‚wir durch logische Schlüffe nicht zur völigen Gewifiheit gelangen koͤn⸗ 
nen. Kein Theil der mathematifhen Wiffenfchaften ift fo vieler und 
unuittelbar nühliher Anwendungen fähig, als die Wahrfcheinlicykeits- 
rechnung, und wir werben im zweiten Kapitel diefed Werkes fehen, 
daſſ fie ich auch auf die abftracten Streitfragen ber allgemeinen Phi- 
loſophie erfiredt, wovon fie eine Mare und unbeftreitbare Auflöfung 


8. 5. Wenn p und p’ die Wahrfcheinlichleiten zweier von einander 
unabhängiger Ereigniſſe Z und 2’ find, fo wird die Wahrfcheinlichkeit 
ihres Bugleihftattfindens "oder des aus beiden zufammenge 
festen Ereigniffes durch da8 Product pp’ audgedrüdt. | 

Denn wir wollen annehmen, das Ereigniff Z befiche in bem 
Zuge einer weißen Kugel aus einer Urne A, welche c Kugeln, naͤm⸗ 
lich a weiße und c— a ſchwarze enthält, und dad Ereigniff. Z’ bes 
ſtehe in dem Zuge einer weißen Kugel aud einer anbern Urne A’, welche 
ec’ Kugeln enthält, worunter ſich a’ weiße und c'— a“ ſchwarze be⸗ 
finden; fo werben nad) dem Vorhergehenden bie Wahrſcheinlichkeiten dies 
fer Ereigniſſe Z und E’ reſp. ausgedruͤckt durch: 


'_ _a ,_«d 
P=-—ıP=7 


und das zufammengefehte Greigniff befteht alddann darin, aus der 
Ume A und aus berlime A zu gleicher Zeit eine weiße Kugel zu 
ziehen. Wenn man aber aus jeber diefer beiden Umen ganz zufällig 
eine Kugel zieht, fo kann jede Kugel von A mit jeber Kugel der Urne 
A zugleich gezogen werben, fo bafl die Anzahl aller gleichmöglichen Bälle 
—ee if. Unter alen dieſen Fällen find bie dem zufammengefebten 
Ereignifie günftig, welche aus allen Verbindungen jeber weißen Kugel 
der Ume A mit jeber weißen Kugel der Urne A’ beftehen, und bie 
Anzahl diefer günftigen Faͤlle wird folglich durch dad Product aa’ aus⸗ 
gwchlt. Foiglich wirb die Wahrſcheinlichkeit des zuſammengeſetzten Er- 
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- cigniffes nad) 8. 2. durch das Berhäimigt 25 4 oder was daſſelbe iſt, 


durch das Product der beiden Brüche p * p' ausgedruͤckt. 


Ebenſo ergibt ſich, daſſ, wenn p, p/, p", ... bie reſp. Wahrſchein⸗ 
lichkeiten einer beliebigen Anzahl von einander unabhängiger Ereigniſſe 
E, E', E", ... find, die MWahrfcheinlichkeit ihres Zugleichftattfindeng, 
oder eines aus allen diefen reigniffen zufammengefebten Creigniffes 
durch dad. Product pp'p” -.. ausgebrüdt wird. Diefer allgemeine 
Fall laͤſſt ſich auch aus dem befondern Falle ableiten, wo das zufam- 
mengefeßte Ereigniff nur aus zwei, von einander unabhängigen Ereig- 
niffen befteht. Denn wenn dad Product pp’ die Wahrſcheinlichkeit für 
das Zugleichftattfinden der Ereigniffe Z und 2’ ift, fo wirb die Wahr: 
ſcheinlichkeit des Zugleichflattfindend dieſes zufammengefeßten Ereigniffes 
und des Greigniffes -Z"’ ebenfo durch dad Product aus pp’ und p", 
d. h. durch pp'p" auögebrüdt. Ferner ift die Wahrfcheintichkeit 
für. das Zugleichftattfinden Diefes zweiten zufammengefebten Creigniffes 
und bed Ereigniffes 3 dem Producte aus pp’p" und p””, d. h. 


pp ’p"p' gleih, u f. f. 


Da die Bruͤche p, p',p", ... alle kleiner ſind, als die Einheit, 
wenigſtens, wenn keins der Ereigniſſe E, E’, EV, ... gewiſſ iſt; fo folgt, 
daſſ die Wahrſcheinlichkeit des zuſammengeſetzten Ereigniſſes kleiner iſt, 
als die Wahrſcheinlichkeit jedes der Ereigniſſe, woraus es zuſammen⸗ 


geſetzt iſt. Sie nimmt deſto mehr ab, je mehr die Anzahl der einzel⸗ 
nen Ereigniſſe zunimmt, und ſie wuͤrde im Allgemeinen voͤllig Null 


oder unendlich klein ſein, wenn dieſe Anzahl unendlich groß wuͤrde. 
Hiervon findet nur eine Ausnahme ſtatt, wenn die unendliche Reihe 
der Wahrſcheinlichkeiten Pı p',P", ... aus Gliedern beſteht, welche 
ſich der Einheit oder der Gewiſſheit ohne Ende naͤhern, und in dieſem 


Falle hat ihr Product einen endlichen Werth, welcher kleiner iſt, als 


die Einheit. Wenn z. B. & eine poſitive Größe. bezeichnet, welche 


Heiner ift, als bie Einheit, oder hoͤchſtens ihr gleich, und man nimmt: 


2 
P= ı P m pP — z'P y eo. 


für die Werthe von p, p/, p",'...3 fo iſt ihr Product ober die Wahr⸗ 
Icheinlichkeit ded zufammengefegten Ereigniffed nach einer bekannten For⸗ 
mel = sin Er, wo ©, wie gewöhnlich, das Verhaͤltniſſ des Kreis⸗ 
umfanges zum Durchmeſſer bezeichnet. 
$. 6,.. Zur Erläuterung der vorhergehenden Regel für die Beſtim⸗ 
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Mamung der Wahrfcheinlichkeit eines zufammengefehten Ereigniſſes wol⸗ 
len wir folgendes Beiſpiel waͤhlen: 

Es ſind zwei zufaͤllig gewaͤhlte, aus derſelben Anzahl von Ziffern 
beſtehende Zahlen unter einander gefchrieben, man foll die Wahrfcheinlich- 
Seit beſtimmen, daſſ man bei der Subtraction. der unten Zahl von ber 
obern niemals eine Ziffer ber obern Zahl um eine nächft höhere Einheit zu 
vermehren, ober, wie man fi) gewöhnlich ausbrüdt, zu borgen braucht. 

Jede der in der oben und untern Bahl einander correfponbirenden 
Ziffern kann 10 verfchievene Werthe, nämlich 0, 1,2, 3, 4,5,6,7,8,9 
haben, und folglich können bei jeber Partialfubtraction 100 verſchie⸗ 
dene und gleichmögliche Fälle flattfinden. Sol nun diefe Partial⸗ 
fubtraction ohne Vermehrung der obern Ziffer oder ohne Borgen möge 
lich fein‘, fo muſſ diefe die untere Ziffer übertreffen, ober ihr gleich 
fein, was in 55 ber 100 verfchiedenen Fälle flattfindet, nämlich in 
einem Falle, wenn die obere Ziffer O if, in zwei Zällen, wenn fie 1 
if, ... und in 10 Fällen, wenn fie 9 iſt, welche Werthe eine arith- 
metiſche Progreffion von 10 Slieden bilden, deren Summe =}.10 
.(Gi+10%)=655 if. Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ man bei irgend "einer 
Partialfubtraction nicht zu borgen braucht, wird alfo dur „I, aus- 
gebrüdt, und folglich iſt bie Wahrfcheinlichkeit, daſſ fih alle Partial- 
fubtractiouen ohne Borgen verrichten laffen —=(0,55)!, wo 2 ihre 
Anzahl ober die Anzahl der Ziffern der obern ober untern Zahl be 
zeichnet. 

Wenn die von einander zu ſubtrahirenden Zahlen z. B. die Man⸗ 
tiſſen zweier, aus den 7ſtelligen Logarithmentafeln genommenen Loga⸗ 
rithmen ſind, ſo iſt: 


i=T, (0,56)!=(0,55)7=0 ‚0152243, 


d. h. die gefuchte Wahrſcheinlichkeit liegt zwiſchen a und A 
Auch die Wahrfcheinlichleit, daf| man, indem ‚man zwei eziffrige 
Bahlen jufammenabbirt, niemald etwas im Sinne zu behalten braucht 

bei jeder ber einzelnen Partialadditionen, ifl = (0,55)7, 

$. 7. Wenn die Ereigniffe Z,E',E”,... dad fueceflive Statt: 
finden deſſelben Ereigniſſes Z find, und ihre Anzahl ft =m, fo ver 
wandelt fih dad Product pp’p".... in die Potenz pt, welche 
folglich die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ das Ereigniff Z bei m Ber: 
ſuchen, während welcher die Wahrfcheinlichfeit dieſes Ereigniffes conflant 
und =p bleibt, m mal flattfindet. Deögleihen, wenn Z und F zwei - 
entgegengefete Ereigniffe find, deren Wahrfcheinlichkeiten durch p und 
9 audgebrüdt werden, fo vafi p+g=1 ift ($. 3.), und diefe Wahr: 
Ihasslichkeiten bleiben während m + rn Berfuchen conflant; fo drüdt daß 
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Product ꝓm gn die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ bes Ereigniſſ E, mm 
und das Ereigniſſ F, n mal in einer beſtimmten Ordnung ſtatt⸗ 
findet, was ſich aus ber Regel in $. 5. ergibt, wenn man bie Anzahl ber 
Greigniffe Z, E’,E", ... gleiy m-+n und für zu derfelben das Ereigniff 
E, aber für die n übrigen das Ereigniff Z’ nimmt. Die Ordnung, 
in welcher dieſe Ereigniſſe Z und F auf einander folgen follen, hat 
auf die Wahrfcheinlichkeit pP” g® des zuſammengeſetzten Ereigniſſes kei⸗ 
nen Einfluſſ; fie iſt dieſelbe, wenn das Ereigniſſ Z in den m erften 
und dad Ereigniſſ Z’ in den n letzten Verſuchen, oder: umgekehrt flatt- 
finden, ober endlich, wenn diefe Ereigniffe auf eine beftinmte Weife 
mit einander gemengt flattfinden follen. Aber wenn die Ordnung, in 
welcher die Ereigniffe Z und F’ flattfinden follen, nicht beftimmt if, 
und in den a--n Verſuchen, das Ereigniff Z nur m mal und dad: 
Ereigniff F, n mal in einer beliebigen Orbnung flattfinden follen; fo 
At Har, daſſ die Wahrfcheinlichkeit diefes andern zufammengefeßten Ere 
eigniffes größer ift, ald die, welche einer beftimmten Ordnung in der 
Aufeinanderfolge der Ereigniife Z und F’ entfpricht, und fie ift in, ber 
That ein Vielfaches von ak ii wovon -fpäter der allgemeine Ausdruck 
angegeben werden wirb. 

Wenn die Wahrſcheinlichkeiten von E und. F einander gleich find, 
fo it o=gy=H4, und wenn man m+n=u fest, fo ift die Wahr⸗ 
—** daſſ das Ereigniſſ E, mal und das Ereigniff F, nmal 
in einer beſtimmten Ordnung bei den u Verſuchen ftatfindet, = (4), 
fo daff fie nicht bio8 von. der Ordnung, in welcher bie Greigniße Z 
und F. ftattfinden, unabhäng ift,, fondern auch von ben Anzahlen. ber 
Faͤlle, in welchen fie ftattfinden, und nur noch von ber Gefammtzahl 
u der Verfuche abhängt. Diefed ift der Fall bei einer Ume, welche 
gleich viel weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und woraus / fucceflive 
Biehungen gemacht werden, indem man Die gezogene Kugel jedesmal 
wieder hineinlegt. Die Wahrfcheinlichleit, u weiße Kugeln zu ziehen, 
ift alddann ber, m weiße und 2 ſchwarze in einer beftimmten Ordnung 
zu ziehen, gleich. Wenn z eine fehr große Zahl ift, fo find dieſe 
beiden Wahrfcheinlichkeiten fehr Mein; aber die eine nicht Meiner, als 
bie andere. Vor dem Beginnen der Ziehungen wäre Fein Grund für 
die Annahme vorhanden, daſſ eher eine Reihe Kugeln von derfelben 
Zarbe, ald eine gleich große Anzahl weißer und ſchwarzer Kugeln in 
einer willkürlich beflimmten Orbnung gezogen werden. Wenn wir daher 
feben, daſſ z. B. 30 Kugeln von .derfelben Farbe aus der Urne ge 
zogen werden, und wir willen gewiſſ, daſſ fie ſtets dieſelbe Anzahl 
weißer und ſchwarzer Kugeln enthält, ober wenn wir irgend ein ans 
deres Ereigniſſ beobachten, welches eine gewiſſe Symmetrie barbietet, fo 
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daft z. B. SOmal abmwechfeind eine weiße und eine ſchwarze Kugel, oder 
jededmal 15 weiße und dann wieder 15 fehwarze Kugeln gezogen wer⸗ 
den; fo find wir zu ber Annahme berechtigt, daff diefe regelmäßigen 
Erfcheinungen nicht: die Wirkung ded Zufalles find, fondern baff bie 
Perſon, welche die 30 Kugeln gezogen bat, die Barbe jeder derfelben 
gekannt und abfichtlich gewählt hat. In folchen Fällen hat dad Da- 
zwiſchentreten einer andern Urſache, als der Zufall, wie wir fpäter 
fehen werben, wirklich eine ſich der Gewiſſheit ˖ fehr naͤhernde Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit. 


F. 8. Die Potenz 9” iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereig⸗ 
niſſ F' ununterbrohen rmal ftattfindet, und wenn man fie von ber 
Einheit abzieht, fo erhält man folglich die Wahrfcheinlichkeit des ents 
gegengefeßten Ereigniſſes, d. h. die Wahrfcheinlichkeit, daſſ in den 2 
aufeinander folgenden Verſuchen das Creigniff E wenigftend einmal 
ftattfindet. Wenn man alfo bie Wahrfcheinlichleit dieſes zufammenges 
festen Greigniffes mit 7 bezeichnet und 1—p ſtatt y fekt, fo folgt: 


r=1—(1—p)®. 


Wenn man biefen Werth von r—=H% fest, fo Tann man die 
Anzahl der Verſuche beflimmen, welche erforderlih find, damit man 
benfelben Grund für die Annahme des Stattfindend des Ereigniffes Z, 
als für fein Nichtflattfinden hat, oder daſſ man 1 gegen 1 wetten 
ann, dafj das Ereigniff Z. bei diefer Anzahl von Verſuchen wenigftens 


einmal ftattfindet. Alsdann hat man: 
log 2 
WR (1 —p) 
Denn z. B. das Ereigniff Z das Treffen einer Sechs .oder einer 


andern beflimmten Zahl bei dem Wurfe mit einem gewöhnlichen Wür- 
fel iſt, ſo hat man: 


p=%, n=3,8018...., 


fo daſſ es vortheilhaft ift, zu wetten, daſſ die Zahl 6 bei vier Vers 
ſuchen wenigftend einmal getroffen wird. Wenn man mit zwei Wuͤr⸗ 
fein zugleich wirft und das Ereigniff Z ift das Treffen einer doppelten 
Sehe, fo ‚hat manı 


P=3h, n=24,614..., 


wühe zeigt, daſſ der Spieler im Vortheil iſt, welcher wettet, bei 25 
Mifen wenigſtens einmal eine doppelte Sechs zu werfen, und.ber im 


(da —— folglich = 
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Nachtheil, welcher bei 24 Verfuchen einmal eine doppelte Sechs zu 
treffen, wettet. 

Der allgemeine Ausdruck von 7 zeigt, daſſ, wie Hein die Wahr⸗ 
fcheinlichleit p eines Ereigniſſes Z audy fein mag, wofern fie nur nicht 
ganz Null if, die Anzahl der Verſuche immer fo groß angenom⸗ 
men werben kann, daſſ ſich die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dad Ereigniff 
F wenigſtens einmal ſtattfindet, der Gewiſſheit beliebig naͤhert. Denn 
wie wenig der Bruch 1 —p auch von der Einheit verſchieden fein 
mag , fo kann man den Erponenten n doch immer fo groß annehmen, 
daſſ die Potenz; (L—p)* Meiner wird, aid ein gegebener Bruch. 
Hierin befteht eben der wefentliche Unterfchieb zwiſchen einem abfolut 
unmöglichen Ereigniffe und einem Ereigniffe E, deſſen Wahrfcheinlich 
keit p ſehr Mein iſt; das unmdgliche Ereigniff findet niemals ſtatt, 
während das auch noch fo wenig wahrfcheinliche Ereigniff in einer hin: 
reichend langen Reihe von Verſuchen fehr wahrfcheinlich wenigftend eins 
mal ftattfindet. 

Nach dem binomifchen Lehrſatze hat man: 

— 1.n— 
1.2.3 
und wenn n eine fehr große Zahl ift und » für n„—1, 3... 
geſetzt wird, fo erhält man fehr nahe: 


a-pp=1+np+ 2 —— 


wo die Reihe im zweiten Theile der vorhergehenden Gleichung die Ent⸗ 
wickelung von e-*? iſt, indem e die Baſis der Neperſchen Logarith⸗ 
men bezeichnet. Hiernach erhält man alfo: 


r—_ l—e”*P 





(1 —pP=14np+ + > 8_Letc., 





für den Näherungdwerth von 7. Wenn pP=— ift, fo ift dieſer 


Werth dem Werhättniffe T— gleich. Wenn alſo die Wahrſcheinich— 


keit eines Ereigniſſes Z duch den Quotienten aus der Einheit und 

einer ſehr großen Zahl n ausgedruͤckt wird, fo find ſchon > Verſuche 
hinreichend, damit die Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ E wenig⸗ 
ſtens einmal ſtattfindet, = oder ungefähr —2 wird. 


$. 9. Wenn zwei Ereigniffe Z und Z, nicht von einander un- 
abhängig find, d. h. wenn bad Stattfinden * einen auf die abſtracte 
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Weahrfcheinlichkeit bed andern Einfluff hat, fo iſt die Wahrſcheinlichkeit des 
aus E und E, zufammengefehten Ereigniſſes dem Probucte pp, gleich, 
worin p die Wahrfcheinlichkeit des Greigniffes Z bezeichnet, welches 
zuerft flattfinden muſſ und >, die Wahrfcheinlichfeit, bafj, wenn das 
Ereigniſſ E fettgefunden hat, dad Ereigniſſ Z, bierauf flattfinden 
wird. . 

Wenn z. B. a und 5 die Angahlen der in einer Ume A enthal⸗ 
tenen weißen und fchwarzen Kugeln und c ihre Summe a+b bes 
zeichnen, E dad Ziehen einer weißen Kugel bei einem erſten Berfuche 
unb E, das einer weißen Kugel bei einem zweiten Werfuche, ohne baff 
bie bei dem erften gezogene Kugel wieder in die Ume gelegt wird, 
ik; fo Hat man zuvörberft: 


[7 
P=—- 


Aber bei dem zweiten Verſuche hat fich die Gefammtzahl der Ku⸗ 
gein in der Ume auf c—1 und die der weißen Kugeln uf «—1 
reducirt; man hat folglich: 

o—1 


Pı=7.77 


als die Wahrfcheinlichkeit ded Zuges einer neuen weißen Kugel, und 
folglich: 
_a(a—1) 
PPı — c(c — 1) 


für die des Zuges zwei weißer Kugeln. 

Chenfo findet man: 

_ ab . 
PPı=7c—1) 

für die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen und einer ſchwarzen 
Kugel in einer beſtimmten Ordnung, wenn die bei dem erſten Verſuche 
aus der Urne gezogene Kugel nicht wieder hineingelegt wird. 

Allgemein, wenn aus der Urne A ſucceſſive mn Kugeln ges 
zogen, aber nicht wieber hineingelegt werben, und man bezeichnet die 
Bahrfcheinlichkeit, in einer beflimmten Ordnung m. weiße und n ſchwatze 
Kugeln zu ziehen, mit @; fo hat man: 


„ Mae— 1) (a 1)(e— 2)...(— m+1)5(d—1)(b— 2)... (B— er 
AN)... mat) 


2 


von welcher Beſchaffenheit biefe beſtimmte Oybnung and fein map. 
Denn wenn in.den m’-+n' erften Biehungen m’ weiße und n ſchwarze 
Kugeln gezogen find, fo befteht die Anzahl c— m’ — n’ der noch in 
der Urne bleibenden . Kugeln aus a — m’ weißen. und. aus d—n' 
ſchwarzen, und die Wahricheinlichleiten eine weiße, oder eine ſchwarze 
Kugel bei einem neuen Verſuche zu ziehen, ſind folglich: 

. s— im! b—n 


c—-m'—n! c—m'—n! 


Nimmt man in diefen beiden Brüchen für m’ fucceffive alle Zah⸗ 
len von O bid m — 1 und für n° alle Zahlen von 0: bis — I, fo 
muff dad Product der auf diefe Weife erhaltenen m -+ rn Größen offen⸗ 
bar den Werth von w bilden, was mit der vorhin angeführten For⸗ 
mel übereinftimmt. 


Wenn man bie bei jebem Verſuche aus ber Urne A gezogene 
weiße oder ſchwarze Kugel wieder hineinlegte, fo würden die Wahr: 
feheinlichfeiten des Zuges einer weißen und einer ſchwarzen Kugel während 


b 
der ganzen Reihe der Verſuche conſtant und refp. = =—, — bleiben, 
umd die Wahrfcheinlichkeit, in einer beitimmten Ordnung m Weiße und 
» fchwarze Kugeln zu ziehen, wäre bad Product aus (—)” ım 


n 
(—) oder =. Auf biefen Werth rebucirt fich der Werth von 


o in der That, wenn bie Zahlen a und 5 fehr groß find und gegen 
m und rn als unendlich betrachtet werden Tonnen, fo daſſ die Wahr⸗ 
fcheinlichkeiten ded Zuged einer weißen und einer ſchwarzen Kugel wäh 
rend ber ganzen Dauer ber Verſuche conſtant bleiben. 


Wenn man in dem Werthe von @, n=0 fegt, fo ergibt fi 
daraus: 
_s(@—1)(a-2)...(a .(a— m+1) 
eye 2)... m+ı1) 
für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ununterbrochen zn weiße Kugeln gezo⸗ 
gen werben. Wenn man z. B. flatt der Ume A ein aus 16 rothen 
und aus eben fo vielen fchwarzen Karten beſtehendes Spiel Karten hätte, 


und man follte die Wahrfcheinlichteit beftimmen, in 16 Zügen die 16 
rothen Karten. zu ziehen, fo müffte man 


e=16, c=32, m=16 
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ſeren ‚ und alöbann ergäbe ſich: 
1.2.3...15.16 
— 7.18.19... 31.82 





oder wenn man redudrt:s 


1 
—"g01080390 2 


d. » eine Groͤße, welche etwas kleiner iſt, als ein Sechthundertmil⸗ 
Vontel. Man muͤſſte alſo etwas mehr als 600 Milionn Verſuche an⸗ 
ſtelen, um eine Wahrſcheinlichkeit =$.zu erhalten, ober ungefähr 2 
gegen 1 vwoetten zu koͤnnen, daſſ das Bichen ber 16 rothen Karten wes 
nigftend einmal. unterbrochen wird. 

$..10. Wenn ein Ereigniſſ E in mehrern von einander unabhän- 
gigen Fallen flattfinden kann und die Wahrfcheinlicheit feines Statt: 
findens im erſten Sale =p,, im zwaten = pe, ... iſt, fo iſt die 
volftändige Wahrfcheinlichkeit feines Stattfindens die Summe aus allen 
diefen einzelnen Mahrfcheinlichkeiten, fo daſſ, wenn man fie mit p be 
zeichnet: 


P=pıtPatPst -- . 


if. 

Um die Begriffe zu firtren, wollen wie annehmen, man hätte z 
Umen A wit weißen und ſchwarzen Kugeln und die Gefammtzahl ber 
weißen ımb ſchwarzen Kugeln unb bie ber weißen Kugeln allein bes 
träge in ber erſten Urne refp. c, und @,, in ber zweiten c, und a,, 
w f. f., und wir wollen ferner annehmen, daſſ dad Greignifl E de 
Zug einer weißen Kugel fei, wenn man zufällig in eine diefer Urnen 
greift. Diefes Ereigniſſ kann alsdann auf 3 verfchiedene Arten ſtatt⸗ 
finden, weil e8 3 Umen gibt, wo aud jeder eine weiße Kugel gezogen 
werden kann. Die Wahrfcheinlichkeit, bafl man in irgend eine biefer 


men greift, ift für alle biefelbe und — IL und bie Tahiti | 


des Zuged einer weißen Kugel iſt refp. gleich 1, 4, ... je nach⸗ 
c 


dem man wirklich in die erſte, zweite, dritte, a Ume greift. Nach 
der Regel in. 8. 5. find die Wahrfcheinlichleiten 2 ,, Par Par - - » ber 
verfchiebenen Arten, auf welche Z ftattfinden kann, folglich: 


la, = 


10; ‚etc. 
Pı = iz,’ Pam co, Ps 7 7 ./ 


31 


16 


umd es kommt mm barauf an, zu beweifen, daft die volſſtaͤndige 
Wahrſcheinlichkeit p des Zuges einer weißen Kugel aus ber einen ober 
der andern der 2 Urnen burdh: 


p=} :G 444) 


auögebrüdt wird. 


Der Beweis diefer Regel gründet ſich auf einen Lehrfatz, welcher 
auch bei andern Gelegenheiten, von Nugen fein wird. 

Wir wollen und eine beliebige Anzahl 2 Urnen C venfen ‚ welche 
alle diefelbe Anzahl zu von Kugeln, aber. die weißen und fehwarzen Ku: 
gen in verfchiedenen Verhältniffen enthalten; fo wird die Wahrfchein- 
lichkeit, aud allen dieſen Urnen zufammengenommen eine weiße Kugel 
zu ziehen, nicht geändert, wenn man bie Zu Kugeln, welche fie ent= 
halten, in eine einzige Urne B legt. Denn fie bilden barin beliebig 
angeorbnete Gruppen von Kugeln, wovon jede Gruppe die Kugeln ei⸗ 
ner der Urnen C enthält, und welche alle aus derſelben Anzahl zu von 
Kugeln beftehen, fo daſſ die Wahrfcheinlichkeit, in eine biefer Gruppen 


zu greifen, für alle diefe Gruppen biefelbe und == ift, wie wenn 


jede Gruppe in einer der Urnen C enthalten wäre. Die Wahrfchein- 
lichkeit, aud der Gruppe, in weldhe man greift, eine weiße Kugel zu 
ziehen, hat ſich ebenfalls nicht geändert, und folglich ift die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, aus der Ume B eine weiße Kugel zu ziehen, biefelbe, als fie 
aus dem Syſteme der Urnen C zu ziehen. Diefer Schluff würde nicht 
mehr flattfinden, wenn in den ümenC nicht gleich viel Kugeln enthal= 
ten wären. Allein die Wahrfcheinlichkeit, daſſ man in eine dieſer Ur- 


1 
nen greift, iſt noch biefelbe und =. Wenn aber alle Kugeln in bie 


Ume B gelegt werden, fo ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ man in eine 
diefer Gruppen greifen wirb, nicht mehr für alle dieſelbe, weil fie uns 
gleihe Anzahlen von Kugeln enthalten, und fie ift offenbar für bie 
Gruppen, welche aus ber größten Anzahl von Kugeln beſtchen, am 
groͤßten. 

Nun wollen wir die Brüche & 1, ER . auf benſelben Nen⸗ 

G1 62 6 

ner u bringen, und es ſeien alsdann u: Ey, &g, ... ihre Zähler, 


fo daſſ: 
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in. Die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aus jeber 
der Umen A und folglich aus der Gefammtheit-biefer Urnen wird nicht 
geändert, wenn man für jebe der Zahlen C,, c2, gr - . . der weißen 
und fhwarzen Kugeln in jeder der Urnen A diefelbe Zahl ı und für 
die in diefen Urnen refp. enthaltenen Anzahlen @|,0,, @,,... weißer 
Kugeln die Zahlen &,,@g, Egr - » - fest. Die Wahrfcheinlichkeit des 
Zuges einer weißen Kugel wird auch nicht geändert, wenn man hier 
auf alle diefe Kugeln in diefelbe Urne C legt. Da aber diefe Urne alß- 
dann im Ganzen zz Kugeln enthält, worunter ſich (ea, ta, ta; -+. ..) 
weiße Kugeln befinden, fo wird dieſe Wahrfcheinlichleit Durch das Ver: . 
haͤltniſſ der zweiten Zahl zu der erften, oder was baflelbe iſt, durch 
die Größe: 


(242424 etc.) 


ausgedruͤckt, welche vermöge der vorhergehenden Gleichungen mit dem 
Werthe von p überrinftimmt, was bemiefen werben follte. 

$. 11. Um biefe Regel auf Beifpiele anzuwenden, wollen wir zus 
erfi annehmen, eine gewiſſe Perfon wille, daſſ entweder aus einer 
Ume A mit 5 weißen und einer fhwarzen Kugel, oder aus einer 
Urne B mit 3 weißen und 4 ſchwarzen Kugeln eine Kugel gezogen ift, 
und daſſ fie feinen Grund babe, daſſ diefe Kugel eher aus der einen, 
als aus der andern dieſer beiden Umen gezogen ſei; fo ift für dieſe 
Derfon die Wahrſcheinlichkeit w, daſſ die gezogene Kugel eine weiße ift; 


a=4.4+44=45 
denn für fie hat dieſes Ereignifi auf zwei verſchiedene Arten flattfin- 


den Tonnen, und bie Wahrfcheinlichfeiten p, und >, in Bezichung 
anf diefelben find: 0. 


DE ru 7 ee u 
Fuͤr eine andere Perſon, welche weiß, daſſ bie Kugel aus der Urne B 
gezogen if, wird die Wahrſcheinlichkeit, daſſ fie eine ſchwarze iſt, durch: 
ausgedruͤkt. Da die Brüche 33 und 43 größer find, als L, fo muff 
die erſte Perſon glauben, daſſ die gezogene Kugel weiß, und bie zweite, 
daff fie ſchwarz iſt. Won diefen beiden entgegengefehten Meinungen 
wäflen wir aber die legte annehmen, weil die zweite Perfon in Bes 
Bhung anf dad in Rede ſtehende Sreigniſſ mehr weiß, als die erfte, 
um veffenungeachtet ift die Wahrfcheinlichleit 4, auf welche dieſe zweite 
Pılfon’s Wahrſcheinlichkeitsr. ıc. 2 
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Perfon ihre Meinung ſtuͤtzt, kleiner, als die Wahrſcheinlichkeit . wor: 
auf fih die Meinung ber erfien Perfon gründet. Dieſes ift ein fehr 
einfaches Beifpiel, und es ließen fich leicht mehrere anführen, von dem 
in 8. 1. binfichtlich der entgegengefeßten Urtheile verſchiedener Perfonen 
über denfelben Gegenftand Gefagten. 


Kerner wollen wir annehmen, wir wuͤſſten, daff eine Urne A 
eine gegebene Anzahl 7 weißer und fhwarzer Kugeln enthaͤlt; aber 
nicht, wie viel von jeder Art, fo können wir in biefer Beziehung n +1 
verfchiedene und gleich mögliche Borausfegungen machen, welche eben 
fo viele verfchiebene Arten des Zuges einer weißen Kugel fi find. Diefe 
verfchiedenen Vorausſetzungen find folgende: die Ume enthält entweder n 
weiße Kugeln, oder na—1 weiße Kugeln und eine [hwärze, oder n— 2 
weiße und 2 ſchwarze, ... oder endlich »» ſchwarze Kugeln. Da alle 
diefe Vorausſetzungen gleich möglich find, fo ift die Wahrſcheinlichkeit 


1 
jeber derſelben = 173 folglich find die einzelnen Wahrfcheinlichkeiten 


bed Zuged einer weißen Kugel in biefen verfchiedenen Voraugfegungen 
reſp.: 
n 1 n—1 41 n—®8 — 
an Penn Pan ee 
und die volfiändige MWahrfcheinlichleit & dieſes Ereigniſſes wird durch 
die Groͤße: 


— + +3) 


auögebrüdt, welche fih auf 4 reducirt, wie es auch der Fall ſein muſſ, 
weil wir feinen. Grund haben, eher den Zug einer weißen, als den ei⸗ 
ner fchwarzen Kugel anzunehmen. 


Aber wenn wir wiflen, dafl in der Ume A die Anzahl der wei- 
Gen Kugeln zuverläffig größer ift, als die der fchwarzen, fo ift der Werth 
von @ größer, ald 4, und um ihn zu beflimmen, muff man die bei- 
den Fälle, wo ‚n eine ungerabe oder gerade Zahl ift, unterfcheiben. 
Wenn 2 eine beliebige ganze Zahl bezeichnet nd n=22-4-1 ift, fo 
kann man hinſichtlich der Anzahlen ber in der Urne A enthaltenen wei- 
fen oder fhwarzen Kugeln nur 2-1 verfchiebene und gleihmögliche 
Vorausſetzungen machen, indem man annimmt, daſſ fie entweder 27--1 
weiße Kugeln, oder 22 weiße und 1 fhwarze, ... oder endlih +1 
weiße und 3 fchmarze enthält, und im dieſem erften Falle iſt der wiE 
ftandige Werth von @: " 
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ı /2i-1 2 2»—ı i+1 
771 2itı arrı rt ta) 
welche Stöße ſich auf: 
——— 


reducirt. Sie iſt für =0, wie es fein muſſ, der Einheit gleich, 
nimmt fortwährend ab, je mehr 2 zunimmt und nährt fi) ohne Ende 
dem Werthe $£ Wenn n=2:+2 ift, fo kann man wieder +1 
gleich mögliche Vorausfegungen machen, indem .man annimmt, daff 
die Urne A entweder 27-42 weiße Kugeln, ober 2:+1 weiße und 
eine ſchwarze, .... ober enblih 2-2 weiße und 2 fhwarze Kugeln 
enthält. we ergibt ſich für den vonftändigen Werth von @: 


142 ai pl, i+2 
=; Gr 2i+2 +at u Hapa)) 
ober was daſſelbe ift: 


Fir bie Grenzwerthe 3=o und 2=@ wird, wie im vorherge⸗ 
henden ale, a=1 und o=7. ‚Sir jede andere ganze Zahl z ift 


dieſer Werth um den Bruch mern beffen Marimum = „1, 
ift, und 7=1 entſpricht, größer, als der vorhergehenbe. 

Eine Ume A enthalte im Ganzen c Kugeln, wovon a weiß find, 
und wir wollen und vorftellen, dafj diefe Kugeln in dieſer Ume fo in 
Gruppen abgetheilt find, daſſ die erſte c, Kugeln enthält, worunter 
ſich en weiße befinden, bie zweite c, Kugeln, wovon Qy weiß find, 
u. f. f., fo daff man hat: 

4+%+6%+..= 
a +%,+0+...=au. 

Es fei p die Bahrfcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel 
aus dieſer Urne, fo muff fie =- fein, was blos eine Beftätigung ber 
Regel im vorhergehenden $. if. Cine weiße Kugel kann aus der er⸗ 
ten Gruppe gezogen werden, wofür die Wahrfcheinlichkeit Durch das 
Sioduct aus der Wahrfcheinlichkeit =, daff man In dieſe Gruppe greift, 

a 


30 | | 


und der Bahrfcheintichkeit =, daff man aus derfelhen eine weiße Ku: 


1 
gel zieht, audgedrüdt wird. Daffelbe gilt in Beziehung auf alle übris 
gen Gruppen, und folglich wird der volftändige Werth von P auöges 
drüdt durch: 
| 4,0% 5 % 
ur 2 Fa eis 


und reducirt ſich vermoͤge der zweiten der beiden vorhergehenden Glei⸗ 
chungen wirklich auf —. Aber wenn man alle biefe Gruppen von 


Kugeln in verfhiebene Umen A,, Ag, Ay,... legt, fo ift bie 
Wahrſcheinlichkeit, daraus eine weiße Kugel zu ziehen, nicht mehr 


=—, wenn nicht alle die Zahlen cy, Co, Cg,... einander gleich 


find, fondern fie ift im Allgemeinen von der Wertheilungsart der wei- 
fen und fhwarzen Kugeln der Urne A unter die Urnen A,, Ag, Ag, 

.. abhängig, und wir koͤnnen fie nur dann berechnen, wenn diefe 
Vertheilung befannt if. Jedoch ift für Iemanden, ver diefe Art ber 
Vertheilung nicht Tennt, der Grund zu der Annahme des Zuges einer 
weißen Kugel aus dem Inbegriffe der Urmen A,, Ay, Ag, ... . offene 
bar. verfelbe, als für den Zug einer folchen Kugel aus der Ume A, 
und: folglich ift die Wahrfcheinlichkeit diefes Zuges für dieſe Perfon, 
welche von der abftracten Wahrſcheinlichkeit beflelben verfchieben ift, 


— Wir wollen 3. B. annehmen, die Ume A enthalte zwei weiße 


2 

und eine ſchwarze Kugel, und man habe in die Urne A, zwei Kugeln 
und in die Urne A, die dritte gelegt; fo gibt ed für diefe Perfon brei 
gleich mögliche Wertheilungsarten der drei Kugeln ber Ume A unter 
die Urnen A, und A,, naͤmlich es koͤnnen die beiden weißen Kugeln 
in die Ume A, und die ſchwarze in die Ume A,, ober eine weiße 
und die ſchwarze Kugel in die Urne A, und die andere weiße Kugel 
in die Urne A,, oder enblicy dieſe zweite weiße Kugel nebft der 
fhwarzen Kugel in die Ume A, und bie erfte welße Kugel in bie 
Urne A, gelegt fein. Im diefen drei Fällen find die Wahrſcheinlich⸗ 
. teiten, aus ber einen, ober der andern ber Umen A, und A, eine 

weiße Kugel zu ziehen, refp. 


| 3149, 23G+D,3@+2), 
und wenn man ihre Summe bildet,‘ und diefe burd 3 dividirt; fo 


3 
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erhält man die volfländige Wahrſcheinlichkeit dieſes Zuges — 3; alfo 
diefelbe, wie für den Zug einer weißen Kugel aus der Ume A. 
Endlih wollen wir ein Syſtem von Umn D,, D,, D,, 


betrachten, wovon bie erfte c, Kugeln enthält, voorunter @, weiße find J 


die zweite 7 Kugeln, wovon a, weiß find,... und annehmen, dafl 
aus irgend einem Grunde die Wahrfcheinlichkeiten, baff in dieſe Umen 


gegriffen wird, um baraud eine weiße ober ſchwarze Kugel zu ziehen, 


hicht dieſelben feien. Alddann fei k, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ man in 
die Ume D, greift, um eine weiße oder ſchwarze Kugel aus derfelben 
We aleben, k, diefelde Wahrſcheinlichkeit in Beziehung auf die Ume D,, 

;: fo it na $. 5. die Mahrfcheinlichkeit Des Zuged einer weißen 


Sage aus ber erften Ume =Ä * die des Zuges einer weißen Ru⸗ 


gel aus ber zweiten Urne =k,—,... und diefe Producte brüden 


folglich die einzelnen Bahefeintäriten Pır Par Pa, ... in Bezie⸗ 
hung auf die verfchiedenen Arten, auf welche der Bug einer weißen 


Kugel flattfinden kann, aud. Folglich wird bie vollftändige Wahrſchein⸗ 


lichkeit © dieſes Ereigniffes außgebrüdt durch: 
wat th ——— 2 + ode. 


an 


Zum Beweiſe der Regel im vorhen henden $. im ihrer ganzen 
Allgemeinheit war ed hinreichend, ein Syftem von Umen Ay, Ag Ag 


gu betrachten, für welche die Wahrfcheinlichkeiten k,, Ka, sr. 
einander gleich find, und nachdem diefe Regel fo bewiefen war, führte 


ihre Anwendung auf andere Umen D,, Da, Dz,. . ., füt welche die 
Wahrſcheinlichkeiten /r,, Ag, A, beliebige erthe haben, zu dem Aus 


drude von @, welcher ſich auf. den allgemeinen Fall bezieht. 

$. 13. & fein nun E und F zwei entgegengefete Ereigniffe, 
d. h. weiche ſich gegenfeitig audfchließen, und wovoh dad eine immer 
flattfinden mufl. Ihre vefp. Wabricheinlichteiten wolen wir mit p und 
y bezeichnen, fo daſſ 


p+9= 1 


ft C 8.), und wir wollen annehmen, daſſ jſedes dieſer Ereigniſſe auf 


verſchiedene Arten ſtattfinden Tann, deren MWahrfcheinlichkeiten wir in 
Beziehung auf dad Ereigniff E mit Pr, Pa, Pa’... und in Bezie⸗ 
Yung auf dad Ereigniff F mit 91, 92, Ygr . - . bezeichnen wollen. 


Benden wir alädann die vorhergehende Regel fuceeffi ve auf die Eu 


eigniſſe E und Fan, fo erhalten wir: 


.. — P=PıtpetPe+... 
9=9t92t9s + 
und folglich: 


PıtPatPpst...+9ı +gatgat... =. 


Die Glieder des erften Theiles dieſer Gleichung ſind bei der Unterſu⸗ 
chung eines beliebigen ungewiſſen Ereigniſſes E die Wahrſcheinlichkeiten 
der verſchiedenen guͤnſtigen oder unguͤnſtigen Combinationen, und dieſe 
Gleichung druͤckt folglich aus, daſſ die Summe dieſer Wahrſcheinlich⸗ 
keiten immer der Einheit oder der Gewiſſheit gleich iſt, was in der 
That der Fall ſein muß, wenn alle moͤglichen Combinationen in Be⸗ 
tracht gezogen find. 
; Bermöge derſelben Steigung kann der Ausbrud von p auf bie 
orm: 


Ip, Ip +Ipa +Ips tet + etc. 
Ip, tipetips+-- pt tt 


gebracht werben, wo Z eine nach Belieben angenommene Größe iſt. 
Die Glieder diefed Brucyes find den Wahrfcheinlichkeiten p,, Par: - 
Gyr Jar - +. der dem Gtattfinden des Ereigniffes Z günftigen und uns 
günftigen Fälle proportiönal, Menn man nun annimmt, daſſ fich unter 
den Gliedern des Bählerd a’ befinden, welche unter fi unb der Größe «’ 
gleich find, @’’ andere, welche ebenfalls unter fih und ber Größe a’ 
gleich find, u. f. f., und wenn man ebenfo annimmt, dafi. fi) unter 
ben Gliedern des Nennerd c’ Glieder befinden, welche den gemeinfchaft- 
lichen Werth y’ haben, ce" andere Glieder, deren gemeinfchaftlicher 
Werth “ ift, u. ſ. f.; fo verwandelt fich der vorhergehende Ausbrud 
von p in: | | 


P= 


aa! #0 Het alt al al all! all zit alt tete. etc. 
=, Ic Yalyı y⸗ ze c —— eic.“ 

Wenn alſo nicht alle dem Ereigniſſe Z günftigen und unguͤnfli— 
gen Fälle die ſelbe Wahrſcheinlichkeit haben, fo erhält man die Wahr⸗ 
fcheinlichkeit von EZ, wenn man die Zahlen der gleich möglichen Fälle 
durch Größen multiplicirt, welche ihren reſp. Wahrfcheinlichfeiten pro⸗ 
portional find, und dann die Summe biefer Producte für alle günftie 
gen Fälle durch die Summe berfelben Producte für alle möglichen Fälle 
divibirt. Diefe Regel ift allgemeiner und laͤſſt fih oft auch bequemer 
anwenden, ald die in $. 2., weil fie nicht erforbert, daſſ alle günfti= 
gen ober ungünftigen Fälle, wovon das Stattfinden eined ungewiflen 








2. 
Ereigniffes, deſſen Wahrfcheinlichkeit man willen will, abhängt, auf 
eine gleihe Wahrfcheinlichleit zuruͤckgefuͤhrt find. 

6. 14. Die Regeln von $. 5. bis $. 10. find hinreichend, um 
die Formeln in Beziehung auf die Wiederholung eined Creigniffes, 
deſſen Wahrfcheinlichkeiten befannt find, ſie mögen übrigens während 
der Verfuche conftant bleiben, ober fich ändern, zu erhalten. 


Wir wollen die. beiden entgegengefegten Ereignifle von einer be= 
liebigen Natur, und wovon eind bei jevem Verſuche immer flattfinden 
mufl, wieder mit Z und F bezeichnen. Zuerft wollen wir annehmen, 
daſſ ihre Wahrfcheinlichkeiten conftant und gegeben find, und die Wahr: 
fcheinlichfeit von EZ und von Z' bei jedem Verſuche refp. mit p und 
g bezeichnen. Ferner fei 1 die Gefammtzahl der Verſuche; dad Er: 
eigniſſ Z finde mmal und dad Ereigniff F finde n mal flatt, fo ift: 


ptrg9=1, m+n=u. 


Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Ereigniffe Z und F refp. m und 
rmal in einer beftimmten Ordnung ftattfinden, ift von diefer befondern 
Drdnung unabhängig und =p”y” (8. 7). Wenn man alfo die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſe Greigniffe in einer beliebigen Ordnung 
ftattfinden, mit 17 bezeichnet und mit K die Zahl, welche ausbrüdt, 
auf wie viele verfchiebene Arten die m Ereigniife Z und die n Ereig- 
niffe F bei u Berfuhen auf einander folgen Fonnen; fo hat man 
nad ber Regel in $. 10: 


 D= Kpmg®. 


Zur Beflimmung von K wollen wir zuerft annehmen, daff. die 
j Ereigniffe, welche ftattfinden muͤſſen, alle verfchieden find, und fie 
durch die Buchflaben 4, B,C,D,... bezeichnen. Alsdann drüdt K 
Die Anzahl der Permutationen aud, welche fih aus u Buchſtaben bil- 
den laſſen, und es ift: 


K=1.2.83...(u—1)u. 


-Denn wenn K! die Anzahl der Permutationen bezeichnet, welche 
ſich aus — 1 verſchiedenen Buchftaben bilden laſſen, und man fügt 
noch einen Buchftaben mehr hinzu, fo kann berfelbe in jeder der Per: 
mutationen der u— 1 Buchſtaben u verfchiebene Stellen einnehmen, 
ww felglich wird die Anzahl der Permutationen von Buchſtaben 
weh u K' ausgedruͤckt. Da aber diefe Zahl —=1 ift für u=1, fo 
Wab;; daſſ fie für u=2,=8, =4,... fucceffive gleih 1.2, 1.2.3, 
5.4... iſt. Wenn nun m der Buchſtaben 4, B, G,D,.... 
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bafjelbe Ereigniff Z bezeichnen, fo find: die ihrer Permutationen, welche 
fih nur durch die Stegen von Z von einander unterfcheiden,, ebenfalls 
einander gleich, und die Anzahl der jetzt noch verfchiedenen Permutatios 
nen wird erhalten, wenn man das vorhergehende Probuct durch bie 
Anzahl der Permutationen aus m Buchſtaben, d. h. dur: 


1 . 2.3.... m 


dividirt. Wenn bie Übrigen u— m oder n Buchftaben auch daffelbe 
Ereigniſſ "bezeichnen, fo muff dieſes Product auch noch durch: Die 
Anzahl der Permutationen aus rn Buchflaben oder durch: 5 


1.2.3...n2 


dividirt werben. Folglich wird bie Anzahl der verfchievenen Permu: _ 
tationen , welche fi aus m. Greigniffen E und r Ereigniffen F bil- 
den laffen, d. h. der gefuchte Merth von X, ausgedruͤckt durch: 


1.2.3...4 
1.2.83...m.1.2.3...n 


Wegen u=m+-n iſt diefe Größe X in Beziehung auf m und 
n ſymmetriſch; allein man kann fie auch auf die beiden andern Formen: 


K-"RYe— 2). (aomt) 


— 
— 





1.2.8...m | 
K-Ee-V)e—2)....(«—n-+1) 
— 1.2,3...n 


bringen, welche zeigen, baff die Wahrſcheinlichkeit I7 ober. dad Pros 
buct Kpmyn das (m-H-I)te Glied in ber nad den fleigenden Pos 
tenzen von ꝓ, oder dad (n-+-1)te Glied in der nach den fleigenden _ 
Potehzen von g georbneten Entwidelung von (p-+y) ifl, 


Vieraus folgt, daſſ in dem Kalle, welchen wir jetzt betrachten, 
wo die Wahrfcheinlichfeiten p und g ber beiden entgegengefebten Ers 
eigniffe Z und F conftant find, bie Wahrfcheinlichkeiten aller zuſam⸗ 
mengeſetzten Ereigniſſe, welche bei u Verſuchen ſtattfinden koͤnnen, durch 
die verſchiedenen Glieder der Entwickelung von ( 9) ausgedruͤckt 

werden. | 


Die Anzahl diefer Ereigniſſe ift =4u+1. Sie find ungleich 
wahrfcheinlich, fowohl wegen ber -verfhiebenen Menge von Combinatio- 
nen, in welchen fie flattfinden Fönnen, und welche für jedes derſelben 
durch die Zahl X auögebrüdt wird, als wegen ber Ungleichheit ber 
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Wahriheinlileitn > und g. Wenn p—=g iſt, fo iſt bas wahrſchein⸗ 
lichſte Ereigniff daB, welches m—=n entfpricht, wenn 1 .eine getabe 
Zahl if, und eind der beiden, welhe m— rn — 1 entfprechen, wenn 
u eine ungerade Zahl ift. | 

$. 15. Es fei.P die Wahrfcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ & bei 
U Berfuhen wenigfiens m mal flattfindet. Diefes zufammengefegte Er⸗ 
eigniſſ kann auf ma 1 verſchiedene Arten ftattfinden, naͤmlich wenn das 
Ereigniff E, u mal, (u— 1) mal, (u — 2) mal, ... und endlich (u — n) 
oder m mal ſtattfindet. Die Wahrſcheinlichkeiten für Siefe m1 ver. 
ſchiedenen Faͤlle ergeben ſich aus dem vorhergehenden Ausdrucke fuͤr M, 
wenn man darin fucceffive zu und 0, MA- 1 und 1, u—2 und 8, .... 
bis m und 7 flatt diefer beiden letzten Zahlen fegt. Der volfländige Werth 
von P wird alfo nach der Regel in 8. 10. dur die Summe diefer 
n--1 partielen Wahrſcheinlichkeiten und folglich durch: | 


—1ı 
=pfrupf pen "rt... 
(„— 1) —2)...( —n-+1 
+ — Mpe 


ausgedruͤkt, fo daſſ P bie Summe der n+-1 erſten Glieder der nach 
ben ſteigenden Potenzen von g geordneten Entwickelung von (p-+yye 
iſt. 

' Für m=0, oder n=u hat man: 

PZop-+y"=1, | 
was in ber That der Fall fein muſſ, weil alsdann ı daB zuſammenge⸗ 
ſetzte Ereigniſſ aus allen möglichen Verbindungen von Z und F be 
fieht und feine Wahrſcheinlichkeit P die Gewiſſheit fein muſſ. Für 
zn 11 ift diefes Ereigniff dad entgegengeſetzte von. dem, daſſ Z' bei 
allen Verſuchen flattfindet, und in der That ift in dieſem Kalle der 
Werth von P die ganze Entwidelung von (p9) weniger dem letz⸗ 
ten Gliede derfelben g*, was mit dem Werthe von 7 in 6. 8, über 
einflimmt. | Zu 

Wenn u eine ungerade Bahl 2741 ifl, und man verlangt bie 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigrüff Z' häufiger flattfinder, ala F, 
fo ergibt fie ſich aus dem allgemeinen Ausdrucke von P, wenn man 
darin m i41 md nr ſetzt. Wenn u eine gerade Zahl 22 ift; 
fo erhält man bie Wahrfcheinlichkeit, daſſ bad Ereigniff Z, wenigftens 
denforielmal flattfindet, als F, wenn man in demſelben Ausdrucke 
mn: febt. i | . I 


F. 16. Aus dieſer Formel ergibt ih auch Die Aufldfung der erften 
Aufgabe der Wahrſcheinlichkeitsrechnung, welche zu ihrem Entſtehen Ver⸗ 
anlaffung gegeben hat und unter dem Namen der Theilungsregel 
befannt if. Zwei Spieler A und B. fpielen nämlich irgend ein Spiel, 
wo einer von beiden bei jeder Partie gewinnen muſſ, > ift die Wahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ A und g die, daff .B diefe Partie gewinnt, A bat 
noch @ und B no 5 Partien zu gewinnen, um bad ganze Spiel zu 
gewinnen, und man fol nun die Wahrfcheinlichfeit &, daſſ A oder bie 
Wahrſcheinlichkeit &, daſſ B das Spiel gewinnt, beſtimmen. Da eins 

dieſer beiden entgegengeſetzten Ereigniſſe nothwendig ſtattfinden muſſ, 
fo ift die Summe e+e=1, und man hat blos @ zu beſtimmen. 

Zunächft wollen wir bemerken, daſſ das Spiel nach einer Anzahl 
von Partien beendigt fein wird, welche nicht größer fein Tann, als 
a+5b—ı. Denn bei biefer Anzahl von Partien muff entweder A 
nothwendig wenigftend a Partien, ober B wenigftens 5 Partien ges 
wonnen haben. Ferner koͤnnen die beiden Spieler, ohne an ihren vefp. 
Wahrfcheinlichkeiten, das Spiel zu gewinnen, etwas zu ändern, überein- 
kommen, «+5 — 1 Partien zu fpielen; denn bei diefer Anzahl von Par⸗ 
tien kann nur ein einziger Spieler noch fo viel Partien gewinnen, als er 
nöthig hat, und je nachdem A, a Partien gewonnen hat; bevor B, é Par⸗ 
tien gewonnen hat, ober je nachdem B, b Partien gewonnen bat, ehe 
A, a Partien gewonnen hat, hat ber Spieler A ober B das ganze Spiel 
gewonnen. Um die Wahrfcheinlichkeiten & und 8 zu beftimmen, koͤn⸗ 
nen wir alfo annehmen, daff immer nur no a-+5— 1 Partien ge⸗ 
fpielt werden. Alsdann ift @ die Wahrfcheinlichfeit, daſſ bei dieſer 
Anzahl von Verſuchen ein Ereigniff Z, deſſen Wahrfcheinlichkeit bei 
jedem Verſuche =p ift, wenigſtens a mal ftattfindet, und folglich er⸗ 
gibt fih der Werth biefer Wahrfcheinlichleit auß bem vorhergehenden 
Ausdrude von P, wenn man barin: 


u=a+b—1, m=a, n=b—1 
fett. 
Hat man z. B. 
| p=3%, 9=}, a=A4, b=32, 
(0 findet man: 
| amt, 6=4% 


und da 6 größer iſt als @, fo folgt, daſſ ein Spieler A, welcher 
eine boppelt fo große Gefchidlichkeit, ober eine doppelt fo große Wahr: 


ſcheinlichkeit zu gerohmen, als ber Spieler B Hat, ohne Nadytheil den⸗ 
noch nicht wetten kann, eher vier Partien zu gewinnen, che B deren 
zwei gewonnen bat. 


Wenn die beiden Spieler übereinlommen, fi vor der Vollendung 
des Epieled zu trennen, fo muff, wie wir weiter unten fehen werben, 
der Einfah den Wahrfcheinlichkeiten a und & proportional unter fie 
vertheilt werben. 


$. 19. Statt zweier Ertigniffe Z und F’ wollen wir deren eine 
größere Anzahl, z. B. 3, betrachten, welche wir mit E, F, G bezeich- 
nm wollen, und wovon eins bei jedem Verſuche nothwendig ftattfin 
dm mufl. Es feien 7, g, r ihre conftanten Wahrfcheinlichkeiten und 
4 die Anzahl der Verſuche, To ergibt fih durch eine leichte Erweite⸗ 
rung dee Methode in $. 14: 


1.2. 2.207,80 p” * r? 
1. 2. 8... m. 1. 2. u... 1. 2. 3...0 


für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dad erfte der Ereigniffe E, F, G mal, 
das zweite mal und das britte omal flattfindet. Zu gleicher Zeit hat 
man: | 


p+g+r=i, mtn+o=u 


und bie in Rebe ftehende Wahrfcheinlichkeit ift das allgemeine Glied 
der Entwidelung von (p+g4-+r)%. 


Diefer Fall findet bei einer Urne ftatt, weiche ‚Kugeln von drei 
verſchiedenen Farben enthält, und zwar in den durch die Bruͤche p, 9, r 
bezeichneten Werhältniffen, und wo bie Ereigniſſe E,F,G reſp. die 
Ziehungen dieſer drei Arten von Kugeln find, indem die gezogene Kus 
gel jedesmal wieder in die Urne gelegt wird. 


Wenn man in der Entwidelung von (a +9 -+-r)” die Summe 
der Glieder nimmt, die eine Potenz von p enthalten, deren Grab gleich 
oder groͤßer, als m ift, fo erhält man bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ das 
Ereigniſſ EZ bei u Verfuchen wenigſtens mmal ſtattfindet. Wie groß 
die Anzahl der Ereigniffe E, F, G, ..., wovon eins bei jedem Ver⸗ 
ſuche nothwendig ftattfinden muff, auch fein mag, fo läfft ſich dieſe 
Wahrſcheinlichkeit doch unmittelbar aus dem vorhergehenden Werthe von 
P ableiten. Denn wir wollen die conftanten WBahrfcheinlichkeiten ber 
Erigniffe E, F, G, ... wieder mit p, q, r, ... bezeichnen, fo kann das 
Cuttſinden / des einen ober des anbern diefer Ereigniffe bei jedem Ver⸗ 
fie als ein zufammengefehtes Ereigniſſ, welches wir F nennen wol 
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len, betrachtet werden, und bezeichnen wir feine. Waehrſcheinucheeit mit 
g’; fo baden wir: 


ggtr+ ... pty=l. 


Alddann find F und F zwei entgegengefeßte Ereigniffe, wovon 
bei jevem Verſuche eins flattfindet, und folglich wird die Wahrfchein- 
lichkeit, daff dad Ereigniff Z bei u Verfuchen wenigftend m mal flatt- 
findet, erhalten, wenn man g’ für gpin den Ausdruck von  febt. 
Um ein Beifpiel diefer Regel, welche fih auf die Entwidelung ber 
Potenz eined Polynomes gründet, zu geben, wollen wir annehmen, . 
daff eine Urne A, m Kugeln enthält, welche mit den Zahlen 1, 2, 3, 

.. m bezeichnet find, und daſſ aus derfelben wmal eine Kugel ges 
zogen wird, indem Die gezogene Kugel jedeömal wieder hineingelegt 
wird; fo ift bei jeder Ziehung die Wahrſcheinlichkeit des Treffens einer 
Kugel mit einer beftimmten Zahl für alle. Kugeln diefelbe, während der 


- 1 e 2 
Verſuche conſtant und =— Run wollen wir mit 7}, 7g, Rg,-. - Timm 


gegebene Zahlen bezeichnen , welche ©, gleich, ober ungleich fein koͤn⸗ 
nen, wofern nur immer: 


n,+n,+n,4+ ..: PMM 


ift, und es fei U die Wahrſcheinlichkeit, daſſ Die Kugel mit der Zahl 1 
n, mal, die mit der Zahl '2 bezeichnete Kugel rn, mal, ... und bie mit 
der Zahl m begeichnete Kugel nm in einer beliebigen Orbnung gezogen 
werden. Wenn man: 


(i, +2, tist.. Hm **6 | 
fest, und 6 nach den. Potenzen, und Producten der unbeftimmten Grö- 
Gen E,,Egr Egr - - + Im entwickelt; fo iſt der Werth von U das Glied 


dieſer Entwickelung, welches das Product 4" iD Ar ... Em enthält, 
m. 


wenn: man alle diefe unbeflimmten Größen darin — = — fest. . Wenn 


man ben Zablencoefficienten dieſes Producted mit N bereichnet, fo bat 
man folglid: | 
U=---N, 


mi 


x 


wo N. eine ganze Zahl iſt, welche von 2 und den gahlen rn vi "” 
... Tim abhätgtr nämlich: 





FR 1.2.8..:4 . 
ee — u —— — 
— 
1l.Z.8...72, .l,.2.8.,.89 ‚+ 1.2.8...0m 


wo man für dad Produ 1.2.%...n, die Einheit nimmt, wenn 
n,=o ift, und ebenfo bei jebem der ähnlichen Producte verfährt. 


. Run fei s die Summe der in u Biehungen erhaltenen Zahlen, 
fo dat man: 


sen, t+2n,+3n,+ ... +mra. 


Benn alfo s eine gegebene Zahl ift und man nimmt für n,,n,, 
Rare... Am fücceffive alle ganzen Zahlen oder Null, welche dieſer Gleis 
dung Genüge leiflen und deren Summe —u iſt, bezeichnet die cortes 
fpondirende Werthe von N mit N’, N“, N”, ... und die Summe 
der Werthe von U mit Y; fo ergibt fi: 


y- — (N -HN® 4 N" tete) 


für die Wahrfcheinlichkeit, in zu Biehungen eine gegebene Summe s ge- 
jogen zu haben. | | 

Der Werth von laͤſſt fich leichter berechnen, wenn man in 6 
die unbeftimmten Größen Z,, Lg, Egr ... im in bie Potenzen 21, 22, 13, 
...2” derfelben Größe 2 verwandelt Bezeichnet man alddann den zus 
gehörigen Werth von 6 mit 7’, fo ift: 


T=(+R ++... Hmm, 


und ed iſt leicht einzuſehen, daff die Summe NN" LNWL 
nichts anders ift, ald der Bahlencoefficient von 2° in ber Entwidelung 
von T, Bezeihnet man alfo biefen Goefficienten mit Ms, fo folgt: 


1 
Y=-—-M,, 
- m# 


wo der Eoefficient M, von den gegebenen Zahlen u, m,s abhängt 
und fi in jevem Beiſpiele leicht erhalten laͤſſt. 


Statt einer einzigen Ume A Tann man eine beliebige Anzahl zu 
von Urnen A,, Ag, Ag, ... Au annehmen, wovon jede m Kugeln ent= 
hält, die mit den, Zahlen 1, 2,3, ... m bezeichnet find und zu glei⸗ 
ber Zeit aus jeder diefer Urnen eine Kugel ziehen. Auch kann man 
tt dieſer Urnen eine gleiche Anzahl von MWürfeln nehmen, fo bat 
mm bei gewöhnlichen Würfeln mit & Flächen, die mit ben Zahlen 
1,2,3,4,5, 6 bezeichnet find, m=6, und F drüdt die Wahr⸗ 

Fo 
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ſcheinlichkeit aus, daſſ man bei dem gleichzeitigen Wurfe von nv Wuͤr⸗ 
feln eine Summe =s trifft. Es ſei z. B. AB8 und folglich: 


T=18 (14112 +18 +14 415)8, PM. 


Die Entwidelung von Z’ befteht aus fechözehn Gliedern; die Coef⸗ 
ficienten der gleichweit von den Endgliedern entfernten Glieber, wie 
M; ud Mg, M, und Mare... M,, und M,, find einander 
gleich; die Summe aller Goefficienten wird dur den Z=1 entſpre⸗ 
chenden Werth von 7 oder 68, ausbebrüdt, die Sunme der adıt er- 
erften Goefficientn M,, M,, ... Mo if, wie bie der acht legten 
Goefficienten, M 1, Mia, Mg gleich 463, und folglich iſt bie 
Wahrfcheinlichkeit, mit 8 Wuͤrfein eie Summe 10 oder eine Heinere 
zu treffen, fowie die Summe 11. ober eine größere zu werfen, 4, 
fo daff man eine gleiche Wette eingehen ober 1 gegen 1 wetten kann, 
daſſ die Summe ber’ drei geworfenen Zahlen größer ober Peiner, als 
die Zahl 10 ift. Hierauf gründet fih das Spiel, welches man Knb- 
cheln nennt. Auch ohne alle Rechnung überzeugt man ſich leicht 
von der Gleichheit der für beide Spieler fprechenden Wahrfcheinlichkeit, 
wenn man bemerft, daſſ die Zahlen auf je zwei gegen einander übers 
liegenden Flächen deſſelben Würfel die Summe 7 bilven, z. B. 1 und 
6, 2 und 5, 3 ımd 4. Wenn alfo die drei Würfel auf den Tiſch 
fallen, ſo bilden die drei oben und unten liegenden Zahlen immer die 
Summe 21; und wenn folglid die Summe der obem Zahlen größer 
ift, ald 10, fo ift die der untern Heiner, und umgekehrt. Es ift alfo 
ganz’ daffelbe, ald wenn der eine Spieler wettete, daſſ die Summe 
der obern Zahlen größer fei, ald 10 und der andere, baff die Summe 
der untern Zahlen Pleiner fei, ald 10. Nun ift aber einleuchtend, daff 
die Wahrfcheinlichkeiten diefer beiden Creigniffe einander gleich find; 
denn was für brei Zahlen auch oben und unten legen mögen, fo ift 
das entgegengefeßte Ereigniff, d. h. daſſ letztere oben und erftere unten 
liegen werben, gleich möglih. Um aber die Wahrfcheinfichkeiten der ver⸗ 
fchiedenen Werthe von s von s=3 bis s— 18 zu erhalten, muff man 
die Größe 7 entwideln, und wenn man diefes tut, fo findet man: 


M,=M ss =1,M,=M 173, M, =M, 6 =6,M,=M, ,=10, 
M,=M, 4* 15,1,=M „=21,M,=M, 0= 25, M , 0N,1=27 
ats die Anzahlen der Verbindungen der drei Nummern, welche die Sum⸗ 
men 3 oder 18, 4 oder 17, .... 10 oder 11 geben fünnen, und 
wenn man fie mit 6°— 216 dividirt; fo erhält man die Wahrfchein- 


lichkeiten dieſer verfchiedenen Summen. 
s 


a1 


$. 18. Wenn fi die Mahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes E wäh: 
rend der Dauer der Verſuche ändert, fo ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
es fich eine gegebene Anzahl von Malen vaiederholt, von dem Gefeße 
diefer Veränderung abhängig: Wie in 6. 9. wollen wir annehmen, 
daff dad Ereigniff 4 der Zug einer weißen Kugel aus einer Ume A 
mit weißen und ſchwarzen Kugeln und in weldye die gezogene Kugel jedes⸗ 
mat nicht wieber hineingelegt wird, ſei. Es fein « und 5 die in ber 
Ume 4 vor den Biehungen enthaltenen weißen und ſchwarzen — 
pe die Anzahl der Ziehungen und © die Wahrſcheinlichkeit, daſſ in eis 
ner beflimmten Orbnung m meiße und r ſchwarze Kugeln gezogen 
werden; fo wird der Werth von @ buch die Formel in dem ange- 
füßeten $. gegeben, und da diefer Werth von der Ordnung, in welcher 
bie Kugeln beider Farben auf einander folgen, unabhängig ift, fo wird 
die Wahrſcheinlichkeit T, daff fie in einer beliebigen Ordnung auf eins 
ander folgen, durch: ‘ 
'n=Ko 
ausgedruͤckt, wo K viefelbe Zahl ift, als in $. 14. und wieder: 
 m+tnzu,atb=c 


geſetzt if. 


Eeben wir ferner: 
a— mza,b—n=b,c—u=za+b'— 


fo daſſ a’, 5’, c die Werthe von a, b, c, welche die Zahlen der weis 
Ben und fhwarzen Kugeln und ihre Summe urfprünglid ausdruͤckten, 
nach den Bichungen find. Wenn man bie Ausdruͤcke von Kund w 
berudfichtigt, fo Iäfft fih der von IT auf folgende dorm bringen: 


— 
——— ———— — — — — —— — — — —— — — — 


1.2. —— 3...0. 1. 2. 3... Zar 1.2. — .1.2.3... 


und er laͤſſt ſich alsdann leicht auf ben Fall erſtrecken, wo A Kugeln 
von drei oder mehr verfchiedenen Karben enthält. 

Wenn man im Zähler und Nenner bie gemeinfehaftlichen Factoren 
binmwegläfft, fo verwandelt ſich dieſer Autorud in den einfachern: *) 





Mach den u Biefungen von m weißen und ſchwarzen Kugeln iſt die Wahr⸗ 
fcheinlichkeit/ bei einem neuen Verſuche eine weiße Kugel zu ziehen, von ben 


4 

Zahlen n und n abhängig, und =. Aber für eine Perfon, welche blos 
c 

wie, dafl aus dee Urne „ Kugeln gezogen find, aber nicht, wie viel weiße 








Hu Yea—2).. kan + 1) 

1.2.8...m - 

„ee —iMle 9... (e-mt1)bb—1). «@ort1) 

— 

Die Wahrſcheinlichkeit, daff in den zu Ziehungen aus ber Urne A 
wenigftend m weiße Kugeln gezogen werben, ift die Summe dern +1 
- Werthe von IT, weiche man erhält, wenn man in diefer lebten Formel 
füsceffive u und 0, u — 1 un 1, u — 2 und 2,...u— nun 


NZ 





und wie viel-fchwarze, wäre die Wahrfcheinlichkeit bes Buges einer weißen 
Kugel bei einem neuen Verſuche von der Baopefgeinliäeit — — fehr verfchieben 


und nach einer und eben von E. Monbefir, ehemaligem —* der Ecole 
Polytechnique , mitgeteilten Bemerkung ift bie in Rede flchende Wahrſchein⸗ 


lichkeit von den Zahlen = und 2 unabhängig und wie vor ben Biehungen _., 
c 
" um: die Richtigkeit dieſes Satzes an einem Beifpiele zu zeigen, wollen wir 
a4, 5=3, c=T, u=2, e=5 


fegen. Hinſichtlich der Zahlen m und 2 gibt es drei mögliche, aber ungleich 
wahrſcheinliche Bälle, naͤmlich mn — 2 nd rn =0, m=1l und =1l, m =0 


und 2—2. Die aus dem Ausbrude für IT abgeleiteten Werthe ber Wahrs 


ſcheinlichkeiten biefer drei verfchiedenen Fälle find refp. 3, 4,4. Die Wahr: 
fcheintichteiten des Zuges einer weißen Kugel bei einem neuen Verfuche haben 
in dieſen drei Fällen bie refp. Werthe 3, 3, * und nad) ben Regeln in 8.5. 
unb 10. iſt die vollſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel 


die Summe der Producte 3%, 4.3, 1. *, welche in der That -4— I 
c 


if. Wegen des allgemeinen Beweiſes verweifen wir auf die Note von E. 


Mondefir, welche er in dem Journale der Mathematik von Liouville 
bekannt machen wird. 

J Der Sag iſt für ſich Mar, wenn a—b iſt; denn in diefem Falle iſt 
für eine Perfon , welche die aus der Urne gezogenen Kugeln nicht Tennt, nady 
der Ziehung nicht mehr Grund für die Annahme de& Zuges einer weißen Ku⸗ 


gel, ald für die des Zuges einer ſchwarzen vorhanden, und folglich bleibt die. 


' - Wahrfcheintichkeit bes Zuges einer weißen Kugel immer — 4. Auch Fann man 
bemerken , daſſ diefer Sag-in dem Falle, wo die Zahlen a und 5 unendlich 
groß find, mit einem anbern Sage übereinflimmt, welcher im Laufe biefeg 
Werkes bewiefen werden wirb, und wornach es gewiſſ ift, daſſ fi die Bah- 
len m und n wie a und 5 verhalten, und alsdann iſt man überzeugt, baff 
ſich die Zahlen =’ und 5° der noch in ber Urne zurüdbleibenden Kugeln eben= 
falle wie a und 5 verhalten, fo daſſ die abftracte und fubjeetive Wahrſchein⸗ 
lichkeit bes Zuges einer weißen. Kugel bei einem — ‚neuen Berſacht nicht mehr von 


einander verſchieden und beide dem Berpättniffe — = — gti find. 





* 


hatt m und n ſetzt. Bezeihnen wir biefe Wahrſcheinlichkeit mit P, 


ſo haben wir folglich: 


P.c(c— 1)(c—2)...(c-u+1)=a(e—1) (a— 2)...(a ut 1) 
+ub.a(a—1)(a—2)...(a—u--2) 


— ED B&-Nalo-1(a-2)..(@—u+8) 


' ka )e—2) 5 
1.2.8 
b (b—-1)(5—2)a(a—1)(0—2)...(a—u4-4) 
fr ul). (v2). ut), 
1.2.3.. 
56-1)... 6a). mtn, 
Bern m=o und n=u if, fo muff P=1 fein, und folglich iſt: 
cl —1)«c—2)...(ce-u+1)=a(a—1)(e—2)...(@—u-+1) 
+u.b.a(a—1)(a—2)...(@—u-4-2) 


+ 56-1na@-1)@-2...(@- 443) | 


‚rede 


1.2.8 x 


+n.56-16-9)..&-u+98 
+5.6—-1)6-2)...b-u-+1), 


was mit einer befannten und der Binomialformel ähnlichen Formel über: 
einftimmt. Im diefer letzten Formel und in allen Formeln berfelben 


Art if jede Größe wie («—N(a— 2)... (a —m-+1) ein Pro⸗ 


dit aus m Factoren, für welches man bie Ginpeit nehmen muff, wenn 
mo iſt, woraus folgt, daſſ diefe Formel nicht für den Fall paſſt, 
wo #0 iſt, welche Ausnahme auch bei ber Binomialformel ſtatt⸗ 
findet, wenn der Potenzerponent =0O iſt. 


8.19. Es ift einleuchtend, die Wahrfcheinlichkeit, m weiße , 
3 


Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 


6 —— (662)4 .1) (a—2).. —E | 











2. 
und ps ſchwarze Kugeln zu ziehen, noch biefelbe wäre, wenn man flett 
der 1 fucceffiven Ziehungen und ohne Die gezogene Kugel jedesmal 
wieder in die Ume 4 zu legen, mit einem Male m - rn — u Kugeln 
aus biefer Urne zöge, was fich in ber Xhat leicht auf folgende Weife 
darthun laͤſſt. 

Wir wollen die Anzahl der Gruppen, jede von u Kugeln, welche 
fih aus den in der Ume A enthaltenen c, Kugeln bilden laſſen, allge: 
mein mit Gu bezeichnen, fo ift:- 
_ (1) 2).. (et) 
. 1.2.8...4 
Denn um alle diefe Gruppen aus benen von 2 — 1 Kugeln zu 
bilden, muff man jede dieſer Ietern mit den nicht darin vorkommen⸗ 
den e—ut1 Kugeln verbinden, welches (c — 41) 6 Grup⸗ 
pen, jede von w Kugeln, gibt. Da aber immer mw Gruppen von 
n—1 Kugeln biefelbe Gruppe von u Kugeln geben, fo mufl man 
das Product (c—ur1) @,_, durd u dividiren, um die Anzahl 
der verfchievenen Gruppen, jede von u kugen, zu erhalten, und es 
iſt folglich: 
—_zetig 
— a Gu-1. 
Faͤr u 1 hat man offenbar G,=t, und wenn man fucceffive u=2, 
=83,—=4,... fest, fo folgt: 











c— 1 clc—1 
2 — =, 
6 _C—2 ‚6, _clc—1)(c—2): 
87 5 128 
6. 26 —— 8) 
4 Ä 1.2.8.4 
und endlich: G= — Hg, 
_ een). „eat 
1.2, 8...4 


was bewieſen werden ſollte. 
Bezeichnet man vn Werth kon Gm, wenn man Darin c und u 


35 
in d'und m verwandelt, mit G,, und mit G,, wenn man darin c 
und zu in 5 und n verwandelt; fo hat man. ebenfalls: 


= a(a— 1)(@—2)...(a- een), \ 


1.2.3.. 
GE -)E- 2).. 0-4) 
» 1.2.8...n 


Das Product aud G,, und GC, drüdt die Anzahl ber Gruppen, jede 
von m-+ rn oder 15 Kugeln, aus, welche man aus ben a+ 5 oder c in ber 
Ume A enthaltenen Kugeln bilden fann, und wovon jede ı weiße und 
n ſchwarze Kugeln enthält, und die Wahrfcheinlichkeit, eine dieſer Grup- 
pen zu treffen, wenn man aus der Ume 4 zu gleicher Zeit u Kus 
geln zieht, ift ferner dem Quotienten aus ihrer Anzahl und der a 
— ‚md ber Urne A enthaltenen Gruppen von u Kugeln gleich, d 
und wenn man fie mit IT bezeichnet; fo bat man a, 





6; 6% 
I— — 
2 


was mit dem im vorhergehenden $. erhaltenen Werthe von IT -überein- 


flimmt. Der Ausbrud für P in demfelben ‚$. ift auch die Wahrſchein⸗ 


tichkeit, wenigſtens m weiße Kugeln zu treffen, wenn man zu glei- 
her Zeit 1» Kugeln aus der Ume A zieht. 

$. 20. In dem Beifpiele in $. 18. änderte fich die Wahrfchein- 
lichkeit deö Ereigniſſes Z während ber Werfuche, weil fie bei jedem 
neuen Berfuche von den Zahlen abhing, welche ausdruͤcken, wierielmal 
das Greigniff E und dad entgegengefehte Ereigniff 7’ bereit ftattge- 
funden haben. Aber ed gibt Aufgaben, worin diefe beiden Ereigniffe 
von einer beliebigen Beſchaffenheit eigenthümliche, bei jedem Verſuche 
von bem bereitd früher ftattgehabten unabhängige und von einem 
Verfuche zum andern veränderliche Wahrfcheinlichleiten haben. 

Es feien im Allgemeinen in einer Reihe von zu Berfuchen, welche 
man machen will, oder gemacht hat, 9, und 9, die Wahrfcheinlich 
keiten von E und 7 bei dem erflen Verſuche, P, und g, diefe Wahr: 
ſcheinlichkeiten bei dem zweiten Verfuche, ... Pu und gu dieſe Wahr: 
ſceinlichkeiten bei dem letzten Verſuche, fo daff: 


pıt Yı=1, Pa +92 , . Patguml 


if. 
3* 


Um die Wahrfcheinlichkeit zu erhalten, daſſ dad Ereigniſſ E 
mmal und dad Ereigniff F, n oder (u — m) mal in einer beliebigen 
Ordnung flattfinden werben , oder ftattgefunden haben, wollen wir mit 
Pm dad Product aud m der Factoren 9,, Pa, Par - - + Pu und durch 
On dad Product aus n der Zactoren 91, Yar Ygr +» + Qu, melde in 
‚ keiner der vorhergehenden Gleichungen mit einem der in Pm vorkommen⸗ 
den Factoren vorfommen, bezeichnen, fo dafj, wenn Pm den Brud pP, 
enthält, der correfpondirende Bruch 9, nicht in On vorkommt, und 
daff, wenn Pr den Bruch p, nicht enthält, der Bruch g, in On 
vorkommt. Multiplicirt man alsdann diefe beiden Producte Pm und 
QO„ mit einander, und bildet die Summe aller möglichen auf dieſe Weife 
entftandenen Größen. Pm On, deren Anzahl durch die Zahl X in 8. 14. 
audgedrüdt wird; fo druͤckt dieſe Summe die gefuchte Wahrfcheinlichkeit 
and ’ 

Dieſe Regel laͤſſt fih auch noch auf eine andere Weiſe ausdruͤ⸗ 
den, welche und in der Folge‘ von Nuben fein wirb; 


Es fein u und v zwei unbeflimmte Größen, und wir wollen _ 
R=(up, rg) WPp2 + 992)(ups +9 93). -(uputrge) 


feben, fo daſſ Z ein”Probuct aus oder mn $actoren ausbrüdt, 
und wenn man biefed Product entwidelt, fo erbält man ein nach den 
-Potenzen von u und v georbneted Polynom von u +1 Gliedern. In 
diefem Polynome ift der Coefficient von wor alddann die betrachtete 
MWahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniff E, mmal und das Greigniff 7, 
rmal in einer beliebigen Ordnung flattfindet. Wir wolnz,. B.u=8 
nehmen, fo haben wir: 


R=zu®p,p3Ps ture(PLP29atPıP3 02T P2PsQı) 
+uv?(p, 9293 tP2 7108 +P3 91 92)-+ 98 91 92 96- 


Der Eoefficient von us ift offenbar die Wahrfcheinlichkeit, daſſ das 
Ereigniſſ E dreimal flattfindet; der Coefficient. von u20 die Wahr: 
fcheinlichkeit, dafj dad Ereignifi E zweimal und dad Ereigniff 7 ein- 
mal: ftattfindet, was geichehen kann, indem dad Ereigniff E in ben 
beiden erften Verſuchen und das Ereigniff Z’ bei dem legten, ober das 
Greignifi F' bei dem zweiten Verſuche und E in den beiden. andern, 
oder F bei dem erfien Verfuche und Z in ben beiden lebten flattfin- 
det. Ebenfo drüdt der Eoefficient von wo? bie Wahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ dad Ereigniff F' zweimal und das Ereigniff E einmal flattfindet, 
und endlich drüdt der Eoefficient von v3 offenbar die Wahrſcheinlichkeit 
aus, dafj das Ereigniff Z’ dreimal ftattfinbet. 
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Wenn dad Ereigniff Z-bei jedem Verfuhe auf mehrere gleich 
mögliche Weifen flattfinven Tann, fo nimmt man für die Wahrfchein- 
lichkeit, daſſ EZ bei dieſem Verſuche fiattfindet, nach der Negel in 
6. 10. den Quotienten aud der Summe ber refp. Wahrfcheinlichfeiten 
diefer verfchiedenen Arten des Stattfindens von Hund ihrer Anzahl. 
Zieht man alödann dieſe mittlere Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſcs E 
von ber Einheit ab, fo erhält man die Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſ⸗ 
fe F', und nad) diefen beiden mittleren Wahrfcheinlichkeiten bei jedem 
Verſuche muff man die Wahrfcheinlichkeit berechnen, daſſ die Ereigniffe 
E und F in den m-Hn Berfuchen refp. mımal und nmal ftattfin- 
den, fowie die Wahrfcheinlichfeit für jedes andere aus E und Fu 
fammengefeßte Ereigniſſ. Wenn bie mittlern Wahrfcheinlichkeiten ber 
Ereigniffe und F conftant bleiben, obgleich fich ihre partiellen Wahr: 
fheinlichkeiten der Zahl und Größe nach von einem VBerfuche zum an: 
dem ändern, fo befolgen die Wahrfcheinlichkeiten der zufammengefssten 
Ereigniſſe noch dieſelben Geſetze, ald in dem Falle, wo bie. partiellen 
Wahrſcheinlichkeiten unveränderlich find. 


$ 21. ine der hänfigfien Anwendungen der Wahrfcheinlichkeite- 
rechnung befteht in der Beſtimmung der Vor- oder Nachtheile, welche 
mit ungewillen Eriigniffen nad) dem damit verbundenen Gewinne oder 
Verluſte und den Wahrfcheinlichkeiten ihres Stattfindens zufammenhän- 
gen‘, und fie beruht auf folgender Regel. 

- Wir wollen annehmen, daſſ eind der Eeigniffe KH, F, G, M,... 
ftattfinden muſſ, und ihre refp. Wahrfcheinlichkeiten mit p, g, r,s,-- 
bezeichnen, fo dafl: 


ptgtr+s+...=ı 


ift, und zugleich wollen wir annehmen, daff mit dem Stattfinden des 
Ereigniſſes E für eine erfte Perfon ein Gewinn g, mit dem des Er- 
eigniffes 7’ für eine zweite Perfon derfelbe Gewinn g, u. |. f. verbun: 
den fei. Wenn alsdann alle diefe Perfonen übereintommen, den Ge⸗ 
winn 2: vor der Entfcheidung hinſichtlich des Stattfindend der erwähn- 
ten Ereigniffe zu teilen, oder aus irgend welchen Gründen dazu ges 
zungen find; fo muſſ diefer Gewinn nach Verhältnifl ihrer reſp. Wahr- 
fpeinlichkeiten, zu gewinnen, unter fie vertheilt werden, d. h. gp mufi 
der Antheil der erſten, gg der der zweiten, ... Perfon fein. 
Denn es fei m die Geſammtzahl aller gleichmöglihen Faͤlle und 
unter diefen Zällen feien a, b, c, d,.... refp. den Ereigniffen E,F,G,H, 
... guͤnſtig, fo daff: 


a+b+c+d-+tet.=m m 


und folglich: 
b c d 

==,9=zı r mm, sanı etc. 

if. Wenn ed m Perfonen gäbe, wovon jebe bei dem Stattfinden eir 

ned der m möglichen Fälle gewinnen müffte, fo ift Mar, daſſ der Ge⸗ 


1 . 
winn 4 ünter alle gleich vertheilt, und folglich 76 der Antheil jeder 


derſelben ſein muͤſſte. Nun muſſ aber die Perſon, deren Wahrſchein⸗ 
lichkeit, zu gewinnen, —p ift, oder welche a guͤnſtige Faͤlle für fich 
hat, offenbar auch a dieſer gleichen Theile bekommen, fo daſſ ihr gan⸗ 


zer Antheil alſo == pg fein muff, und ebenfo find die Antheile 


ber übrigen Perfonen refp. gg, rg, sg, ... 

Bei bereits angefangenen Spielen gibt diefe Regel auch an, wie 
viel jeder Spieler nach feiner Wahrfcheinlichkeit, dad Spiel zu gewin: 
nen, von dem Einfaße befommen muſſ, wenn ſich beide Spieler vor 
der Beendigung ded Spieles trennen wollen. Auch ergibt fih aus 
biefer Regel, daſſ der Einſatz jedes Spielerd vor dem Beginnen bed 
Spieles feiner Wahrfcheinlichkeit, zu gewinnen, proportional fein muff. 
- Denn wenn bie beiden Spieler nach geichehenem Einfage, ſtatt zu fpie- 
len, fich trennen wollten, fo müffte jeder feinen Einfag wieder befom- 
men, und nach der vorhergehenden Regel müffte dad, was jeder Spies 
ler wieder befommt, auch dem Producte aus der Summe der Einfäge 
und feiner Wahrfcheinlichfeit, dad ganze Spiel zu gewinnen, gleich fein. 
Diefe Wahrfcheinlichkeit ift in den Hazarbipielen von ben Regeln bes 
Spieles abhängig und laͤſſt fi) a priori berechnen, wenn fie nicht 
fehr complicirt find. In den Spielen, wo der Erfolg von der Gefchid- 
lichkeit jedes Spielers abhängt, beruht feine Wahrfcheinlichteit, zu ge⸗ 
winnen, gewöhnlich auf feiner Reputation und laͤſſt fih nur durch 
eine lange Reihe von Verſuchen mit einiger Genauigkeit beflimmen. 

Wenn p und q die Wahrfcheinlichkeiten zwei entgegengefepter Er: 
eigniffe Z und 27 find, fo. dafi >+g=1 ifl, und eine Perfon 4 
wettet um eine Summe @, daſſ dad Ereigniff .E flattfindet, während 
eine anbere Perfon B um eine Summe & wettet, daſſ das Ereigniff F 
‚ flattfinden wird; fo müffen fi, wenn beide Wetten einander gleich fein 
follen, diefe Summen @ und 5 wie-die Wahrfcheinlichfeiten p und g 
verhalten, fo daff: 


p5=q% 
— Aber man darf nicht perheſen, daſſ dieſe Wahrſcheinlichkeiten 








und q im Yigemeinen von den abfiracten, eigenen Wahrſcheinlichkeiten 
der Ereigniſſe Z und Z’ verichieben find und von’ den Kenntniffen ab: 
bangen, welche bie Perfonen A und B in Beziehung auf biefe Er: 
eigniffe haben können. Wenn fich dieſe Wahrfcheinlichkeiten auf die: 
felben Kenntniffe der Perfonen A und B binfichtlid der Ereigniffe . 
E und F gründen, fo if die Wette billig (fubjectiv gleich), obgleich 
fie eine diefer beiden Perfonen auf Koften der anbern fehr begänftigen 
kanu. Wenn aber die beiden Perfonen A und B nicht diefelbe Kenntniſſ 
von ben beiden Ereigniſſen E und F’ haben, fo können fih die Sum: 
men & und 58 nidt mehr wie die fubjectiven WBahrfcheintichkeiten die: 
fer Ereigniffe für die beiden Perſonen A und B verhalten, und ed 
gibt fein Mittel mehr, die Billigkeit der Wette herzuftellen. 

8. 22. Vermittelſt der Formeln in 8. 19. lafien fich leicht die 
Wahrfcheinlichkeiten in Beziehung auf die loterie de France, welcde 
glüdiiher Weiſe durch ein neyed Geſetz aufgehoben ift, berechnen. Wer: 
gleicht man fie mit den Bielfachen der Einfäge, welche die Lotterie 
flır die gewinnenden Looſe zahlte, fo ergibt fich, daſſ diefe Vielfachen 
weit fleiner find, als die, weiche fie hätte zahlen müffen, damit das 
Spiel gleich gewefen wäre, und daſſ hieraus für die Lotterie auf Ko: 
ſten der Spieler ein außerordentli großer Vortheil entiprang, wels 
chen das Geſetz bei einer andern Speculation als unerlaubt verboten 
haben würde. 

Es fei im Allgemeinen n die Anzahl der Nummern, woraud eine 
Lotterie befteht, zu die Anzahl der Nummern, welche bei jeder Ziehung 
herausfommen , Z die Anzahl der auf dem von dem Spieler gewählten 
Loofe verzeichneten Nummern und A die Wahrfcheinlichfeit, daſſ dieſe 
legten Nummern herausfommen. Die Anzahl der Gruppen von /Num: 
mern, weldye man aus den 7 Nummern der Lotterie und aus den, 
bei jeder Ziehung Heraudlommenden zum Rummern bilden fann, wird 
nach den Formeln des angeführten $. reſp. ausgedruͤckt durch: 


n(a—1)(n—2)...(r ein m(m —1)(m —2).. (mir) 
1.2.8... 1e2.$erel 
und die Wahrſcheinlichkeit A wird durch dad Verhaͤltniſſ der zweiten 
Zahl zur erſten, d. h. durch: | 
_m(m— 1) (m - —2). (m— 1-1) 
aa@-1)@-2).. a1 
wögedrudt. Wenn man den Einfah bed Spielers zur Einheit nimmt, 


muſſ der der Lotterie dem. Werhältniffe von 1 — A zu A gleich fein, 
md wenn der Spieler gewinnt, fo muſſ ihm die Lotterie auch ‚feinen 
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gezahlten Einſatz zuruͤckgeben. Bezeichnet man alfo dad Vielfache dies 
——— welches die Lotterie dem Gewinner zahlen muſſen mit A, 
o hat man: 


ut 


Ferner fei 1 die Anzahl der Ziehungen, welche erforbertich find, . da- 
mit man 1 gegen 1 wetten fann, daff die auf dem Xoofe des Spier 
lers verzeichneten Nummern wenigſtens einmal herauskommen; fo iſt 
nach der Regel in $. 8: Zu 


(1—-A”"=H4, 


und wenn die Wahrſcheinlichkeit A ein ſehr kleiner Bruch iſt, fo er⸗ 
haͤlt man ſehr nahe: 


2=-(0,69318), | 


indem man 0,609315 flr den Neperfchen Logarithmus der Zahl 2 


nimmt, 
In ber loterie de France war: 


-n=00; mb. 
Fuͤr eine Verne muff man /=% fegen, woraus folgt: . 


3. 4. 8 
4*555 I u=11748, 7=8143,18 ... 

Wenn alfo dad Spiel hätte gleich. fein follen, fo hätte bie Lotte⸗ 
ie dem Gewinner feinen 11748 fahen Einſatz zahlen müffen, woges 
gen fie ihm nur den 5500 fachen Einfag, d. h. weniger, als die Hälfte 
von bem zahlte, was fie hätte zahlen muͤſſen. Das, Mißverhältniff 
‚ war bei der Quaterne und QDuinterne noch größer, aber bei einer 
Ambe und dem einfahen Auszu ge. geringer. Es würde vortheils 
baft fein, 1 gegen 1 zu wetten, bafj eine gegebene Terne bei 8144 
Biehungen wenigftend einmal herauskommt, und nactheilig, 1 gegen 
1 zu wetten, daſſ fie bei 8143.Ziehungen wenigſtens einmal hers 
außlommt. Kür eine vorher befegte Nummer hätte man: 


1\% log 2 | 
( 9 3% log 18 - log 17 12,187 ...., 


fo daſſ es machtheilig fein würde, 1 gegen 1 zu wetten, daſſ biefe 
‚ Rummer in 12 Biehungen wenigftend einmal herauskommt, aber ba: 
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gegen vortgeifhaft, daſſ fie in 13 Ziehungen wenigftens einmal het⸗ 

ansfamınt. - Auch koͤnnte man 1 gegen 1 wetten, daſſ die DO Num⸗ 

mern in 85 oder 84 Biehungen wenigſtens einmal herauskommen. *) 
Bon den Spielern wählten‘ einige diejenigen Nummern, welche 

feit langer Zeit nicht herausgelommen waren, und andere Dagegen die 

Nummern, welche am häufigften herauskamen. Diefe beiden Mei- 

nungen find aber ganz ungegründet; benn obgleich 3. B. eine fich der. 

17 


100 
Gewiſſheit fehr nähernde Wahrſcheinlichkeit — 1 — (5) — 0,997: 


vorhanden ift, dafj eine beflimmte Nummer bei.100 fuccefjiven Ziehun⸗ 
gen wenigfiend einmal herausfommt, fo wäre die Wahrſcheinlichkeit 
ihres Herauskommens, wenn fie bei den erſten 88 Ziehungen nicht 
berauögefommen wäre, in den 12 letten Biehungen immer faſt = 4, 
wie für jede andere beflimmte Nummer. Was die anı häufigften her: 
außgefommenen Nummern anlangt, fo Tann diefer Umftand nur als 
eine mit der offenbaren Gleichheit der Wahrfcheinlichkeit ded Heraus⸗ 
fommend aller. Nummern bei jeder Biehung verträglihe Wirkung des 
Zufalled betrachtet werden. Aber bei allen Dazarbipielen, wo die gleis 
hen oder ungleihen Wahrfcheinlichkeiten bekannt find, haben die ftatt: 
gehabten Greigniffe auf die Wahrfcheinlichkeit der kuͤnftigen feinen Einfluff 
und alle Gombinationen , welche fich die Spieler einbilden mögen, koͤn⸗ 
nen weder den ſich nach der Regel im vorhergehenden $. ergebenden 
Gewinn vermehren, noch den Verluſt vermindern. | 

Bei den öffentlihen Spielen zu Paris, 3. B. bei dem Spiele 
»trente - et - quarante«, ift der Vortheil des Banquiers bei jebem ein- 
zelnen Spiele nur unbeträhtlih, und zwar etwas kleiner, als 
jedes Einſatzes;“) allein da bei diefen Spielen in wenigen Stunden 
eine fehr große Anzahl von Partien gefpielt werden; fo entfpringt dar: 
aus für den Banquier doch ein ficherer Gewinn, welcher jeded Jahr 
faſt derfelbe ift und wofuͤr er der oͤffentlichen Verwaltung , welche ihm 
dad Monopol bewilligt, jäbrlih 5 bis 6 Millionen Franken zahlen 


kann. Diefe Spiele find noch verderblicher, ald die Lotterie; denn die - 


darin aufd Spiel gefegte Kapitalfumme beträgt jedes Jahr mehre 
hundert Millionen Franken und überfteigt bei weitem die Summe, welche 
in bie ganze loterie de France gefegt wurbe. 

Es iſt Hier nicht der Ort, die Gründe zu unterſuchen, welche 





*) Theorie analytique des probabilites, page 198. 


) Wegen der Wahrſcheinlichkeiten biefes Spieles vergleiche man unfere Abhand⸗ 
lung in dem Journal des Mathematiques von Gergonne, tome XVI., No. 6, 
Deceib. 1825. 
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mon gewöhnlich für die Beibehaltung der Öffenflihen Spiele anzuges 
ben pflegt; wir haben fie nie billigen können, und ſchon ber Umfland, 
daff fie die Urfache zu fo manchem Unglüde und fogar zu Verbrechen 
find, ift hinreichend, daſſ fie von ber Regierung unterfagt werden, 
flatt den Gewinn mit den-Inhabern diefer Spiele zu theilen. *) 


‚$. 23. Das Product aus einem Gewinne und der Wahrſchein⸗ 
lichkeit, denſelben zu erhalten, nennt man die mathematiſche 
Hoffnung jeder bei irgend einer Speculation interiffirten Perfon. 
Wenn z. B. diefer Gewinn 60060 Xhaler beträgt, und die Wahr: 
ſcheinlichkeit des Ereigniſſes, wovon er abhängt, ift =L, fo fann die 
Derfon , welche diefe Summe eventuell erhalten muſſ, 4 dritten Theil 
von 60000 XZhaler oder 20000 Thaler ald eine Summe betrachten, 
welche fie wirklich befist, und welche man in das Inventarium ihres 
Vermögens ald eine pofitive Forderung aufnehmen müffte. **) 


Allgemein, wenn Jemand bei dem Stattfinden eines Ereigniffed 
E eine Summe g, bei dem GStattfinden eined andern Ereigniffes BE’ 





) Diefer Paragraph war bereits niebergefchrieben,, als das Finanzgeſetz erfchien, 
welches die öffentlichen Spiele vom 1. Januar 1838 an aufhebt, 


**) Diefes würde jedod nur dann erlaubt fein, wenn bie in Rebe ftehenbe Per: 
fon eine große Anzahl folder Summen zu erwarten hätte, wie diefed z. B. 

bei ben Verfiiherungsanftalten der Fall tft, deren Zuftand man unterſuchen will. 
Die Refultate der Wahrfcheinlichkeitsrechnung beziehen fi immer auf eine bins 
zeichend große Anzahl ähnlicher Fälle oder Wiederholungen, aber niemals auf 
einen einzelnen fpeciellen Fall. Denn in einem ſolchen Falle findet das frag: 
liche Greigniff entweder ftatt, ober nicht. Wenn 3. B. eine Urne 2 weiße 
und 8 ſchwarze Kugeln enthält, fo ift die Wahrfcheinlichkeit für den Zug ei⸗ 
nee weißen Kugel —2 und die für den Zug einer ſchwarzen Kugel —%5 
aber damit fol nicht gefagt fein, daſſ fchon bei 5 Ziehungen nothwendig 2 
weiße und 8 ſchwarze Kugeln gezogen werben, fondeen daſſ ſich die Anzahlen 
ber gezogenen weißen und ſchwarzen Kugeln erft bei einer ſehr großen Anzahl 
von Ziehungen, indem die gezogene Kugel jedesmal wieder in die Urne gelegt 
wird, wie 2:8 verhalten werben. So wenig aber die mathematiſche Wahr⸗ 
fcheinlichkett auf einen einzelnen Fall anmwenbbar ift, eben fo wenig iſt es auch 
bie mathematifche Hoffnung , welche das Product aus dieſer Wahrfcheinlichkeit 
und einer conftanten Größe if. Hat 4. B. Jemand die Wahrfcheinlichkeit 4, 
bei einem Spiele die Summe von 4000 Thaler zu gewinnen, fo ift der Werth 
feiner Erwartung nad dem Obigen —4.4000— 1000 Thaler; aber Ries 
mand wird ihm für diefe Erwartung biefen Werth zahlen, wenn nur ein ein= 
ziger Verſuch gemacht werben foll, wohl aber, wenn eine große Anzahl, 
4. B. 40000 Verſuche gemacht werben. Denn bei diefen 40000 Verſuchen 
würbe ber Spieler ungefähr 18000 mal gewinnen; alfo im Ganzen 4000 
= 10000 = 40000000 Thaler, und folglig beträge der mittlere oder 
durchſchnittliche Gewinn bei jebem ter 29000 Verſuche 409000 
—. 1000 Thaler. Anmert. db. Ueberſ. 





Ed 
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eine Summe g’, u. f. f. gewinnen muff, und die Wahrſcheinlichkeiten 
biefer Ereigniffe find refp. 9, pP’, pP", . . +5 fo wirb ihre mathematis 
(he Hoffnung durh die Summe gp-+g’p'tg”p"-+ ... audges 
drüdt. Wenn eine oder mehrere der Größen g, 8’, 8", ... Verluſte 
ausdruͤcken, welche dieſe Perfon zu befürchten hat, fo muſſ man ihnen 
in diefer Summe dad Zeichen — geben, und für die, welche evens 
tuelle Gewinne ausdruͤcken, das Zeichen + behalten. Je nachdem der 
Totalwerth der mathematifchen Hoffaung pofitiv oder negativ ift, drüdt 
fie eine Vermehrung oder Verminderung ded Wermögend aus und muſſ 
wieftih unter die ausftehenden Forderungen oder Schulden gerechnet 
werden, wenn man den Audfall der betreffenden ungewifien Ereignifle 
nicht abwarten will. Cs ift übrigens wohl zu bemerken, daſſ, wenn 
die Gewinne ober Verluſte erft nach längern Zeiträumen flattfinden 
fönnen, man fie auf den betrachteten Zeitpunkt zurüd discontiren. muff, 
um ihren wahren Werth zu erhalten, abgefehen von ihrer Ungewiſſheit. 
Wenn die Perfon, deren Bermögenszufland beflimmt werden fol, die 
Summe g erft nah n Jahren, die Summe g’ erft nach rn’ Jahren, 

. erhält, i, find die gegenwärtigen Werthe diefer Summen refp. 
a 5 or + am ..., wo 6 den Zindfuß bezeichnet, und folglich iſt 
der gegenwärtige Werth e biefer Summen nad der Regel der mathe 
matiſchen Doffnung: 


8 pP 
= tar tat 
e if alfo der wahre ober gegenwärtige Werth ber verfähiedenen uns 
gewiffen Summen , welde die Perfon gewinnt, ober verliert und wel⸗ 
hen eine andere Perfon für diefe Erwartungen jest zahlen Tann. 


Auf diefe Formel und auf die Sterblichfeitötafein grün: 
bet fih die Berechnung der auf eine ober mehrere Perfonen (autenden 
Eebensrenten , Ecbendverfiherungen, Witwenpenfionen ,-eic., wie 'man 
in den, fpeciell über diefen Gegenftand handelnden Werken fehen kann. *) 


F. 24. Da der Vortheil, weldhen ein Gewinn Xemanbem ver: 
fhafft, von feinen Wermögenszuftande abhängt, fo hat man biefen 
rlatigen Vortheil von ber mathemathifchen Hoffnung unterfchieden' und 
moralifhe Hoffnung genannt. Wenn er eine unendlich Heine 
Größe ift, fo nimmt man fein Verhältniff zu dem gegenwärtigen Vers 
nögen ber betveffenben Perfon. als Maß der moralifchen Hoffnung, 





7) Bergl. Anhang I. 
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welche übrigens .pofltio ober negativ fein kann, je nachdem von einer 
eventuellen Vermehrung oder Verminderung diefes Vermögens die Rede 
it, Durch die Integrafrehnung ergeben fih aus diefem Maße als⸗ 
dann Folgerungen, welche mit den Regeln der Klugheit übereinflim: 
men, welche und in unfern Speculationen leiten müffen. In den Re: 
fultaten diefer Rechnung hat man auch Gründe gefunden, felbft ein 
gleiches Spiel nicht zu fpielen, die aber vielleicht nicht die beſten find, 
welche man geben kann. in unwiderfprechlicher Einwurf gegen das 
Spiel, menn ed nicht mehr ein bloßed Vergnügen ift, befteht darin, 
daſſ durch daffelbe nichtd gefchafft wird, was an und für ſich Werth 
hat, und daſſ die Spieler, welche gewinnen, nur ihren Wortheil in 
den Unglüde und zuweilen in dem Ruine derer finden können, welche 
verlieren. Der Handel ift infofern auch ein Spiel, als der Erfolg 
der kluͤgſten Speculationen immer nur eine ſtarke Wahrfcheinlichfeit hat 
und imner aud eine gewiffe Mahrfcheinlichfeit des Verluſtes vorhan⸗ 
den ift, welche durch Geſchicklichkeit und Umficht nur vermindert wer: 
ben kann; allein der Handel vergrößert den Werth der Dinge durch 
ihren Transport von einem Orte zum andern und in ‚diefer Zunahme 
des Werthes der Gegenflände findet der Kaufınann eben feinen Ge: 
winn, indem er zugleich auch den Gonfumenten einen Wortheil ver: 
ſchafft. 

F. 25. Wie einfach und natuͤrlich die Regel in $. 21. auch fein 
mag, fo führt fie doch auf eine Schwierigkeit, womit man ſich ehe⸗ 
dem viel beſchaͤftigt hat. 

Zwei Perſonen A und B fpielen das Spiel Wappen oder 
Schrift; die Bedingungen des Spieles find: 1) daſſ die Partie 
beendigt ift, wenn bad Wappen getroffen wird; 2) daſſ die Perfon 
B der Perfon A zwei Thaler gibt, wenn das Wappen bei dem erften 
Wurfe getroffen wird, & Thaler, wenn ed bei dem zweiten Wurfe 
getroffen wird,... und allgemein 2” Thaler, wenn dad Mappen 
erft bei dem nten Verſuche getroffen wird; und 3) daff die Partie uns 
gültig ift, wenn dad Wappen nicht in den zn erften Verſuchen ges 
troffen wird, ohne welche Bedingung ſich die Partie nicht entfcheiden 
laffen würde, , Es wird angenommen, daſſ dad Münzftüd kein Be⸗ 
fireben hat, eher auf die eine, als auf die andere Seite zu fallen, 
fo daff bei jedem Wurfe die Wahrfcheinlichkeit für dad Treffen bed 
Wappens, fo wie bie für dad Xreffen der Schrift =1 ift. Folglich 
iſt die Wahrfcheinlicheit, daff dad Wappen bei dem nten Wurfe und 


1 . 
nicht früher getroffen wird, =; denn hierzu ift erforderlich, daſſ 
bie Schrift (a — 1) mal hinter einander getroffen wird, wofür bie 








1 Ä ln 
Wahrſcheinlichkeit 7 iſt, und daſſ bei dem folgenden Wurfe 


das Wappen getroffen wird, wofür die Wabhrſcheinlichkeit — 4 tft, 
Zolglich wird die MWahrfcheinlichkeit, dafj dad Wappen bei dem zten 


1 
Wurfe zum erften Male getroffen wird, durch dad Product aus a 
2 


1 
und 4. ober durch Fr ausgedruͤckt. In diefem alle befommt bie Per: 


fon A, 2” Thaler, fo dafj der Werth ihrer mathematifchen Hoff: 
nung — 1 Xhaler iſt, und da fie für jeden der m Würfe, . woraus 
die Partie beftehen kann, denſelben Werth hat, fo folgt, daſſ der 
ganze Werth der mathematijchen Hoffnung. der Perfon A—= m Thaler 
if. Soll alfo da® Spiel gleich fein, fo muff die Perfon A der Per: 
fon B, mXhaler geben, d. h. 1000 Thaler oder 1000000 Thaler, 
wenn bie Partie aus 1000 oder 1000000 Wuͤrfen beſtehen kann, 
und fie müffte ihr fogar eine unendlich große Summe geben‘, wenn 
da3 Epiel ohne Ende fortdauern könnte. Jedoch wird Niemand unter 
diefen Bedingungen eine etwas beträdhtlihe Summe, 3. B. von 1000 - 
Thalern, aufs Spiel ſetzen. Hier fcheint alfo die Regel ber mathes 
matifchen Hoffnung nicht anwendbar zu fein, und um diefe Schwies 
rigfeit zu befeitigen, hat man eben die Regel der moralijchen Hoffnung 
und ihr Maß erdacht. Allein man muß bemerden , daſſ diefe Schwies 
tigfeit darin liegt, dafjf man in den Bedingungen des Spieled von 
der Möglichkeit abftrahirt hat, ob bie. Perfon D auch alle Summen 
an A zu zahlen im Etande ift, weldhe nach den Wahrfcheinlichkeiten 
ded Spieled zu zahlen fein können. Wie groß nun aber auch das 
Vermögen von B angenommen werden mag, fo ift es doch begrenzt, 
und wenn man e3 durch 5 Thaler ausdrüdt, fo fanı A niemals eine 
größere Summe, ald 5 bekommen, wodurch die mathematifche Hoffnung 
diefer letzten Perfon in einem fehr großen Verhältniffe vermindert wird, 
Denn e3 ift immer: 
| b=2°(1+h), 
wo © eine ganze Zahl und Z eine pofitive, Peinere Zahl, als die 
Einheit if. Wenn E>m oder nur E=m if, fo kanu B alle 
Summen zahlen, weſche A zufallen; aber wenn 8<m ifı, fo kann 
fie B nicht mehr zahlen, wenn nad den & erften Würfen dad Wap⸗ 
pen zum erflen Male getroffen wird. Die mathematifche Hoffnung 
von A beträgt alfo für diefe & erſten Würfe 5 Thaler, aber darüber 
dinaus, b. h. für die m — 6 folgenden Würfe reducirt fie fih auf 
‚die Gonftante D oder auf 2F(1 +5), mit ihren refp. Wahrfcheinlich- 
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werben fol, fo koͤnnen 8 verfchiebene Bombinationen ftatffinden, nämlich 
es kann dreimal Wappen und dreimal Schrift geworfen werben, wels 
ched die beiden übereinftimmenden Bälle find, ober ed Tann zweimal 
Mappen und einmal Schrift in drei Fällen, und zweimal Schrift und 
einmal Wappen in ®benfalld drei Fällen getroffen werden. Wenn man 
annimmt, daſſ ö genau =0® ift, fo find bie Mahrjcheinlichkeiten dies 
fer 8 Combinationen einander gleich, und wenn folglich A wieder für 
bie Steichartigkeit der drei Würfe wettet, fo muſſ der Einfag von A 
4 von dem des B fein. Da aber ô ohne Zweifel nit SO ift, fo 
würde durch dieſes Verhaͤltniſf der Einſaͤtze die Perſon A noch mehr 
beguͤnſtigt werben, als bei zwei ſucceſſiven Wuͤrfen; denn bie Wahrfcheins _ 
lichkeit der Mebereinflimmung der drei Würfe ift die Summe der KCubi 
von (1 +5) und (1 — 6), welde fih auf (1 +30?) reducirt, 
und wenn man fie von der Einheit abzieht / fo erhält man ummittels 
bar die Wahrfcheinlichkeit des entgegengefesten Ereigniſſes, d. h. ber 
"Ungleidyartigkeit der drei Würfe — (1 — 62), weldhe in dem Ber 


0° 
Hältmiffe von 1— 62 zu 14362 oder von L— —— zul, d. b. 


„ +82, 
ö 
in einem größern Verhältniffe, als 1 — * FR) 1, kleiner ift, als 


dad Dreifache der vorhergehenden Wahrſcheinlichkeit. Dieſe Schluͤſſe 
laſſen ſich leicht auf mehr als drei Verſuche, und wenn man will, 
auf andere Spiele, worin mehr, als zwei moͤgliche Ereigniſſe, deren 
unbekannte Wahrſcheinlichkeiten ungleich ſein koͤnnen, vorkommen, aus⸗ 
dehnen. 

Wenn zwei Perſonen ein Spiel ſpielen, wobei die Fertigkeit auf 
dad Reſultat einigen Einfluſſ haben kann, fo iſt es nicht wahrſchein⸗ 
lich, daſſ beide Spieler gleiche Fertigkeit haben, und alsdann muſſ man, 
wenn man den beſſern Spjeler nicht kennt, annehmen, daſſ es ber iſt, 
welcher die beiden erſten Partien gewinnt. Aber ſelbſt dann, wenn 
man. ben beſſern Spieler kennt, iſt es nicht immer vortheilhaft, zu 
wetten, daſſ er diefe beiden Partien gewinnt; benn man würde alö- 
dann don den vier moͤglichen Combinationen drei gegen und nur eine 
einzige für fi haben, und wenngleich diefe letztere die wahrfcheinlichfte 
wäre; fo könnte ihre Wahrſcheinlichkeit denen der drei andern doch 
nicht das Gleichgewicht halten, 

Im Allgemeinen, es fei p bie bekannte Wahrfcheinlichkeit eines 
beliebigen Ereignifjed Z und q die des entgegengefegten Ereigniſſes F', 
fo daſſ p+g=1 ifl. Zerner wollen wir annehmen, daff irgend eine 
Urfache die Wahrfcheinlichfeit eines diefer beiden Ereigniffe, ohne daff 
man weiß welches, um ejne unbefannte Größe & vergrößern und die 
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bed anbern Ereigniffes folglich um eben diefe Größe vermindern Fönne, 
und o fei die Wahrfcheinlichkeit, daſſ daſſelbe Ereigniff E oder F 
bei m Berfuchen beftändig ftattfindet. Wenn Z das durch die unbes 
fannte Urfache begünftigte Ereigniff ift, fo iſt Die Wahrſcheinlichkeit 
der Steichartigkeit der m fucceffiven Ereignifie nach der Regel in 6.10: 


Pr". 


Denn fie kann auf zwei verſchiedene Arten flattfinden , v h. jenachdem 


dad Ereigniſſ Zu oder F’ bei allen Verſuchen eintritt. Wenn dagegen 
F das begünftigte Ereigniſſ iſt, fo wirb die Wahrfcheinlichleit der 
Gleichartigkeit der m fucceffiven Ereigniffe durch: 


(pP em +(g-taym 


ausgedruͤkt. Da wir nun nicht wilfen, welches von ben beiden Ev 


- eigniffen E und F dasjenige ift, deſſen Wahrfcheinlichfeit vermehrt 
ober vermindert wird, fo find diefe beiden verfchiedenen Werthe der 
BWahrfcheinlichkeit der Steichartigkeit der m fucceffiven Greigniffe für 
uns gleich möglih. Die Wahrfcheinlicyfeit jeder derfelben ift folglich 
—4 und die Summe’ biefer beiden mit } multiplicirten Werthe ift 
nach ber Regel in $. 10. wieder die Totalwahrſcheinlichkeit der Gleich⸗ 
artigfeit ber m fucceffiven Ereigniffe. Es iſt alfo: 


=40+"+4@ "+4 } JJ Kate), 
. ober wad baffelbe iſt: 


o=P+RQ, 
wenn man der Kürze wegen: | 
PH — m-24 2% 2 TI —— TI m dat elc. 
ON gm-ı a rn 8) m-Agt-tete. 


fett. Henn die unbefannte Urfache nicht ftattfände, d. h. wehn a=a 
wäre, fo wäre die Wahrfcheinlichfeit der Uebereinftimmung der m Ver⸗ 
fuche bio8 =p"r+g”. Jede Urſache, welche bie MWahrfcheinlichkeit 
des einen ber beiden entgegengefegten Greigniffe E und F’ vergrößert, 
ohne daſſ man weiß welde, vergrößert alfo auch die Wahrfcheinlichkeit 
der Gleichartigkeit ber Ereigniffe in einer Reihe fucceffiver Verſuche, 
weil fie ben Werth von w offenbar größer macht, ald 5m m 
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Bweites Rapiten 


Zoriſebuns der allgemeinen Hegeln der Wohrideinlich⸗ 
keitsrechnung. — Wahrſcheinlichkeiten der Urſachen und 


der künftigen Ereigniſſe, welche aus der Beobachtung 
vergangener oder Rattgebabter @reignifle abgeleitet 
| werben. 


- +8,27. Die in dem vorhergehenden Kapitel aufgeftellten Regeln ſetz⸗ 
ten die Wahrſcheinlichkeit ingend welcher Ereignifle ald befannt voraus und 
hatten zum Zwede, die Wahrſcheinlichkeiten anderer, aus jenen zuſam⸗ 


mengeſetzter Ereigniffe daraus abzuleiten. In bem gegenwärtigen Ka 
pitel aber wollen wir die Regeln aufftellen, welche zur Berechnung der 


MWahrfcheinlichkeiten der Urfachen nach den beobachteten Ereigniffen, und 
folglich der Wahrfcheinlichkeiten künftiger Ereigniffe dienen. Aber zuvor 
wird es zweckmaͤßig fein, den Begriff genau zu beftimmen, welden mau 
mit dem Ausdrucke Urfache verbinden muſſ, und welcher. von bem in 
‚ber gewöhnlichen Sprache üblichen verfchieden if. 

Wenn: man im gewöhnlichen Leben fagt, daſſ irgend etwas bie 


. Urfache von einem Ereigniſſe iſt, fo fehreibt man diefem Etwas die 


Faͤhigkeit zu, dieſes Ereigniff nothwendig hervorbringen zu muͤſſen, 
ohne jedoch damit ausdruͤcken zu wollen, dafſſ man die Natur biefer 
Kraft oder Fähigkeit und die Art ihrer Wirkung kenne. Am Ende 
biefed Kapitels werben wir auf dieſen Begriff ber Gaufalität wieder 
zurüdfommen, und für den Augenblid genügt die Bemerkung, daſſ der 
Ausdruck Urfache in ver Wahrfcheinlichkeitsrechnung in einer auögebehn- 
tern Bebeutung genommen wird, indem man hier unter einer Ur⸗ 
fache Cirgend eines Ereigniffes .E dasjenige verfteht, welches dem Statt- 
finden des Ereigniffes E die ihm eigenthuͤmliche abftracte Wahrfcheinlich- 
feit erteilt, während in der gewöhnlichen Bedeutung biefed Wortes C 
die Urfache diefer Wahrſcheinlichkeit und nicht die des Ereigniſſes felbft 
wäre, und wenn das Ereigniſſ Z wirklic) flattfinbet; fo wird dieſes durch 
die Bereinigung der Urſache C mit andern Urfachen ober Umftänben, 
welche auf bie eigene abſtracte Wahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniffes Teinen 
Einfluff haben, bewirkt. Wenn p diefe befannte oder unbekannte abftracte 
oder eigenthuͤmliche Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes E tft, welche im 


Allgemeinen von feiner Wahrfcheinlichkeit verſchieden iſt; fo ertheilt die 
Urfache C zu gleicher Beit dem entgegengefekten Ereigniffe Z' die Wahr- 


ſcheinlichketit 1—p. Ben p=1 ift, fo bringt die Urſache C das 
Ereigniſſ E nothwendig hervor und ift die Urfache beffelben in dem 
gewöhnlichen Sinne des Wortes, ımb wenn p=o iſt; fo iſt G bie 


| urſache von F. 
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Die Gefammtheit her Urſachen, welche vereinigt ein gewiſſes Er⸗ 
eigniſſ hernorbringen, ohne auf die Größe feiner abftracten Wahrſchein⸗ 
lichkeit, d. h. auf das Verhaͤltniſſ der Anzahl der diefem Ereigniſſe guͤn⸗ 
ſtigen Faͤlle zur Anzahl aller moͤglichen Faͤlle Einfluſſ zu haben, iſt das, 
was man unter dem Zufalle verſtehen muſſ. So iſt z. B. bei den 
Würfelfpielen das bei jedem Wurfe ſtattfindende Ereigniſſ eine Folge 
von der Anzahl der Flaͤchen, der Unregelmaͤßigkeiten der Formen und 
der Dichtigkeiten der Wuͤrfel und dem Schuͤtteln der Wuͤrfel in dem 
Becher. Nun ſind aber dieſe Bewegungen der Wuͤrfel durch das 
Schuͤtteln Urſachen, welche auf die abſtratte Wahrſcheinlichkeit des Tref⸗ 
fens einer beſtimmten Flaͤche keinen Einfluſſ haben; ihr Zweck iſt bios, 
ben Einfluſſ der Lage der Würfel in dem Becher vor dieſen Bewegun⸗ 
gen aufzuheben, bamit biefe urfprüngliche Lage der Würfel keinem der 
Spieler bekannt fei, und wenn dieſer Zwed erreicht iſt; fo hängt die 
abftracte Wahrfcheinlichkeit für dad Xreffen jeder Flähe des Wuͤrfels 
nur noch von ber Anzahl der Flaͤchen und von den phyfifchen Unvoll⸗ 
kommenheiten des Würfeld ab, welche die abftracten Wahrfcheinlichkei- . 
ten für das Xreffen der verfchiebenen Flaͤchen ungleich machen können. 
Man fagt, daſſ etwas zufällig gemacht ifi, wenn es fo gefchieht, daſſ 
on ben refp. abſtracten Wahrfcheinlichleiten ber verfchiedenen möglis 
hen Ereigniffe nichts geändert if. So zieht man 5. B. aus eine 
Ume mit weißen und ſchwarzen Kugeln: zufällig eine Kugel, wenn 
man nicht. auf ihre Anorbnung innerhalb diefer Urne fieht, ehe man 
bineingreif. Sind alle Kugeln von bemfelben Ducchmefler, fo kann 
die Wahrſcheinlichkeit, eine weiße Kugel zu ziehen, offenbar nur von 
der Anzahl der weißen und ber Anzahl der ſchwarzen Kugeln abhäns 
gen, und man bemweift, dafſſ fie dem Verhaͤltniſſe der erſten dieſer bei- 
den Zahlen zu der Summe beider gleich ift. 

Die Urfache C kann eine phufifche oder moralifche fein. Bei dem 
Spiele Wappen oder Schrift iſt ed die phyſiſche Eonfttiution des 
Münzftüdes, welche dem Treffen ded Wappens oder der Schrift eine 
im Allgemeinen wenig von 4 verfchievene abftracte Wahrfcheinlichkeit er⸗ 
theilt, während bei einem Eriminalurtheile die abſtracte Wahrfcheinlichkeit 
der Wahrheit ober des Irrthums des Urtheiled jedes Geſchworenen durch 
feine Meralität, worunter wir feine 5 Faͤhigkeit und Gewiſſenhaftigkeit 
mit verſtehen, heſtimmt wird. Zuweilen beſteht die Urſache C aus ber 
Bereinigung einer moraliſchen und einer phyfiſchen Urſache. So hängt 
> 8, Hei jeber Art von Meflungen oder Beobachtungen bie Wahr- 
ſcheinlichkeit eines Fehlers von gegebener Größe von ber Gelchidlichkeit 
des Mesbachterd und von ber mehr ober weniger volllommenen Con⸗ 
firmtion des Suftrumented ab, deſſen er fich bebient. Aber in allen 

. s 4 % ‚ 


Faͤllen werben die verfchiebenen Urfathen der ‚Ereignifie in der Wahr⸗ 
fcheinlichkeitsrechnung unabhängig von ihrer befondern Natur und bios 
in Beziehung auf die Größe der Wahrfcheinlichfeiten, welche fie her 
vorbringen, betrachtet, und eben deswegen ift Diefe Rechnumg fowohl auf 
moralifche, als auf phufifche Gegenflände anwendbar. Jedoch ift bei den 
meiften Unterfuchungen die Wahrfcheinlichkeit, welche eine gegebene Ur: 
fache C heſtimmt, nicht a priori befannt, und zuweilen ift fogar die Urſache 
eined Ereigniffes, ober ihre Wahrfcheinlichteit felbft unbefannt. Wenn 
die Wahrfcheinlichfeit conftant ift, fo beflimmt man fie, wie wir in ber 
Folge ſehen werben, durch eine hinreichend lange Reihe von Verfuchen; 
aber. bei dem Urtheile eined Gefchworenen z. B. ändert fi die Wahr- 
ſcheinlichkeit des Irrthums von einem Gefchworenen zum andern, und 
für denfelben Gefhmworenen ohne Zweifel auch in verſchiedenen Angele- 
genheiten, und da es nicht möglich ift, durch Wiederholung der Ver 

fuche für jeden Geſchworenen und jede Art von Prozeffen die eigen⸗ 
thuͤmliche Wahrfcheinlichkeit des Irrthumd eines Gefchworenen aus der 
Beobachtung abzuleiten; fo muff man, wie wir in der Folge fehen 
werben, eine gewiſſe Wahrfcheinlichfeit in Beziehung auf die Ge 
fammtbheit der Gefchworenen bed ganzen Sprengeld eines Affifenhofes 
fuchen, und diefe ift zur Auflöfung der Aufgaben, welche ben fpeciellen 
Gegenftand des fünften Kapiteld bilden, auch zureichend.. 


Oft gibt ed mehrere verfchiebene Urfachen, welche in Verbindung 
mit dem ZBufalle ein gegebened Ereigniff Z, oder das entgegengefeßte 
F hervorbringen koͤnnen, und che bad eine oder das andere diefer bei⸗ 
den Ereignijje flattgehabt hat, hat jede dieſer Urfachen eine gewiſſe 
Wahrfcheinlichkeit, welche ſich ändert, ſobald das Ereigniff E oder F 
beobachtet. ift. Zunaͤchſt wollen wir nun, indem wir die abftracte Wahr: 
fcheinlichfeit, welche jede diefer möglichen Urfachen, wenn fie gewiff wäre, 
dem Stattfinden des Ereigniffed Z oder-F" ertheilen würde, als befannt 
annehmen, die Bahrfcheinlichkeiten aller diefer Urfachen nach der Beob⸗ 
ahtung und dann die Wahrfcheinlichkeit jedes andern Lünftigen Ereig- 
niſſes, welches von benfelben Urfachen, als E und F abhängt, be 
flimmen. . | 

$. 28. Es fei alfo E ein beobachtetes Ereignif. Wir wollen 
annehmen, daſſ fein Stattfinden m verſchiedenen Urfachen zugefchrieben 
werben kann, daſſ diefe 2 Urfachen die.allein möglichen find, daff fie . 
fich gegenfeitig ausfchliegen und daſſ fie vor ber Beobachtung des Er- 
eigniſſes E alle gleich wahrfcheinlid waren. Durch das Stattfinden 
des Creigniffes Z find diefe hypothetiſchen Urfachen ungleich wahrfcheins 
lich gemacht, und es kommt barauf an, bie fi aus ber Beobachtung 





ergebende Wahrſcheinlichkeit jeder derfelben zu beftimmen, was vermit- 
teift des folgenden Lehrſatzes gefchehen Tann: 


Die Wahrfchheinlihleit jeder der möglihenUrfahen 
eines beobachteten Ereigniffes wird erhalten, wenn man 


die Bahrfheinlichkeit, welche diefe Urfahe dem Statt 
finden des Ereigniffes ertbeilen würde, wenn fie ge 
wiff wäre, durch die Summe der Wahrſcheinlichkeiten 
diefes Ereigniffes dividirt, welche aus allen Urſachen, 
denen man es zuſchreiben kann, entſpringen wuͤrden, 
wenn diefe Urſachen gewiſſ waͤren. 


Es ſeien: 
C,,C2, CI... C. ... Cm 

die m möglichen Urſachen des Ereigniſſes E und: 
PuiPa/ PB. .. Fu»: Pr 


die dieſen verſchiedenen Urſachen entſprechenden bekannten Wahrſchein⸗ 


lichkeiten ſeines Stattfindend, fo daſſ ?n die Wabhrſcheinlichkeit des Er⸗ 


eigniſſes HE ausdruͤdt, welche ſtattfinden wuͤrde, wenn bie Urſache Ca 
allein vorhanden, oder: was daſſelbe iſt, wenn fie gewiſſ wäre, wo⸗ 


durch alle übrigen ausgeſchloſſen wuͤrden. Ferner ſeien: 


Erg, , 02 On, .... Gm 


die unbekannten Wahrfcheinfichkeiten derſelben Urfachen, fo daff 1071 bie. 
Bahrfcheinlichkeit der Urſache Ca, d. h. die Wahrſcheinlichkeit ift, daft. 


diefe Urſache das Stattfinden von Z herbeigeführt bet; ſo kommt es 
darauf an, zu beweiſen, daſſ 
— — 


iſt. Von weicher Beſchaffenheit dad Ereigniſſ Z nun aber auch fein 
mag, fo kann man, um die Begriffe zu firiren, ed doch immer ald 


den Bug einer weißen Kugel aus einer Urne, welche weiße und ſchwarze 
Kugeln enthält,. betrachten. Bu dem Zwecke wollen wir. annehmen, 


daſſ min m folder Urnen: 
A. Ay Az At r..Am - 


habe, woraus Die weiße Kugel hat gezogen werben koͤnnen, und daſſ 


in einer beliebigen An derſelben das Verhaͤltniſſ der Anzahl der weißen 
Fugen zu ber Anhaht aller darin enthaltenen Kugeln dem Bruce Pr 
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gteich iſt. Jede diefer Urnen, in welche man zufaͤllig greifen kann, um 
eine weiße Kugel berauszuziehen, ftellt eine der Urfächen bed Treffens 
einer weißen Augel dar. Die Ume An entfpricht der Urfache Ca und 
die Aufgabe befteht darin, die Wahrfcheinlichleit zu beflimmen, daſſ die 
weiße Kugel aus der Urne In gezogen fl. 

. Bu dem Zwecke wollen wir die Brüche p,, Par Far». - al8 auf 
denfelben Nenner gebracht annehmen, fo daff: 

a Gn Em 


pı SH hd. + fa= re Pa= 


ift, wo ber Rene u und bie Zähler @,,&g, .. . ganze Zahlen find. 
Die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aus ber Urne An 
wird nicht. geändert, wenn man annimmt, daſſ fie @n weiße und u 
weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und daffelbe gilt in Beziehung auf 
die übrigen Urmen. Da die jebt in jeder Ume enthaltene Gefammt- 
zahl von Kugeln für alle viefelbe ift, fo folgt aus dem Eehrfage in 
$. 10., daſſ, wenn man alle diefe Kugeln in diefelbe Urne’ 4 legt, 
indem man die ber Ume A, mit der Zahl 1, die der Ume A, -mit 
ver Zahl 2, u. ſ. f.- bezeichnet, die MWahrfcheinlichkeit an, daſſ die aus 
dem Spfteme der Umen A, Ag, Agı . - . gezogene weiße Kugel aud 
der Ume An gezogen ift, der Wahrfeeinlichfeit gleich ift, daſſ eine 
aus ber Urne A gezogene weiße Kügel mit ber Zahl > bezeichnet: ifl, 
welche letzte MWahrfcheinlichkeit das Werhältniff von a@n zu der Summe 
der m Größen @,, gr &g, ... zum Werthe hat, weil diefe Summe 
die Gefammtzahl der in der Urne A enthaltenen weißen Kugeln ift, 
worunter fi @n weiße Kugeln befinden, welche: mit der Zahl 2 be= 
zeichnet find. Man bat alfo au: 


— n— 
Safe Fa Fan Fan 

und dieſe Größe ſtimmt vermöge ber vorhergehenden Gleichungen mit 
dem obigen Ausbrude für om überein, was bewiefen werden. follte. 

$. 29. Bei der Berechnung der Wahrfcheinlichkeiten des Statt: 
findend mehrerer fucceffiver Ereigniffe muſſ man nicht blos den Einfluff 
in Betracht ziehen, welchen das Stattfinden bed einen derfelben auf 
die Wahrfcheinlichkeit de& folgenden haben kann ($. 9.), fondern zuwei⸗ 
len muff man bei ber Beftimmung dieſer Wahrfcheinlichkeit auch auf 
die Wahrſcheinlichkeit der verfchiedenen Urfachen des vorhergehenden Er: 
eigniffe® oder auf die verfchiedenen Arten, auf welche es hat flat: 


finden können, Ruͤckſicht nehmen, was z. B. bei der folgenden Auf: 
gabe der Fall ifl. 


— 


* 


Geſedt, man Hätte eine Amzahl m von ten 4, B,C,D,... 


mit weißen and fchwarzen Kugeln und bie Bahrfcheinlichkeiten des Zu⸗ 
geb einer weißen Kugel aus den Umen A,B,C,... wären reſp. 


8,5,C,... Aus einer diefer Urnen zieht man zufällig eine erſte Ku⸗ 
gel, dann eine zweite Kugel aus den Umen, woraus. die erfte nicht. 


gezogen ift, hierauf eine dritte Kugel aus einer der Urnen, woraus 
die beiden erften nicht gezagen find, u. f. fi, d. h. es wirb nach jeder 
Ziehung die Urne, woraus eine Kugel gezogen ift, binweggenommen. 


Man foll nun die Wahrfcheinlichleit beflimmen, auf diefe Weife m’ 


weige Kugeln in » Ziehungen zu ziehen, wo n Heiner als m ober 
=m iſt. 


Wir wollen des Kürze wegen 
a+B-+c+d+ek.=s,, 
ab+ac+ad+bc+bd-+-cd-+ete.=s,, 
abc+ ubd+bed-+ete.=s,, 
abed-+ ete.—=s,. 
elc. 


ſetzen, ip daff s, bie Summe ber Brüde a,b, c,d, ..., Sa die 





Summe ber Probuete aus je zmei derfelben von ber Anzahl 1.3 „ 


5, die Eumme der Producte aus je drei berfelben von ber Anzahl 


a (m — na D gegeichnet, u. f. f. Die Wahrfcheinlichkeit, bei dem 


erfien Zuge eine weiße Kugel zu ziehen, ift =—5,. Wenn die bei 


dieſem Verfache gezogene weiße oder ſchwarze Kugel aus ber Ume A -- 


gezogen iſt, fo iſt die Wahrſcheinlichkeit, bei dem zweiten Zuge eine 
weiße Kugel zu ziehen, =- - 1 (s, —a). Diefe Wahrſcheinlichkeit iſt 


| 
= 61 —5), wenn bie erfte Kugel aus ber Urne B gezogen ift; 








1 
fie ft = ——— (8, —O), wenn dieſe erſte Kugel aus der Urne C ge 


zogen ift, u. ſ. f. Hieraus und aus den Regeln in’. O und 10. 
folgt, daſſ die volftändige Wahrſcheinlichkeit des Inges ciner weißen 


Kugel bei der zweiten Ziehung. durch: 
" als, tm. Ihm | ) 


nm—ı m—i EL 
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ausgebruͤckkt wird, wo @, 6, Y, ... reſp. bie Wahrſcheinlichkeiten be⸗ 

zeichnen, daſſ die Zuge bei dem erſten Verſuche aus der Urne A, der 
UmeB, der Ume C,... gezogen if. Nun find aber diefe Wahrfihein: 
lichkeiten @,&,Y, ... "nicht einander gleich ,*) und nach dem vorher 
gehenden $. ift: Ä 


‚Aber da: | | | 
as, —)+b(s, —b)+eis, -Ö+ele=2s, 
ift, fo ift folglich die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel 


(m — * mr Ebenſo iſt die Vahr mia⸗ 


keit des Zuges einer weißen Kugel bei bem britten Verſuche — — x 


Er —a—b), wenn bie in den beiden erften Ziehungen gegenen 
beiden weißen ober fhwarzen Kugeln aus den Urnen A und B gejo- 
gen find; fie iſt =; Eir —a— ec), wenn biere beiden Kugeln 


aus den Umen A und C gezogen find, ü. f. f. Der vollftänbige 
"Werth der Mahrfcheinlichkeit ded Zuges einer weißen Kugel bei dem 
dritten Verſuche ift alſo: 


bei dem zweiten Verſuche = 





8(s,—a =, Mu ze—a MIN ug, 


m-— 2 m—R m— 


wo g,h,k,... die Wahrfcheinlichkeiten bezeichnen , daſſ die bei den 
. beiden erften Berfuchen gezogenen Kugeln aus den Urnen A und B, 
A und C, B und C, ... gezogen find, und welche nach dem vor: 
hergehenden 8. durch: 
| =, k- ‚k=% , eic. 


sg sg 52 


ausgedruͤckt werden, und da 
ab(s, —a— B-+aes-0-0)-+be@,—b-0)+ete =8s, 





*) Wegen Nichtberuͤckſichtigung biefes Umſtandes iſt die Auflöfung dieſer Aufgabe 
in $. 17. unferer Abhandlung über das Berhältniff der maͤnnlichen 
und weiblihen Geburten unrichtig, woraus wir auch eine falfche Fob⸗ 
gerung gezogen haben, . 








57. . 


ift, fo verwandelt ſich die Wahrfcheinlichkeit ded Zuged einer weißen 
. Kugel bei dem dritten Verfuche in: 


85, 
(m— 3)s, 


Diefe Schlüffe laſſen ſich leicht beliebig weit fortſetzen, und folgiich ſind 
die Bruͤche: 


ei 25, 85, nn, _ 
m’ (m—1)s,’ (m—2),'  " (m—nr-+1)_ı 


die Wahrſcheinlichkeiten, bei dem erſten, zweiten, dritten, ... n ten 
Verſuche eine weiße Kugel zu ziehen, ſos daſſ die geſuchte Wahrſchein⸗ 
lichkeit dad Product aus dieſen r Bruͤchen iſt 6 5.), welches ſich 


auf —* reducirt, wenn man: 


_m(m m 2...(m—a+1) 


. 1.2.8.,.n , 
feßt, wo 4 die Anzahl der Probucte aus je n der m Buchftaben 
a,b,c,d,... deren Summe sn bezeichnet, iſt. 


Von der . Rihtigkeit biefes Werthes sn überzeugt man fich, wenn 


man bemerkt, daſſ jedes diefer Producte die, Wahrſcheinlichkeit ausdruͤckt, 
— aus rn beſtimmten der Urnen 4,B,C,D,..., n weiße Kugeln ‚zu 
ziehen, und daſſ folglich der Quotient aus der Summe aller biefer 
Producte und ihrer Anzahl die Wahrfcheinlichkeit ift, aus 7 zufällig 
gewählten diefer Umen 72 weiße Kugeln zu ziehen, welche offenbar der 
gefuchten Wahrſcheinlichkeit gleich if. Wenn = m ift, fo hat man 
#—1 und diefe Wahrfcheinlichkeit ift — sm, was unmittelbar aus ber 
Regel in $. 5. folgt. 

$. 30. Es fei nun Z’ ein anderes, von E verfchiebenes, aber 


von bdenfelben Urfachen C,, C, Ca, ... abhängiged Ereigniff und 


durch: 
Dir Pr nen R... Pin 


wollen wir bie Wahrſcheinlichkeiten des Ereigniſſes E in Beziehung 


auf dieſe verſchiedenen Urſachen bezeichnen, fo daſſ p, bie gegebene 
Wahrſcheinlichkeit iſt, daſſ das Ereigniſſ 2 ſtattfinden wuͤrde, wenn 

die Urſache Cu gewiſſ wäre. Da aber dieſe Urſache blos wahrſchein⸗ 
Dip und ihre Wahrſcheinlichkeit durch om bezeichnet iſt, To iſt bad Statt 
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finden von Z’ vermöge biefer Urfache ein zuſammengeſetztes Ereigniſſ, 
deſſen Wahrfcheinlichkeit durch das Product diefer beiden Wahrfchein- 
lichkeiten audgebrüdt wird ($. 5.). Zerner. ift die vollftändige Wahr⸗ 
fcheinlichkeit des Ereigniffes E' die Summe der Wahrfcheinlichleiten für 
die m verfchiedenen Arten, auf welche dieſes Ereignifl ftattfinden kann 
($. 10.), d. h. die Summe ber Werthe von p,@,, welche fich auf 
bie m möglichen Urfachen Ci Cꝛ, Ca, ... von E und E’ beziehen. 
Bezeichnen wir dieſe vollſtaͤndige Wwehiſcheimlitat von EZ’ mit o°, ſo 

haben wir folglich: 


o'=p, =+p,9,+ .- Hpkant.. . + Pin Om 
oder, wenn wir für Tr Go, .,.° ihre Werthe ſetzen: 


— PıPı tPaPp2-t —. HPmPin 
pr tpt.tpa tm 


Diefes ift die Formel, welche zur Berechnung. der Wohrſchein 
lichkeit kuͤnftiger Ereigniſſe nach der Beobachtung vergangener oder ſtatt⸗ 
gehabter Ereigniſſe dient. Bu demſelben Ausdrucke gelangt man auch 
ohne Huͤlfe der gemeinſchaftlichen Urſachen der Errigniſſe E und 2", 
wenn man fie als zwei zuſammengeſetzte Ereigniſſe betrachtet, welche 
von demſelben einfachen Ereigniſſe ahhaͤngen, und die Schluͤſſe, welche 
uns darauf gefuͤhrt haben, ſind ebenfalls auf dieſe andere Betrachtungs⸗ 
weiſe der Aufgabe anwendbar; aber man kann fie, wenn man will, 
unmittelbar auf bie vorhergehende zurüdführen. 

Denn wenn E und EZ’ zwei aus demfelben Ereigniffe G zufam: 
mengefegte Ereigniffe find und G Tann, ehe dad Ereigniff Z beohachtet 
ift, verfchtevene gleichwahrfcheinliche abftracte Wahrfcheinlichkeiten: 

81⸗ dar. Enre+- Em 
haben; fo kann man fie als eben fo viele verſchiedene Urſachen von F 
und EZ’ betrachten. Nimmt man alfo gn für bie im Vorhergehen⸗ 
den mit En bezeichnete Urfache, fo ift die Wahrfcheinlichkeit von gu der 
Werth von @y, welchen wir gefunden haben, d. h. on ift die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daff die Wahrfcheinlichleit von G gleih gu if, und der vorher: 
gehende Ausdgrud von @’ ift alsdann die Wahrfcheinlichfeit für Has Statt: 
finden von Z", welche ſich aus den m möglichen Werthen der Wahrfchein- 
tchleit von G ergibt. In diefer Formel brüdten Du und 7m bie gegebe- 
nen Wahrfcheinlichkeiten des BStattfindens von E und £ aus, wenn 

En zuverlaͤſſig die Wahrfcheinlichleit von & wäre. 
$. 31, Man muſſ diefe Beſtimmung ber. Wahrſcheinlichleit aan E 
nach der Beobachtung von Z nicht. mit irgend einem Einfiafie des 
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Gtattfindend vergangener Ereigniffe auf das ber zufünftigen, defin An: . 
nahme ungeretmt fein würbe, verwechfehl. Wenn wir 3. 3. fiber 
wiffen, daſſ eine Ume A drei weiße und eine fehwarze Kugel enthäft, 
fo ift es für und gewiſſ, daſſ die Wahrfcheinlichkeit ‚des Zuges einer 
weißen Kugel = if. Wenn folglich das Ereigniſſ Z’ in der Bie- 
bung zwei weißer Kugeln aus ber Ume A, indem die erfle gezogene 
Kugel wieder hineingelegt wirb, befteht, fo ift die Wahrfcheinlichkert 
von E' dad Quabrat von 3 ober „,, von welcher Art das Ereigniſſ 
E, welches wir haben beobachten Finnen, auch fein mag, und wenn 
wir annehmen, daſſ E die fucceffive Ziehung einer gewiflen Anzahl 
weißer Kugeln und einer gewiffen Anzahl fhwarzer Kugeln aus der Urne 
A, weiche jebesmal wieder in diefe Urne gelegt werben, beveutetz fo . 
Können wir ohne Rüdfiht auf das Verhaͤltniſſ diefer beiden Zahlen 
immer 9 gegen 7 wetten, daſſ das Ereigniff Z’ flattfinden wird. Aber 
wenn die Wahrſcheinlichkeit des einfachen Ereigniſſes G ms nit be . 
kannt iſt und wir blos wiffen, baff fie nur gewiffe WBerthe haben kann, 
fo gibt und die Beobachtung des Ereigniffes Z die Wahrſcheinlichkeit 
jedes derſelben, woraus wir alsdann bie Wahrſcheinlichkeit von ZU’ 
ableiten. Dieſe Beobachtung vermehrt oder vermindert unſern Grund 
zu ber Amahme des Stattfindens des Ereigniſſes 2’ ohne auf diefes 
kuͤnftige Ereigniſſ ober feine abſtracte eigene Wahrſcheinlichkeit irgend 
einen Einfluff zu haben, fo daſſ für Jemanden, welcher irgend ein ans 
bereö, von bemfelben einfachen Ereigniffe G abhängiges Ereigniff E, 
beobachtet hätte, der Grund zu der Annahme des Stattfindens von ZI 
weit flärfer oder geringer fein könnte, als für und, wodurd an der eigens 
thümlichen oder abflracten Wahrfcheinlichkeit von Z’ nichts geändert würde. 

Hinfichtlich des Falles zweier Perfonen, wovon die: eine ein’ Er- 
eigniff Z und bie andere ein Ereigniff Z, , die beide aus bemfelben 
Greigniffe @ zufammengefept find, beobachtet hat, ift zu bemerken, 
daff, wenn das Ereigniff Z, dad Ereigniſſ Z und außerdem noch 
etwas mehr in fich begreift, die Meinung der zweiten Perfon hinficht- 
lich des Stattfindens eined neuen, ebenfalls von G abhängigen Ereig- 
niffes E" richtiger fein wird, als die ber erften Perfon und vor biefer 
den Vorzug verdient ($. 1.) Wenn wir annehmen, daſſ die Beobach⸗ 
tung des. Ereigniffes 2, auf eine Mahrfcheinlichkeit A des künftigen 
Ereigniſſes 2’ und die des Ereigniſſes E auf eine Wahrfcheinlichkeit 
5 deſſelben Tünftigen Ereigniſſes geführt hat; fo hat die zweite Per 
fon mehr Grund, k gegen 1—k zu wetten, ald bie erſte, 4 gegen 
12 — h zu wetten, daſſ das Ereigniff Z’ flattfinden. wird, die Brüche 
b und moͤgen größer oder Meiner, als $ und bie Dilfeem A — k 
-polktin "oder negativ fein. 


$. 22. Ehe wir weiter gehen, wird es zweckmaͤßig -fein,, einige 
Anwendungsbeifpiele der vorhergehenden Ausdrüde von am und w, 
- welche wir zunächft der Kürze halber auf die Form: 


PP. — ZPnPn 

ZPn ZPn 

bringen wollen, wo das Beihen & eine Summe anbeutet, welche fich 
auf die m Werthe des Inder 2, von n=1 bi8 n=m erfiredt, mit⸗ 
zutheilen. 

Man weiß, daſſ eine Urne B, m. weiße oder ſchwarze Kugeln 
enthält, man hat eine weiße Kugel aus derſelben gezogen und ſoll bie 
Wahrfcheinlichkeit. beftimmen, daſſ dieſe Ume n weiße Kugeln enthält. 

In Beziehung auf die Anzahl der in der Ume enthaltenen wei⸗ 
Ben Kugeln kann man m verſchiedene Vorausſetzungen machen, näm- 
ih man kann annehmen, baff fie m weiße Kugeln, oder m — 1 
weiße Kugeln und 1 fchwarze, oder m— 2 weiße und 2 ſchwarze, 
.... oder endlich, daff fie 1 weiße und m—1 ſchwarze Kugeln 
enthält. Da alle diefe Voraudfegungen gleich möglich find und @ 
gegenfeitig ausſchließen, fo kann man fie für die m Urfahen C,, Ca» Ca, 
... des Ereigniffes E nehmen, welches hier der Zug einer weißen Ku⸗ 
gel aus ber Urne BD if. Im ber Vorausfegung aber, daſſ ſich unter 
den m Kugeln der Urne B, n weiße befinden, wäre die Wahrfchein- 
lichkeit dieſes Zuges das Berhältniff von 7 zu m, und man hat alfo: 


Pa ul “ 
woraus folgt: | | 
Zpm=F(n-1), 
und mithin ift: | 
an 
"n(m+ı) +1) 
die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Urne B wirklich n weiße Kugeln ent- 
hält. Sie kann nur dann —=4 fein, wenn m=n=3 if. Im 
Allgemeinen ift die Wahrſcheinlichkeit, daff die Ume B nur weiße 
Kugeln enthält, oder daſſ a=m ift, nachdem eine weiße Kugel her: 
ausgezogen iſt, —— | 
| Wenn dad Ereigniff Z’ der Zug einer neuen weißen Kugel aus 
der Urne B ift, ſo iſt feine Wahrſcheinlichkeit @’ verſchieden, je nach⸗ 
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dem bie bereits gezogene weiße Kugel wieder in bie Urne gelegt ifl, 
oder nicht. 


Im erften Falle hat man: 
._ı_n ‚1 
Pa=Pn=—, ZPaPa= —3 Zn? ; 
aber bekanntlich ift: - 
gra+D _mm+nm+2) mn "m+1) 








1.2 2 1.2.8 ' 1.2 ° 
folglich: 
. 1.2 . 1.2.8 j 
und mithin: | 
.3m+1 _ 
8m ° 


Da im zweiten Salle die Geſammtanzahl ber weißen und ſchwarzen 
Kugeln, fo wie die der weißen allein, welche in der Urne B enthalten 
find, bei dem zweiten Verſuche um eine Einheit vermindert iſt, fo hat 
man: Ä 


n—1 1 
amp Rn), | — 


MS ZPaPa= m 


aber wieber: . 


Pn =— ‚ ZSpmn=4m+ 1), 


und wegen: | | 
| z’a-D_m—-Dmm+n 
‚12 1.2.8 
ergibt fi: " 
o'—$. 


Die Wahrfcheinlichleit ded Zuges einer weißen Kugel aus einer 
Ume, woraus bereitd eine Kugel von biefer Zarbe gezogen‘, aber nicht, 
wisder hineingelegt ift, iſt alfo von der Gefammtzahl m ver in dieſer 
Ume enthaltenen weißen und ſchwarzen Kugeln unabhängig und immer 
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=2% De Werth von o’ für den’ 'erften Fall vebucirt fi) auch auf- 
diefen Bruch 3, wie es auch der Zall fein muff, wenn m eine .fehr 
große. Zahl ft, welche man als unendlich anfehen Tann. 

Wenn man wuͤſſte, daſſ von den urſpruͤnglich in ber Ume B 
enthaltenen m weißen oder fchwarzen Kugeln m—1 weiße Kugeln 
gezogen find, fo wäre bie Bahrfeheinlichteit, daſſ die noch darin ges 


bliebene Kugel auch eine weiße iſt, — =— nr Denn man Eönnte alds 


dann nur zwei Worausfeßungen C, und C, machen, nämlich, daff 
alle in der Ume DB enthaltenen m Kugeln weiß find, oder daſſ ſich 
eine fchwarze darunter befindet. In der erften Vorausſetzung ift die 
MWahrfcheinjichkeit des beobachteten Ereigniffes die Gewiſſheit und in der 
zweiten Vorausſetzung ift diefe Wahrfcheinlichkeit, d. h. Die bes Ziehens 
von m—1 weißen Kugeln aus der Ume B diefelbe, als die Wahr: 
fheinlichkeit, daſſ die fhwarze Kugel: in der Ume bleibt, und da bie 
in der Ume zurücdhleibende Kugel eben fowohl jede der m darin ent⸗ 
baltenen Kugeln fein kann; fo iſt die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dieſes die 


1 
fhwarze Kugel ifl, = 7 Man hat alſo: 


1 
| Pı=l, P=u 
folglich : j 
j u ⸗ Pı _ __m ’ 
PıtPs m+1 


für bie Wahrſcheinlichkeit der erſten Hypotheſe, d. h. fuͤr die Wohrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ die in der Urne bleibende Kugel, wie alle aus derſelben 
gezogenen Kugeln, weiß iſt. Der Ball, wo m=1 ift, ift in’ dieſem 
Werthe von @,, fo wie in dem zweiten der vorhergehenden Merthe 
von @’ nicht mit begriffen. | 

$. 33. Wir wollen noch folgende unmittelbare Anwendung der 
vorhergehenden Formeln anführen, wo man die Gefammtzahl ber in 
ber Ume B enthaltenen weißen ober ſchwarzen Kugeln nicht Eennt, 
und z. B. blos weiß, daſſ diefe Zahl nicht größer fein Tann, als 8. 
Dad beobachtete Ereigniff Z befteht in dem Xreffen von = weißen 
Kugeln in einer Reihe von r Ziehungen, indem man bie aus der 
Ume DB. gegogene weiße ober fchwarze Kugel jedesmal wieber bin- 
eialegt. Beunn z wer —o, noeh —=nift, fo kann man in. Be 
siehung auf die in ber me B enthaltenen Kugeln nur drei Voraus⸗ 
fehungen machen, nämlich 1) bie Vorautſetung ey daſſ fie eine weile 





| 03. 
umd-eine fihwarze Kugel enthält, 2) die Vorausſetzung C,., daſſ fie 
zwei weiße und eine fchwarze Kugel enthält und 8) die Vorausſetzung 
Gy, daſſ fie zwei ſchwarze Kugeln und eine weiße enthält. Die dies 
fen drei verfchiebenen Urfachen oder Hppothefen entiprechenden Wahr: 
ſcheinlichkeiten des Ereigniſſes E find refp.: 
I RE, Ar, 
ober was daflelbe ift: 
1 2 gar 
-Pı=an! PT zn Pan 


und wenn man der Kürze wegen: 








are 
fest, fo bat man aud: 
- an an-tz 12 
o, ——, 6,* = 
1270 82 u ' 8 — 


als die Wahrſcheinlichkeiten der Urſachen oder Hypotheſen C 
Wenn man den Zug einer neuen weißen Kugel als bad 6 Sr. 
eigniff Z’ annimmt, fo find die Wahrfcheinlichkeiten von Z’ in Be 
ziehung auf biefe brei Urſachen oder Hppotheſen reſp.: 

Pı=% Pı=}. P3= =; 
und Folglich ift die volftändige Wahrfcheinlichleit @’ dieſes Geeignet: : 

o— +. 3” +}: 4.3" +3: 1= +4. az 
an Lantz La2m— 

Bem n=2r ift, fo hat man: 





Der. Werth von @’ iſt, wie es auch der Fall fein muff, =, 
.Denn dba eben fo viel weiße, als fchwarze Kugeln aus ber Urne | 
gezogen find, fo it fein Grund vorhanden, wetwegen man anneheren 
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follte, daſſ bei einem neuen Zuge eher eine weiße, als eine ſchwarze 
Kugel gezogen werben follte. Jedoch muſſ 9= größer fein, ald das 
Doppelte von 8* ober 7>5, damit man mehr ald 1 gegen 1 weiten 
Tann, da die in ber Ume B enthaltene Anzahl weißer Kugeln ber 
darin enthaltenen Anzahl ſchwarzer Kugeln gleich ift, oder daſſ dieſe Ume 
eine weiße und eine fhwarze Kugel enthält. Die Wahrfcheinlichkeit w, 
dieſer Hypotheſe ift fehr wenig von ber Gewiffheit verfchisben, wenn 
x eine fehr große Zahl ifl. | 

Benn Z eine ganze Bahl ift und man 2=2,,n—3: hat, fo 
‚ ergibt fi: J 
| er F 
“ | (22)’-(82)’-4 (16) 


welche Größe fehr wenig von 2 verfchieben iſt, wenn 2 fehr groß iſt. 
Zu gleicher Zeit ift die Wahrfcheinlichfeit @,, daſſ die Ume B zwei 


weiße Kugeln und eine fehwarze enthält, ſehr wenig von ber Gewiſſ⸗ 


beit verfchieben. | on 

Zerner wollen wir n=8 fegen, fo verwandelt fich der züges 
hörige Werth von w in: | 
RUN" +4 len" 

(27)”4-(16)” + (82)” 

Wenn = fehr groß ift, fo rebucirt fich berfelbe faft auf 4, und 

‚die Wahrfcheinlichkeit @,, daſſ Die Urne 3 eine weiße und zwei fchwarze 

Kugeln enthält, wirb ebenfalld faft ber Gewiſſheit gleich. 


In den drei Fällen, wo bie Anzahl der Ziehungen als fehr groß 
angenommen ift, nähert ſich die Wahrfcheintichfeit @’ ded Zuges . einer 


neuen weißen Kugel aljo fehr dem Verhaͤltniſſe der Anzahl der aus 


der Urne B gezogenen weißen Kugeln zur Gefammtzahl ver Verſuche, 
und dieſes Verhaͤltniſſ iſt zugleich mit einer fich der Gewiſſheit fehr 
nähernden Wahrfcheinlichkeit das Werhältniff der Anzahl der, in der 
Ume B enthaltenen weißen Kugeln zur Gefammtzahl der darin enthal- 
tenen weißen und fhwarzen Kugeln, d. h. die eigene abſtracte Wahr⸗ 
fcheinlichteit ded Zuged einer weißen Kugel aus dieſer Ume. In der 
Folge werden wir in der That fehen, daſſ, wenn irgend ein Ereignifl 
in einer- fehr großen Anzahl von Verſuchen eine gewiffe Anzahl von 
Malen beobachtet ift, dad Verhaͤltniſſ der letzten Zahl zur erſten ver 
fehr wahrfcheinliche und fehr genäherte Werth ber befannten oder unbe⸗ 
kannten abftracten Wahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniffes if. Da in dem 


% 
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eben betrachteten Beifpiele diefe Wahrfcheintichkeit nur 3, $, 3 fein Tann, 
fo folgt, daſſ die Werthe ==, = —3, =4 aud die einzigen find, 


welhe man mit Wahrfcheinlidykeit annehmen fann, wenn x und n 
ſehr große Zahlen ſind. 


8. 34. In dem Vorhergehenden haben wir vorausgeſetzt, daſſ vor 
- dem Stattfinden des Ereigniſſes Z alle die Urſachen Cy, Co, Eg,... 
welchen man es zufchreiben kann, gleich möglidy find; aber wenn man 
a priori irgend welchen Grund hätte, dad Worhandenfein einer diefer 
Urſachen eher anzunehmen, ald dad einer andern, fo müfite man bei 
der Berechnung ber Wahrfcheinlichkeiten, welche diefe verfchiedenen Urs 
-fahen nach dem Stattfinden des Greigniffes Z erhalten haben, auf 
diefe Ungleichheit der Wahrfcheinlichkeiten der Urfahen C,, Cz, Cg,... 
vor der Beobachtung des Ereigniffes Z Rüdfiht nehmen.“ Diefe Be- 
rudfihtigung ift in der Theorie der Wahrfcheinlichkeiten und, wie wir 
im fünften Kapitel fchen werden, befonderd bei der Beflimmung der 
Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit von Rechtsentſcheidungen ein wichti⸗ 
ger Punkt. Der Beweis in $. 28. laͤſſt fich übrigens leicht auf den 
allgemeinen Fall erflreden, wo die Urfachen des Ereigniffed Z vor. der 
BDrobakhtung beffelben beliebige Wahrfcheinlichkeiten haben ‚ deren Werthe 
‚gegeben find. 


Denn wir wollen, wie in Diefem &, bad Ereigniff E durd ben 
Bug einer weißen Kugel aus einer der Umen A), Ag Agı - . . dar: 
hellen und zuerft annehmen, bafj diefer Zug aus jeder diefer Urnen 
gleich möglich geweſen iſt. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die weiße Ku⸗ 


, wo Pn wieder bad 





gel aud ber Urne An gezogen iſt, iſt = 


n 
Verhaͤltniſſ der Anzahl der in der Urne im enthaltenen weißen Kugeln 


zur Sefammtanzahl der barin. enthaltenen Kugeln bezeichnet und die 
Summe 3 fi auf alle Urnen A, Agı Agı . . . erftredt. Für andere 
unter biefen Urnen Ay, Ag, Ag, . . . vorkommende Urnen An, An 
Pau 
- | _ pP 
nach der Regel in $. 10. iſt die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die weiße 
Kugel aus einer der Urnen An, Anı, Aw, elc. gezogen ill, die 
Summe: 


etc., und 





. p 
eic. ift diefe Wahrfcheinlichkeit ebenfalls reſp. 3, 


Pa Pan ZPn 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeiter. ꝛc. 5 


| 
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welche fih auf das Product aus einem biefer Bruͤche und ihrer. Ans 
zahl rebucirt, wenn die Größen Pr, Par, Ent... . einander gleich find. 

Nun wollen wir annehmen, daff die Umen A,, Agı Ay: -- 
aus a, Umen A,, wo in jeder das KBerhältniff der weißen Kugeln 
zu der Geſammtzahl ber weißen und fehwarzen Kugeln = p, iſt, aus 
a, Urnen Ay, wo für jebe dieſes Verhältniff =P2 iſt, ... und ends 
U aus 04 Urnen Ar, für welche dieſes Verhaͤltniſſ — pr ift, beſte⸗ 
ben, fo daſſ « die «Anzahl diefer Gruppen gleicher Urnen ausdrädt, 
und wenn-s die Summe aller Urnen bezeichnet, 


s=a+0,+0,+...+0 | 


if. "Die auf alle Urnen erfiredte Summe &p„ kann durch die Summe 
San Pn, welche ſich auf alle Gruppen von Urnen oder auf alle Wertbe 
‚ bed Ind rn von n=1 bis n=z erftredt, erfegt werden. Wenn 
alfo die an Urmen An, Anı Ant, ... eine ber Gruppen bilden, fo 
wird die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die, aus einer ber Ss Urneh gezogene 
weiße Kugel aus biefer Gruppe gezogen iſt, durch das Product aud 


a,Pn 


man fie mit. wn bezeichnet, 


Pn 
dem Verhaͤltniſſe Sa und ber Zahl on ausgeract, ſo daſſ, wenn 


@nPa 


m ——— 
— 


iſt. Aber vor der Beobachtung war die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die 
zu ziehende weiße oder ſchwarze Kugel aus dieſer Gruppe von Urnen 


— a, 
würbe gezogen werben, offenbar =—, und wenn man fie mit gu bes 
zeichnet, fo hat man folglich: 


B G,, 
- R=—ı alſo an Sn 


und wenn man dieſen Werth von an in ben von on ſubſtituirt, und 


den gemeinſchaftlichen Faktor s des Zaͤhlers und Nenners binweglaͤſſt; 
ſo erhaͤlt man: 


en 
In n . 
2gnPn 





Die verfehiebenen Gruppen von Urnen, welde wir eben betrachs 
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tet haben, flellen die 2 möglichen Urfahen C, , Ca, Car... Cı bes 


Ertigniffes Z dar, welche vor der Beobachtung beffelben ungleich wahr: 


fheinlid waren. Der Bruch gu drüdt die Wahrfcheinlichkeit vor der . 


Beobachtung aus, daſſ dad Ereigniff, welches flattfinden wirb, vor 
ber Urfache Ca herrührt, und wm drüdt bie Wahrfcheinlichfeit aus, 
daſſ das flattgehabte Ereigniff E durch diefelbe Urfache hervorgebracht 
AR, und da fi die Urfahen C,, Cy, Cy,... gegenfeitig ausfchlies 
Ben; fo find gun und on bie Wahrfheinlicfeiten der Exiſtenz dieſer 
Urſachen vor und nad der Beobachtung des Ereigniſſes E. Der 
Ausdrud von or zeigt alfo, daſſ die Wahrfcheinlichkeit jeder der moͤg⸗ 
lichen Urfachen, eines beobachteten Ereigniſſes erhalten wird, wenn man 
das Product aus der Wahrſcheinlichkeit qn dieſer Urſache vor der Be⸗ 
obachtung des Ereigniſſes Z und der Wahrſcheinlichkeit Du, welche fie 
dieſem Ereigniffe ertheilen würde, wenn fie gewiſſ wäre, durch bie 
Summe Zgn Pa der fih auf-alle Urfachen, welchen das Creigniff zus 
gefchrieben. werden kann, beziehenden ähnlichen Probucte dividirt. 


Die Wahrſcheinlichkeit des kuͤnftigen Ereigniſſes E', welches 
von benfelben Urfachen, ald E abhängt, wird, wie weiter oben, durch 
Eon Pn auögedrüdt, wenn man für on ben ebengefundenen Werth 
ſetzt, und es iſt folglich: 

ZInPnPa 
=, 


Wir wollen nun annehmen, daſſ nach dem ftattgehabten Greigs 
niffe E auch das Greigniff 4 beobachtet fei, und e8 fei P ein brit: 
tes Ereigniſſ, welches wieder von. denfelben Urfachen abhängt, und 
durch p wollen wir die Wahrfcheinlichkeit bezeichnen, welche bie Urs 
fache Can, wenn fie gewiſſ wäre, dem Stattfinden des Fünftigen Erz 
eignifles E“ ertheilen wuͤrde. Die Wahrfcheinlichkeit diefer Urfache 
war nad der Beobachtung bed Greigniffed Z und vor der des Ereig⸗ 
niſſes F on und nad ber vorhergehenden Regel ift fie nad der 


“pn 
Beobachtung des Ereigniſſes E' gleih — Setzt man in die⸗ 


n'n 





In PnPn 


fen Werth den von @n, fo verwandelt er fih in — und 


Z4nPn pP, 


multiplieirt man denfelben mit Par fo erhält man bie Wahrſcheinlichkeit, 
daſſ dad Ereigniſſ E“ vermoͤge der Urſache Ca ſtattfinden wird. Be⸗ 
58 


—3 





Ma Ma... —— TE ae m en au — 





68 


zeichnen wir atfo i die. vollftändige Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes 
mit ac fo erhalten wir: 


_ "InPnPnPn se 


— 








weißer Ausdruck fih auch aus dem von * ergibt, wenn man pP, für 
Dr und PnPn für p. fubftituirt, und im der That iſt dieſes Pro: 
duct ?,Pn in Beziehung auf die Urfahe C, die Wahrfcheinlichkeit des 
beobachteten Ereigniſſes, d. h. der Xufeinanderfofge ber Ereigniffe F 
und Z”. 
. 35. Um ein einfaches Beiſpiel anzuführen, welches zur Nach: 
weifung der Richtigkeit und Notwendigkeit der vorhergehenden Regel 
dienen fann, wollen wir annehmen, man fände auf einem Tiſche zwei 
Karten von unbelannten Farben, und daſſ, wenn man eine derſelben 
umkehrte, ſie eine rothe waͤre. In Beziehung auf die Farben dieſer 
beiden Karten kann man nur zwei Vorausſetzungen machen; denn es 


find entweder beide Karten roth, oder die eine iſt roth und die andere 


Schwarz. Wenn man durchaus nicht weiß, woher diefe beiden Karten 
tommen , fo find diefe beiden bypothetifchen Urfachen des beobachteten 
Ereigniffed vor der Beobachtung gleich wahrſcheinlich und nach ber 
Beobachtung ift die Wahrſcheinlichkeit der erften Hypotheſe, wie wir 
in $. 82. gefehen haben, —%, fo daſſ man 2 gegen 1 wetten könnte, 
baff die noch nicht umgewandte Karte, wie bie bereitd umgewanbte, 
roth iſt. Aber daffelbe findet nicht mehr flatt, wenn man z. B. weiß, 
daſſ die beiden Karten zufällig aus einem Piquetfpiele genommen find, 
weiched aus 16 rothen und ebenfo viel fchmarzen Karten befteht. Kor 
der Beobachtung tft die Wahrfcheinlichkeit der erften und zweiten Hy⸗ 
pothefe nach $. 18. refp.: 
_16.15  ___ 16.16 
1 2.1. 279 
und zu gleicher Zeit hat man: - 
a Pp=lip=t; 
‚ folgli if: 
\ 91 Pı_ —— 15 
9ı Pı gıPpı tgap2 31 


die Bahrfgeinligfit der erften Hypotheſe nach ber Beobachtung, fo 


51* 
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daſſ man, flatt 2 gegen 1, noch nicht einmal 1 gegen 1, ſondern 
blos 15 gegen 16 wetten fann, baff die unbefannte Karte, wie bie 
bereits umgekehrte, roth iſt. Die Richtigkeit dieſes Werthes von J 
ergibt ſich unmittelbar; denn es iſt einleuchtend, daſſ die vorliegende 
Aufgabe ganz dieſelbe iſt, als wenn man, nachdem aus dem ganzen 
Spiele eine rothe Karte gezogen ift, die Wahrſcheinlichkeit beftimmen 
folte, daſſ and den übrigen 31 Karten, worunter ſich nur noh 15 
rothe befinden, wieder eine rothe gezogen werden wirb. | 

Allgemein, wenn man einen Haufen von m Karten hat, wovon 
a voth und 5 ſchwarz find, nimmt aus biefem Haufen zufällig 7 
Karten und kehrt a— 1 verfelben um, woburd man a’ rothe und 
6’ Ihwarze findet; fo ift die Wahrfcheinlichkeit 5,1, daſſ die nte Karte 
roth if, und die Wahrſcheinlichkeit w,, daſſ fie fchwarz ift, nad 
der vorhergehenden Regel reſp.: 

_.0—d _ b—b* 
AT RT Fr 

Diefer Werth von @,- ift auch, wie ed fein muff, die Wahr: 
fheinlichkeit, aus dem urfprünglichen Haufen, welcher nur noch m — n 
+1 Karten enthält, worunter ſich a— a’ rothe befinden, eine rothe 
Karte’ zu ziehen, und ebenfo erhellet die Richtigkeit des Werthes von 
o,, weil a+b=m, a +b'=n—1, und überdies o,tr9,=1 


iſt. | 
' $. 36. Aus der Regel in $. 84. ergibt fich bie allgemeine Fol⸗ 
gerung, daſſ, wenn zwei Ereigniffe Z und Z’ von bderfelben Ur: 
fache. abhängen, vie Wahrfcheinlichleit des Lünftigen Creigniffes 2’ 
nicht bios von dem beobachteten Greigniffe EZ abhängt, fondern daff 
man bei ihrer Beſtimmung auch die Auffchlüffe berücfichtigen mufl, 
welche man vor der Beobachtung hinſichtlich der gemeinfchaftlihen Ur- 
fachen der Ereigniffe Z und F haben kann, fo daſſ die Wahrfchein- 
Lichfeit bed Ereigniffes Z’ für zwei Perfonen, welche baffelbe Ereig« 
niſſ Z beobachtet, aber zuvor verfchiedene Kenntniffe davon gehabt ha⸗ 
ben, verfehieden fein Fann. . 

Ebenfo muff man bei Unterfuchungen des Zweifeld oder der Kri- 
tik, worauf die Wahrſcheinlichkeitsrechnung ebenfalld anwendbar ift ($. 8.), 
3. DB. wenn man willen will, ob ein von einem Beugen bezeugtes Fa⸗ 
ctum wahr oder falſch ift, nicht blos die Mahrfcheinlichkeit des Irr⸗ 
thums des Zeugen, fondern auch das, was wir vor ber Ablegung ſei⸗ 
nes Zeugniffes von dem in Rede flehenden Greigniffe wiffen, in Be 
teacht ziehen. - Fa 

Bezeichnet alfo p bie Wahrjcheinlichkeit,, daſſ fich der Zeuge nicht 


⸗ 
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irret, oder irren will und g bie Wahrfcheinlichkeit ver Wahrheit des Er⸗ 
eignifles vor der Ablegung bed Zeugniſſes; fo hängt bie Wahrſchein⸗ 
lichkeit deffelben nad) Ablegung des Zeugniffes von > und 2 ab und 
wird auf folgende Weiſe beftimmt, 

- Daß beobachtete Ereigniff ift hier die Beʒeugung eines Ereigniſ⸗ 
ſes, deſſen Stattfinden nicht voͤllig gewiſſ iſt. In der Vorausſetzung, 
daſſ es wahr iſt, werden wir durch den Zeugen nicht getaͤuſcht, und 
pif folglich die Wahrfcheinlichfeit des Ereigniſſes. In der entgegen; 
gefegten Vorausſetzung ift feine Wahrfcheinlichleit =1 — pP, weil uns 
alsdann der Zeuge täufcht. Vor der Ablegung des Beugniffes war gz 
die Mahrfcheinlichheit der erflen und 1—g die ber zweiten Voraus⸗ 
feßung. Bezeichnet man alfo die Wahzfcheinlichkeit der erften Voraus: 
fekung oder der Wahrheit ded Ereigniffes nach der Ablegung des Zeugs 
niffes mit 7, fo ift nad) der Regel in $. 33: 


9 
b 


und hieraus folgt: 


— 
— — — 


woraus erhellet, daſſ die Differenz 7-—-g daſſelbe Zeichen hat, ats 
— — J, und folglich wird die Wahrſcheinlichkeit der Wahrheit des Er- 
eigniſſes, welche vor der Ablegung des Zeugniſſes ‚ſtattfand, durch die⸗ 
ſes vermehrt oder vermindert, je nachdem oder <<} geſetzt 
wird. Dieſe Differenz iſt =o, und bie Mabrfcjeintichkeit bed Ereig⸗ 
niſſes vor der. Bezeugung deffetben wird durch dieſe nicht geändert, 
wenn P=F% ifl, und man alfo 1 gegen 1 wetten Fann, daſſ ber 
Zeuge die Wahrheit fagt, oder nicht. Wenn man a priori feinen 
Grund hat, eher die Wahrheit, ald die Unmahrheit des von dem Zeus 
gen behaupteten: Ereigniſſes anzunehmen, fo ift die Wahrfcheinlichkeit 
y=H4; folgih r=p, und in diefem Falle hängt die Wahrfcheinlicy- 
“Reit, daſſ dad Ereigniff wahr iſt, nur noch von der Wahrhaftigkeit und 
Einſicht des Zeugen ab. 

Man kann nicht annehmen, daſſ eine der beiden Größen p und . 
die Einheit und die andere Null fei; aber wenn fich p der Gewifl- 
heit und 4 ber Unmöglichkeit ſehr nähert, fo daſſ dad Werhältniff von 
7 zu 1—p ein ſehr Heiner Bruch ift, fo ift die Wahrfcheinlichkeit 7 
ebenfalls ſehr Elein und dieſem Verhältniffe faft gleich. . Diefer Fall 
findet bei einem Greigniffe flatt, welches den allgemeinen Raturgefehen 
zuwiderlaͤuft und von einem Zeugen befätigt wird, welchen man, wenn 


* 
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dieſes nicht der Kal wäre, einen fehr hohen Grab von Zutrauen ſchen⸗ 
ten würbe. Diefe allgemeinen Naturgefebe find für uns das Refultat 
langer Reiben von Erfahrungen, woburch diefelben, wenn auch nicht 
abfolute Gewiſſheit, fo doc, wenigftend eine fehr ſtarke Wahrfcheinlich- 
keit befommen, welche durch die in diefen Geſetzen ftattfindende Harz 
monie noch mehr vermehrt wird, und welcher durch Fein Zeugniſſ bad 
Gleihgewicht würde gehalten werben können. Wenn alfo dad von dem - 
Zeugen behauptete Ercigniff dieſen allgemeinen Naturgefegen zuwider ift, 
fo ift die Wahrfcheinlichkeit der Wahrheit deffelben vor der Ablegung 
des Zeugniſſes faft Null, und wenn man auch dem Zeugen das größte 
Sutrauen ſchenkt, fo genügt doc ſchon die Möglichkeit feines Irrthu⸗ 
med, Damit die Wahrfcheinlichkeit 1 — p bed lebtern gegen die Wahrs 
ſcheinlichkeit ꝙ des Ereignifies vor dem Bezeugen deſſelben fehr groß 
fei und bie Wahrſcheinlichkeit r nach dem Zeugniſſe noch als unmerk⸗ 
lich betrachtet werden koͤnne. In einem ſolchen Falle muͤſſen wir ſo⸗ 
gar unſer eigenes Zeugniſſ verwerfen und annehmen, daſſ wir durch 
unſere Sinne getaͤuſcht ſind, welche uns etwas als wahr darſtellen 
koͤnnen, was den Geſctzen der Natur zuwiderlaͤuft. 

$. 37. Wir wollen annehmen, daſſ das Ereigniſſ, deſſen Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit wir eben betrachtet haben, auch durch einen zweiten Zeu⸗ 
gen beſtaͤtigt werde. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ uns dieſer Zeuge 
nicht hintergeht, wollen wir mit 7’ bezeichnen und bie ſich aus dem 
Doppelten Zeugniſſe ergebende Wahrfcheinlichkeit der Wahrheit ded Er: 
cigniffes mit 7’. Wenn man erwägt, daſſ die Wahrſcheinlichkeit ber 
Wahrheit dieſes Ereigniffes unabhängig von der Beſtaͤtigung bed zwei⸗ 
ten Zeugen ſchon —=r war, fo folgt, daſſ fih der Ausbrud von r’ 
aus dem von r ergeben muff, wenn man ;» und g in p’ und r ver 
wandelt, wodurh man | | 


„____ Pr 
Pr+@a—p)(i—n 
erhält, ober wenn man fir r und I—r ihre Werthe ſetzt: 


— — . 
—— 


Wenn der ‚zweite Zeuge bie Unwahrheit des Ereigniſſes bezeugt, 
deſſen Wahrheit von dem erſten Zcugen behauptet ift, fo iſt die Wahr- 
ſcheinlichkeit der Unwahrheit des Ereigniffes, unabhängig von dem zwei⸗ 
ten Zeugniſſe =1 — r, und wenn man folglich die aus den beiden 
entgegengefetzten Zeugniſſen refuitirende Wahrfcheinlichfeit der Unmahr- 
heit des Ereignified mit 7, bezeichnet, fo muſſ fich der Ausbrud für r, 
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| aus dem für r im vorbergehenben $. ableiten laffen,' wenn man > umb 
g in p und 1—r. verwandelt, und auf diefe Weiſe erhält man: 


= — —— p a _ raoN 
“ Pa=ntranp) 
oder was daſſelbe ift: 


p'(i—p) a-g 
= oa — )A—)+gp 1-p) 


Denn ap’ ift, fo rebucirt fich diefer Werth von’, ufl—g, 
und in. der That heben fi die beiden entgegengefeßten Zeugniffe von 
gleichem Gewichte gegenfeitig auf, und bie Wahrfcheinlichfeit der Un- 
wahrheit des Ereigniſſes muſſ dieſelbe bleiben, als zuvor. 


Ebenſo laͤſſt ſich leicht die Wahrſcheinlichkeit beſtimmen, daff ein 
Ereigniſſ wahr oder unmwahr ift, wenn e8 von irgend einer Anzahl 
Zeugen beftätigt und von einer andern Anzahl verneint wird. Wenn 
das Ereigniſſ von allen Beugen zu gleicher Zeit beftätigt wird, ſo 
nimmt der Ausbrud der Wahrſcheinlichkeit, daſſ ed wahr ift, ‚folgende 
Form an. 


Es fei wieder vor der Ablegung eined Zeugniſſes g Die Bahr: 
ſcheinlichkeit der Wahrheit des Ereigniffes und mit Yz wollen wir den 
Merth dieſer Wahrfcheinlichkeit bezeichnen, nachdem das Ereigniff durch 
eine beliebige Anzahl = von Zeugen beftätigt iſt; Yx—ı fei diefe Wahr: 
fheintichkeit, wenn dad Ereigniſſ blo8 durch æ — 1 Zeugen beflätigt 
wird, und wenn bie Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Zeuge, welcher nicht 
unter den E—1 Zeugen mitbegriffen ift, und nicht täufht, wenn er 
ebenfals die Wahrheit des Ereigniffes bezeugt, mit pl=1) bezeich⸗ 
net wird; ſo ergibt fi) der Ausdruck von Yx aus dem von r im vor⸗ 
Hergehenben $., wenn man barin P&1) und ya—ı ſtatt p und g 
feßt,, und man bat: 





pRr-YJx—ı 
PN +a-PED)A-re-ı) 


Der Werth von Yo ift die urfprüngliche Wahrfcheinlichkeit g, 
and wenn man fucceflive ==1, =2, =8,...febt, fo ergibt ſich 
aus diefer Formel: " - 


yı= — —74 y= p’ PA _ 
ı "ygtr(—-p)(1-g)’ ? Fam 
woraus man ben Werth von y, durch Elimination von Yj, ben von Pr 


Ya 
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durch Eilmination von Yz, u. f. f. ableitel. Aber wenn man ber 
Kürze wegen 
1 — pen) 
ps 
pr 


feßt, fo verwandelt ſich die vorhergehende Gleichung. mit endlichen Dif- 
ferenzen ber erfien Ordnung in folgende: 


’ ya Iz—1 
Ia-ı te (1-12) 
deren vollſtaͤndiges Integral 
| | — c 
Ta 0200: z 


iſt, wo c die willtürliche Gonftante bezeichnet. Wenn man in dieſem 
Ausdrucke von Yo, C—1 ftatt 2 feht, fo ergibt ſich daraus in der 


c 


Ya ———— 
c+(1— eo)e, 02 0: Ar" 
_ (1 — c)ur 02 08 P-1 
1—- Y-ı7= 


c+(1—c)eı P2 —R EEG 


und werden diefe Werthe mit dem von Yz verbunden, fo machen fie 
die gegebene Gleichung identiſch. Die Conftante c beftimmt man ver 
mittelft eined befondern Werthes von Yr, und wenn man will, ver: 
mittelft ded Werthes, welcher x o entſpricht. Nimmt man alsdann die 
Einheit für das Product Q, 020g ++. Qx von € Factoren, fo ergibt 
ſich Yo=g=c, und man hat alsdann für eine beliebige Anzahl x von 
Zeugen: . | 
E—— 
g-+(1—9)010203-+-@x 
An Beziehung auf den Zeugen, welcher einem beliebigen Inder z 
entfpricht,, ift die Größe gs das Verhaͤltniſſ der Wahrfcheinfichkeit, daſſ 
er und täufcht zu der MWahrfcheinlichkeit, daſſ er uns nicht täufcht, To 
daſſ H>1 oder 9 <1 ift, jenachdem die erfte Wahrfcheinlichkeit grö- 
Ber oder Bleiner ift, als die zweite, und or ift — 1, menn fie. einan- 
der gleih find. Wenn die Anzahl der Zeugen fehr groß ifl und als 
mmendlich betrachtet wird, und oz ift für alle Beugen größer, ald bie 
Einheit, fo ift die Wahrfcheinlichleit 4. ber Wahrheit des von ihnen 
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baeugten Ereigniſſet, bis auf eine Ausnahme, Null, und wenn dagegen 
x unendlich ift, fo ift diefe Wahrfcheinlichkeit wieder bis auf eine Aus⸗ 
nahme die Einheit oder Gewiffheit, wenn oz für alle Beugen Feiner 
al3 die Einheit iſt. Die Ausnahme findet ftatt, wenn, die Größen 
Grr Qar Ogr - . , fortwährend ab⸗ oder zunehmen; aber fich ohne Ende 
der Einpeit nähern. Wir wollen z. B. allgemein 
48? 
(2i—1)? n? 


nehmen, wo n bad WVerhältniff des Kreisumfanged zum Durchmefler 
bezeichnet, und g eine gegebene Gonflante, welche die Einheit nicht 
überfteigt, ‚damit Feine der · Größen, O1 O2, Og7 + - negativ‘ wird. 
Dad Product dieſer Größen ift nach einer bekannten Formel =cosg 
und man hat folglich: 


g=1— 


9 
g9+(1—g)oosg’ 
welche Größe fehr von der Einheit verfchieden iſt, wenn g von 47 
verfhieden if. Wenn man ge=hV —ı feßt, fo kann die neue 
Gonftante ' größer oder Feiner als die Einheit fein. Bezeichnet man 
die Bafid der Reperfchen Logarithmen mit e, fo ergibt ſich: 
— 2 

ER ; 
29+(1-9)(e*+e*) 
und wenn 3 die Einheit nicht überfleigt, ober nur Feine fehr große 
Zahl ift, fo iſt diefe Wahrfcheinlichkeit y, nicht fehr Hein. Man kann 
fich jedoch leicht überzeugen, daſſ der erfle Werth von Y, immer grö- 


fer ift, als die Wahrfcheinlichfeit Y des Ereigniffes vor der Ablegung 
der Seugnifle und ber zweite immer Heiner. 


- Diefe Formeln fegen voraus, baff alle Zeugniſſe directe ſind, und 


Ya — 


Yo — 


wir wollen fogfeich den Fall unterfuchen, wo nur ein einzigeö Zeugniſſ 


direct und alle übrigen traditionell find. 

F. 38. Wenn ein Zeuge nicht blos ausſagt, daſſ ein Ereigniſſ 
wahr ober falſch iſt, ſondern auch das Stattfinden eines Ereigniſſes in 
einem Falle bezeugt, wo mehrere moͤglich waren, fo iſt das Ereignifſ, 
yoelch.8 er bezeugen kann, wenn er fich irret, oder wenn er fich irs 
ren will, nicht das einzige, fondern nur eins von denen, welche nicht 
flattgefunden haben, oder wovon er biefed wenigftens glaubt. Diefer 
Umftand bat aber, wie man fogleich fehen wird, auf die Wahrfcheins 
lichkeit des Greigniffes nach dem, Beugnifie, unabhängig von der, welche 
vorher fiattfand , Einfluff. 


% 
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Um die Begriffe zu flriren, wollen wir annehmen, daſſ eine 
Ume „4 eine Anzahl 1 von Kugeln enthält, wovon @, mit der Zahl 1, 
‚% mit der Zahl 2, ... am mit der Zahl m bezeichnet find, fo * 


—— ... Taom 


und 7» bie Anzahl der verſchiedenen Nummern der in dieſer Urne ent⸗ 
haltenen Kugeln iſt. Wenn aus der Urne eine Kugel gezogen iſt, ſo 
kann man in Beziehung auf die Nummer dieſer Kugel m verſchiedene 
Borausfegungen C,, Ca, Cgr +». . Ca machen, und wenn ihre Wahr: 
ſcheinlichkeiten, vor irgend einem Beugniffe, mit 91, Ya, Gar + -- Im. 
bezeichnet werden, fo hat man: 


a, a Om 


1177, 92 *7, Im nz 
und wenn ein Zeuge audfagt, daſſ die aus ber Ume A gezogene Ku: 
gel die Nummer n hat, fo befommen die Wahrfcheinlichkeiten dieſer 
Hypotheſen die Werthe von @,, @,, @g, ... @m, weldhe nad) ber 
Regel in $. 34. zu beflimmen find. Das beobachtete Ereigniff ift hier 
die Ausfage des Zeugen, daſſ die gezogene Kugel die Nummer 73 trägt, 
. und jede dieſer Vorausſetzungen gibt diefem Greigniffe eine gewilfe 
Mahrfcheinlichkeit, deren Ausdrud zunächft gebildet werden muſſ. Wir 
offen die den zn Hypotheſen entiprechenden Wahrſcheinlichkeiten dieſes 
Greigniffed mit P 1, Parfgr »-- Pa bezeichnen, fo entfprechen nad) 
den fruͤhern Bezeichnungen die Größen, Cz, 'yı, @1, pi dem Zuge ei: 
ner beliebigen Nummer 2 und Can, Qn, On, Pn entfprechen insbefun- 
dere dem Treffen der von dem Zeugen audgefagten Nummer. 

Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fih diefer Zeuge nicht irret, wollen 
wir mit u und bie, daſſ er fih'nicht abfichtlich irret, mit v bezeich⸗ 
nen, fo it 1 — u die Wahrfcheinlichkeit, daſſ er fich irret, und 1— v 
die, daſſ er fich abfichtlich irre. _In der ten Hypotheſe, d. h. in der 
Vorausſetzung, daf| r wirklich die aus der Urne A gezogene Nummer 
ift, wird der Zeuge den Bug diefer Nummer audfagen, wenn er fid 
nicht irret und nicht irren will, wofür die Wahrfcheinlichleit nach der 
Regel in $. 5. durch uv auögebrüdt wird. Wenn er fich irret, fo 
glaubt er, daſſ Die aus der Ume A gezogene Kugel irgend eine von 
n verfchievene Nummer n’ hat, und wenn er täufchen will, fo Tagt 
er eine vom n verichiedene ‚oder unter den m. — 1 übrigen Nummern 
genommene Nummer aus, Die Wahrfcheinlichkeit, baff tie Nummer n 
gerade die iſt, welche ber Beuge ausfagt, ergibt fich hieraus folglich . 


= = ‚ Indem jebod) angenommen wird, daſſ ber Zeuge für irgend 





76 


eine Nummier keine befonbere Voriebe hat. Folglich wird bie Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit, daſſ dieſe Nummer von einem Zeugen, welcher ſich irret, 
und taͤuſchen will, angegeben wird, durch das Product der drei Bruͤche 


1 nahe 2 
1—u, 1—v, =77 auögebrudt. Der Zeuge fagt die Nummer 7 


nicht aus, wenn er fich irret und nicht täufchen will, oder wenn er 
fih nicht irret und bintergehen will; denn im erften Zalle fagt er bie 
Nummer aus, welche er für die gezogene hält, aber nicht die Nm- 
mer r ift, und im zweiten Falle weiß er, daſſ diefe Nummer gezogen - 
ift und will fie nicht ausfagen. Hieraus und Aus der Regel in $. 10: 

ergibt ſich: 


zw HIT v) 


ki bie volftändige Wahrfcheinlichkeit, welche bie Hypotheſe 6, dem be: 
obachteten Ereigniffe ertheilen würbe, wenn fie gewiſſ wäre. 

| Sn der dem Zuge einer von.r verfchiedenen Nummer 2 entfpres- 
chenden Hypothefe Ca fagt der Zeuge nicht die Nummer n aud, wenn 
er fich nicht irret und nicht hintergehen will. Wenn er -fich nicht irret, 
aber täufhen will, fo weiß er, daſſ die Nummer z gezogen ift, aber er 
fagt aud, daſſ eine der m —1 andern Nummern gezogen ift, und 

un 1 

die Wahrfcheinlichkeit, daſſ diefes die Nummer r ift, ift = on, wor⸗ 
aus fich die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Zeuge wirklich bie Nummer 7 auds 


— 2 ergibt. Wenn fich der Zeuge irret, aber nicht betrügen 


will, ſo iſt ee Wahrſcheinlichkeit A 1; denn er kann glauben, 


daſſ die gezogene Nummer eine der übrigen m — 1 von 2 verfchiedes 

nen Kugeln iſt, und er fagt die aus, von welcher er glaubt, daſſ fie ge= 
1 

zogen iſt und 73 ift die Wahrfcheinlichkeit, daff n diefe Nummer ift. 


Endlich, wenn ſich der Zeuge irret und er will hintergehen, fo glaubt 

er, dafj eine der m — 1 Nummern aud der Urne A gezogen iſt, welde 

von der:verfehieden find, die er ausfagt, und folglich ift die Wahrfchein- 

lichfeit, daſſ er glaubt, es fei eine beflimmte Nummer 77’ gezogen, 
1 Bar 

=. Diefer Bruch drudt auch die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ 

er unter den m —1 von n’ verſchiedenen Nummern bie Nummer n 


als die ausgezogene ausfpricht, und folglich iſt a! die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit, daſſ der Zeuge glaubt, die Nummer n ſei gezogen, aber 





1 
ſagt, * 


77 
außſagt, daſſ bie Nummer a» gezogen ſei. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 


ber. Zeuge die Nummer rn als die gezogene angibt, wird folglich durch 


Däs- Product aus dem Bruche u _ _p? 


wie n', welche der Zeuge für — hat halten koͤnnen und welche 
Zahl nur —=m—2 ift, weil der Zeuge, welcher fich irret und betrügen 
will, weder glauben kann, daſſ die wirklich gezogene Nummer 2, nod) 
die von ihm ausgefprochene Nummer 72 gezogen ift, ausgedruͤckt. Anderer 
Seits. ift die Wahrfcheinlichfeit diefed doppelten Fehlers dem Producte 
(1 — u)(1 — 5) gleih und die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Zeuge wirk⸗ 
lich die Nummer n ausſagt, wird folglich Durch das Product (1 — u)X 


(1—o) — 2% auögebrüdt. Menn man alddann die Wahrfchein- 


lichkeiten vieler Ausſagen in den drei verſchiedenen Fallen, worin fie 
"Haben flattfinden innen, in eine Summe bringt, fo ergibt fich: 


urn) au, m- 2)(1—u)(1—o) 


| AZ m—1 nm—1 (m — 1)? 
als die volftändige Wahrfcheinlichkeit des beobachteten Ereigniſſes in ei- 
ner der m— 1 feiner Wahrheit zuwibderlaufenden Hypotheſen. Diefer 
Werth von pr ift mit dem von ?n übrigens durch die Gleichung: 
Pa+(m—N)pı=1 
. verbunden, weil die Summe der Wahrſcheinlichkeiten, daſſ der Zeuge 
- Die Ziehung der den m verfchiebenen Hypotheſen C,, Car Cyr ... Cm 
entfprechenden Nummer r audfagt, der Cinheit gleich fein muſſ. \ 
Nun ift aber nach der Regel in $. 34: 
j 5 u  9nPn BER qi Pi 
tzuipi 
wo ſich die Summe 3 auf alle Werthe des Inder 2 von 2=1 bis 


= m erfiredt, außgenommen 3—=n. Da bie Größe ps von  unabs 
bangig und die zumme der Werthe von gr, weniger dem Z=n entfpre= 


und der Anzahl der Nummern 


M— | 
enden, = — — if o verwandelt fich der Ausbrud von @n,. nadhs 
u 


dem man die Werthe von Zn, In, Pi, gt hineinfubftituirt und feinen 
Zähler und Nenner mit u (m — 1)2 multiplicirt hat, in: 
_[a— De +uÜ—WU—o]m— 1a, 


— EEE 


m 
Hm namen 2) azala- -d B 
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Dieſes ift alfo die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die von dem Zeugen 
audgefagte Nummer 7 wirklich aus der Ume A gezogen if. Die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſes nicht der Fall ift, wird durch 1— On 
ausgebrüut und die ded Zuges einer jeden andern beflimmten Nummer 
i ergibt ſi ſich aus dem Ausdrucke von L— Gm, wenn man denſelben 
mit dem Werhältniffe von gzpt zu Zg; Pr oder yon a zu u—ay 
multiplicirt; fo daff man hat: 


. M*4Gn 

Um biefe Refultate zu erhalten, haben wir angenommen, dafl, 
‚wenn fich der Zeuge irret, oder wenn er betruͤgen will, die von ihm 
ausgeſagte Nummer blos durch den Zufall und nicht durch irgend -eine 
befondere Urfache beflimmt ift, und diefed ift wohl zu bemerfen. Daſ⸗ 
ſelbe wuͤrde nicht mehr der Fall ſein, wenn er betruͤgen will und ir⸗ 
gend einen Grund haͤtte, den Zug einer beſtimmten Nummer lieber 
glauben zu machen, als den einer andern, ſo wie auch nicht mehr, 
wenn er ſich irret und ſein Irrthum z. B. daraus entſpringt, daſſ 
zwiſchen der Nummer, welche er fuͤr die gezogene haͤlt und ausſpricht, 
und der wirklich aus der Urne A gezogenen Kugel eine gewiſſe Aehn- 
lichkeit ſtattfindet. Diefe ſchwer zu berechnenden Umftände, wovon 
wir abftrahirt haben, könnten auf die Wahrfcheinlichkeit ded Zuges ber 
von dem Zeugen audgefagten Nummer einen bedeutenden Einfluff haben 

Statt der mit mm verfchiedenen Nummern bezeichneten Kugeln 
fönnte die Urne A auch Kugeln von eben fo vielen verfchiedenen Far: 
ben enthalten. Wenn fie blos weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und 
zwar von ber erften Farbe = und von der zweiten u— a Kugeln, 
und der Zeuge fagt aus, bafj eine weiße Kugel gezogen ſei; fo macht - 
man in dem Ausdrude von @n, n=:2 und an =a, und wenn man 
alddann feinen Werth mit 7 bezeichnet, fo erhält man: 


[u +i1-W)U-— — u) (1— o)]a 
— foot — u)(1 — 0)Ja+[1— 0): )u--(l —u)0]« a) 
als die Wahrfcheinlichkeit, daſſ wirklich eine weiße Kugel aus der Urne A 
gezogen iſt. 

Diefen befondern Kal kann man ald den eines wahren oder fals 
fhen von einem Zeugen bezeugten Ereigniffes betrachten. Wenn dies 
ſes Ereigniff der Bug der weißen Kugel ift, fo ift 7 bie Wahrfihein- 
lichkeit, daſſ er, flattgefunden bat und ihr Ausdrud muſſ mit dem in 
"6. 36. übereinftimmen. Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ und ber Zeuge 
nicht hintergeht, iſt zuvoͤrderſt: 


@e 


p=zw+l —Wa—o 


denn dieſes Tann flattfinden, wenn er ſich nicht irret und uns nicht 
betrugen will, oder auch, wenn er fich irret und uns bintergehen will, 
-b. h. wenn ber Zeuge von ben. beiden allein möglichen Ereigniffen des 
Zuged einer weißen und des einer fibwarzen Kugel das "Entgegenge: 
ſetzte glaubt von dem, was ftattgefunden hat, ober dad Entgegenge: 
feßte audfagt von dem, was er glaubt. Berner ift die Wahrſchein⸗ 
tet, dafj und der Zeuge hintergeht; 


I—P=l—Nu+a 0, 


was fih aus dem Werthe von p ergibt, ober direct erhalten Iäfft, 
wenn man bemerkt, daſſ und ber Zeuge hintergehen kann, fowohl, 
wenn er fih nicht irret und und betrügen will, als wenn er: fich irret 
und uns nicht täufchen will. Auch iſt: 
u— 4a 
I=-—, 1. I— u 
zefp. bie Babrfgeintiäteit v der Wahrheit und Unwahrheit des von dem 
Zeugen behaupteten Creigniffes vor der Ablegung feines Zeugniffes. 
Diefe verfhiedenen Wertte machen ben Ausdruck von 7 in $. 86. in 
der That mit dem eben angeführten ibentifch. 
Wenn die Urne A nur eine Kugel mit jeder der Nummern von 
1 bis m enthält, fo hat man mn —=1 und u= m, woburd ber alls 
gemeine Audbrud bon @n fehr vereinfacht wird und fih auf: 


az =, 2 


—1 

reducirt. Diefe Wahrfcheinlichkeit, daſſ bie von dem Zeugen audges 
fagte Nummer n wirfli aus der Urne A gezogen ift, ift in dieſem 
Falle von der weiter oben mit Pm bezeichneten Wahrfcheinlichkeit, d. h. 
von der Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Zeuge die Nummer n in ber Vor⸗ 
ausſetzung audfagt, daſſ fie gezogen iſt, nicht verſchieden, fie nimmt 
deſto mehr ab, je größer die Anzahl 2 der in der Ume enthaltenen 
Kugeln wird und würde ber Wahrfcheinlichkeit gleich fein, daſſ fich ber 
Beuge weber irret, noch un hintergehen will, wenn dieſe Zahl un⸗ 
endlich groß werden koͤnnte. 

6. 30. Es bliebe nun noch der allgemeine Fall zu betrachten 
übrig, wo mehrere Zeugen vorhanden wären, wovon einige von dem 
Ereigniffe, welches fie bezeugen, eine directe und die übrigen eine 
traditionelle Kenntniſſ haben; um aber diefe Unterfuchung. über die Ber 











flimmung ber Wahrfcheinlichkeit der Bengniffe nicht zu weitläußg zu 
machen, wollen wir nur eine fpecielle Aufgabe biefer Art auflöfen. 

Mir wollen die Zeugen, deren Anzahl = =c+1if, mit T Ti Ta, 

. Tg—ı, Ta bezeichnen. Es iſt, wie in der vorhergehenden Auf⸗ 
gabe, aud der Urne A eine Kugel gezögen, deren Nummer nur ber 
Zeuge T direct kennt; jeder der Übrigen Zeugen hat fie von ben 
vorhergehenden durch eine unterbrochene Reihe von Zraditionen kennen 
gelernt, und von dem legten Beugen 7, ift diefe Ausfunft auf uns 
übergegangen. Da der Zeuge Tr alfo der einzige ift, von Wels 
chem wir etwas gehört haben, fo ift in dieſer Aufgabe das bes 
obachtete Ereigniff die von dem Zeugen Tx—ı abhängige Berficherung 
des Zeugen 7, daff aus der Urne A die Nummer 7 gezogen iſt, 
und es kommt darauf an, die Wahrfcheinlichkeit zu beſtimmen, daſſ 
dieſe Nummer wirklich die aus dieſer Urne gezogene iſt. 

Es ſei Ya die Wahrſcheinlichkeit des beobachteten Ereigniſſes in 
der Hypotheſe Ca des Zuges der Nummer 3 aud der Urne A und 


Y, dieſe Wahrfcheinlichkeit in der Vorausſetzung C, des Zuges einer 
andern Nummer 3, SBezeihnet man wieder durch am und ar die An: 
zahlen der in ber Urne A enthaltenen und mit den Nummern z» und 2 
bezeichneten Kugeln und mit u die Gejammtzahl der Kugeln, welche 


.a 
dieſe Urne enthält; fo tft der Bruch — die Wahrfcheinlichkeit des Zus 


a, . 
ged der Nummern 3, und 7 die des Zuges der Nummer . Nach 


der Regel in $. 34. wird die Wahrfcheinlichkeit der Hypotheſe er 
Durch : 


a 
0,3. r°8, 7%, 


auögedrüdt , wo fich Die Summe 3 auf alle Indices 2 von 1 bis 
e=m, mit Ausnahme von in, erfiredt. Wir werben fogleich fehen, 


daſſ der Ausdrud von Yz von 2 unabhängig if, und da bie Summe 
ber Werthe von o,, mit Ausnahme von Qu, gleich H— Gy ift, fo iſt 
biefer Werth von wm daſſelbe als: 


01x 
n? „+ — YA x 
Hieraus ergibt, fich die Wahrfcheinlichkeit a; jeder andern Hypotheſ 


On ZZ 


On ZZ 








sr 


C,, wem man ben Bett von 1 — Sr durch daS Berhättnif von 
ar zu 6 — a, multiplicirt. - 


Die Aufgabe rebucirt ſich alfo auf die Beftimmung der uUnbe— 


kannten Yo und 52 als Functionen von =. Zu dem’ Zwecke wollen 
wir die Mahrfcheinlichkeit, daſſ und der Zeuge 75 nicht täufcht, mit 
kz bezeichnen, fo daff 1— Az die Wahrſcheinlichkeit ift, daſſ er uns 
ohne oder mit Vorſatz täufcht. Der Zeuge 7 fagt aus, daſſ aus 
der Ume A die. Nummer 7 gezogen ft, wenn er uns nicht täufcht, 
und der Zeuge Tz--ı auch gefagt hat, daſſ diefe Nummer gezogen fei, 
wofür in der Vorausſetzung Cn bie Wahrfcheinlichleit dem Producte 
kzyz-—ı gleih ifl, wo Yo—ı in Beziehung auf den Zeugen 7r_ı 
baflelbe ausdruͤctt, wad Yo in Beziehung auf den Zeugen 7’, ausdruͤckt. 


v 


Der Zeuge 7To kann audy audfagen, dafl die Nummer 72 gezogen fei, 


wenn er und bintergeht und zu gleicher Zeit der Zeuge Tz—ı den 
Zug einer andern Nummer ausgefagt hat. In ber „rausfegung Ch 
ift Die Bahrfcheinlichkeit diefer Combination = (1 — Kr) (1—Yr_ı); 
aber da die WBahrfcheinlichkeit, daf| m bie Nummer ift, welche ber 


Zeuge Ir von den m— 1 Nummern, die er nicht für von dem Zeus 


gen Tz—ı auögefprochene Nummern hält, ausfagt, nur =-—— ift; 


fo wird die MWahrfcheinlichkeit ber Ausſage der Nummer n auf . 


(1—4:)(1—J,_,) | 
a reducirt. Enblih wird der Zeuge Ta die Zie⸗ 


J hung dieſer Nummer nicht ausſagen, ſowohl wenn er uns hintergeht, 
und ber Zeuge Ta— i fie audgefagt hat, als wenn er und nicht hinter: 
seht und Ta-ı ben Zug .einer andern Rummer audgefagt hat. Wir 


erhalten alfo 





(1 —k,) 1—y._,) 


m—ı 





YsT kzy 2-17 
als bie vollſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit des beobachteten Ereigniſſes in der 
Vorausſetzung Ca, und ebenſo findet man: 

m — 1 


für dieſe Wahrſcheinlichkeit ‚in jeder andern Hypotheſe Cr, fo daſſ bie 





Yazkıya-ıt 


beiden Unbekannten Y. und Yz vom derfelben Gleichung mit endlichen: 


Differenzen der erflen Ordnung abhängen, unb fi nur durch die will⸗ 
Türliche Gonflante von einander unterfcheiben. 
Poiſſon's Mahrfcheinlichkeitsr. 26. .6 





— — 


DE Ey 5 








» N. TEBE I N 


"Bw, 


. ] 
Bezeichnet man dieſe willkuͤrliche Tonſtante mit €, fe iſt das el 


ſtaͤndige Integral der gegebenen Gleichung: 


emk —Ymak,—1).,.(mk,_, ji 


nn — — — 


1 
J2= 7, 





. | (m— 1)” 
Denn feßt man darin 2—1 ſtatt =, fo ergibt fi) daraus: 





Ä 1, mhk mk— 1... (mb, 13) 
Zu my ' 


und diefe Werthe machen in Verbindung mit dem von 52 die gegebene 
GSteichung identifch. . Zur Beftimmung ber Eonflante c feßen wir in 


‚dem Integrale 20 ımb bennften, daſſ die ſich anf den directen Zeu⸗ 


gen T besichende Wahrfcheinlichkeit Ya den im vorhergehenden §. mit 
pn bezeichneten ‚Werth haben muſſ. Nimmt man in diefem Falle, wo 

—o iſt, die Einheit für dad Product der in dem Integrale vorkom⸗ 
manben Factoren, fo ift folglich: 


mp, —1 





Pa= — +6, e= | 
und für einem befichigen Werth von * if folglich alsdann: 
ya {1+mp— X}, 
wenn man der Kürze wegen: | 
(mk, — D(mk,—1)...(mk,—1) 


febt. Bemerkt man, daff die Wahrfcheinlichkeit y, in Beziehung auf 
den directen Beugen 2 in einer beliebigen von On verſchiedenen Hypo⸗ 
thefe C, auch diefelbe fein muſſ, als die, welche im vorhergehenden $. 
mit Pr bezeichnet ift, fo bat man ebenfo: | | 


1 | 
Ya (mp —nX J, 
eine von 7 unabhängige Größe, weil p; von biefer Zahl mabhaͤngig if. 


X 
Subfiteirt mar dieſe Berthe in ben von win, fo ergibt ſich: 
 Uit+mp—DA]e, 


= ef, ne, „+Oo+@R;- 926-2, 


für die gefuchte Wahrfcheinlichleit, daſſ die von dem letzten Zeugen Tz 
auögefagte Nummer r wirklich aus ber Ume A gezogen if. 


Statt des mit A bezeichneten Productes kann man folgendes : 
X=h,h,h,...hz 

| fubfituisen, wenn man ber Kürze wegen: j 

(—k,) 


m—1 


febt. Da die Bahl m immer größer if, als 1 und es einen pofitis 

ven Bruch bezeichnet, welcher die Einheit nicht Überfchreiten Tann, fo 
folgt, daſſ jeder der Bactoren von A pofitiv oder negativ fein Tann, 
ohne die Grenzen +1 zu überfchreiten. Wenn bie Anzahl der Fac⸗ 
toren Tehr groß ift, fo iſt dieſes Product fehr Mein und es würde vl 
lig Nu, wenn dieſe Zahl unendlich groß wäre, diejenigen befondern 
Falle jedoch auögenommen, wo die Factoren h,, ha, ha... eine Rebe 
von Bruͤchen bilden, die fortwährend gegen bie Einheit convergiren. 
Wenn man nun in dem Ausbrude für on vie Glieder mit X vernache 





ka— Az 





Iäffigt, fo reducirt er ſich auf - 7, woraus folgt, daſſ im Allgemeinen 


die Wahrſcheinlichkeit eines Ereigniſſes, welches uns durch eine ſehr lange 
Reihe von Traditionen mitgetheilt iſt, nicht merklich von der eigenen 
abſtracten Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes verſchieden iſt, waͤhrend 
ſich die Wahrſcheinlichkeit eines Ereigniſſes der Gewiſſheit ſehr naͤhert, 
wenn es von vielen directen Zeugen beſtaͤtigt wird und man in Be⸗ 
ziehung auf jeden dieſer Zeugen mehr als 1 ‚gegen 1 wetten Tann, 
daſſ er und nicht täufcht (6. 87. 

An dem befendern Zalle, wo die Ume A nur eine Kugel von. 
jcder Nummer enthält und wo folglich m S 1 und um iſt, redu⸗ 
ciet ſich der Werth von @n vermoͤge ber Sleichungz, 


.Ppta—-V)p=1 

af: | | \ 
= [1+mpm— 1X] 
oe 
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Diefe Wahrfcheinlichfeit ſtimmt folglich alsdann mit Ir, d. 5. mit 
der Wahrfcheinlichfeit der Ausfage der Nummer n durch den Zeugen 
Tz in der Vorausſetzung Ca, daſſ dieſes wirklich die aus. der Urne A 
gezogene Kugel ift, überein. Aber man darf nicht, wie ed &aplace bei 
der Auflöfung derfelben Aufgabe*) gethan hat, a priori eine der bei- 
den MWahrfcheintlichfeiten Yz und on für die andere nehmen, welde 
nur bann identiſch find, wenn dad Werhältniff von u — um zu an 
dem von m —1 zu 1 glei if. 


6.40. Man kann, wenn man will, jede der Größen krkaıkar:-. 
auch vermittelft der Zahl m und der Wahrfcheinlicheiten, daſſ der Zeuge, 
auf welchen fie fich bezieht, ſich nicht irret, und und nicht hintergehen 
will, ausbrüden. Es fei u, die Wahrfsheinfichkeit, daſſ cin beliebiger 
Zeuge Zr der vorhin erwähnten traditionellen Neihe nicht getäufcht ift 
und 9, bie Wahrfcheinlichfeit,, daſſ er nicht hat täufchen wollen. Wenn 
Diefe beiden. Umftände zugleich ftattfinden, fo bat und ber. Zeuge nicht 
-getäufcht und er bat und auch nicht täufchen können, wenn er fi ge- 
irret hat und und ‚hat täufchen wollen; aber in biefem zweiten. Salle iſt 


1 
— die Mahrfcheinlichkeit, daſſ er unter den m— 1 "Nummern, 


wovon er. glaubt, daff- fie nicht aus der Ume A gezogen find, bie. 
Nummer ausgeſagt hat, und da diefe beiden Fälle die einzigen find, 
worin er. nicht: hat täufchen können durch die Ausjage dieſer Nummer; 
fo ift bet. volſandige Werth von Ka: 


(1— u,,) (1—.) 


kyı "— Ug!Vgı 





m—1l 


Für =0 fimmt er mit dem Werthe von xñ im vorhergehenden 6. 
uͤberein, wenn man u,, 9, für die in dem letztern porfommenden 
Größen u und v nimmt. 

Diefe Größe Kar ift die Wahrfcheinlichkeit des gZeugniſſes von Ta 
oder der Werth dieſes Zeugniſſes an fich betrachtet, db. h. der Grund, 
welchen man hat, zu glauben, daſſ die Nummer 72 aus einer Ume A 
gezogen ift, welche: verfchiebene Arten von Nummern enthalten Tann, 
wenn man blos weiß, daſſ diefer Zug von einem Zeugen Ti bezeugt 
wird, für welchen. uw und var die Wahrfcheinlichkeiten find, daſſ er ſich 
nicht irret und und nicht hintergehen will. Wenn man gewiff weiß, 
daff der Zeuge Zur fich irret und uns täufchen will, fo ift ur —0 und - 
eo» —=0; aber die aus feinem Beugniffe refultirende Wahrfcheinlichkeit 





) Theorie analytique des probebilites, page 457. 





Kr, daff die Nummer rn gezogen iſt, iſt dennoch = Sie iſt 


für m=2 die Gewiſſheit, und in der That ſagt der Zeuge nothwen⸗ 
dig die Wahrheit, wenn er die ber beiden Nummern außfagt,; wovon 
er nicht glaubt, daſſ fie gezogen ift und bie für bie gezogene Nums 
mer hält, welche es nicht if. Wenn 3 ift, fo kann man 1 
gegen 1 wetten, daſſ von den drei Nummern die gezogen ift, welche 
ber Zeuge audfagt, wovon man fich leicht durch die Aufzählung aller 
möglichen Gombinationen überzeugen kann, und ebenfo. überzeugt man 


ſich leicht von ber Richtigkeit- des Werthes —— der Wahrfcheinlich- 


feit Ay für eine beliebige Zahl m. oe 

Man muff den Fall, wo fich ein Zeuge irret, und zuverläffig tän- 
ſchen will, nicht mit: dem verwechfeln, wo die Reihe der Zrabitionen 
unterbrochen ift, fo baff der Zeuge Zur—ı, welcher vor Zi vorhergeht, 
nicht eriftirt. Alsdann ift ed gewiſſ, dafl der Zeuge Zr täufchen will, weil 
er die Griftenz ded Zeugen Ta1 voraudfegt, und man hat folglic) 
ou —0; aber die Wahrſcheinlichkeit, daſſ fich der Zeuge Zur nicht 
irret, if nicht Null. Da diefer Zeuge in diefem Falle über das ſtatt⸗ 
gehabte Ereigniff Seinen Aufichluff hat, fo ift die Wahrfiheinlichkeit, 


daſſ er bie wirklich gezpgene Nummer audfagt, -1, und fie iſt zu 
gleicher Zeit auch der Werth feines Zeugniffes; denn wenn man in ber 
vorhergehenden Formel u⸗ =— und px * 0 ſetzt, fo kommt ku =— 

Diefer Werth von Kr teducirt den Bactor hr von X auf Null, und 


folglich Die Wahrſcheinlichkeit On des Zuges der Nummer n auf * 


d. h. auf die eigene abſtracte Webrſdemihet dieſes Ereigniſſes, wie 
es offenbar der Fall fein muff. ° 


& 41. Mit Hülfe der zur Befimmung der Wahrſcheinlichkeit der 
Urſachen aufgeſtellten Regel können wir nun dad am Ende bed 8. 7. 
über daB Beftreben unfered Geiftes, bei gewiſſen Ereigniffen eine fpe- 
cielle, von dem Zufalle unabhängige Urfache derfeben nicht zu bezwei⸗ 
fen, Gefagte vervollftändigen. 


Wenn wir ein Greigniff beobachtet Haben, welches an und für 
fh eine fehr geringe Wahrfcheinlichfeit hatte, und ed bietet irgend et: 
we3 Symmetriſches ober Merkwuͤrdiges dat, fo werben wir ganz natür: 
Ih auf den Gedanken geführt, daſſ es nicht die Wirkung bed. Zufal⸗ 
les, ober allgemeiner, der einen Urfache, welche ihm dieſe geringe Wahr: 








- 


fheinlichkeit ertheilen würde, ift, fonbern daſſ ed von einer mächtigen 
Urfache, wie z. B. der Wille irgend eines Weſens, welches einen 
beftimmten Zweck dabei hatte, herruͤhrt. Wenn wir z. B. auf einem 
Tiſche die 25 Buchfiaben des Atphabeted in Lettern nach ber natürle 
hen Ordnung a,b, c,...7,%, 2 an einander gereiht finden, fo zweis 


‚fein wir nicht, daff fie Iemand vermöge eined Acted feines Willens fo 


geordnet Hat, und beffenungeachtet ift dieſe Anordnung an und für ſich 
betrachtet, nicht unwahrſcheinlicher, ald jede andere, welche und nichts 
Merkwuͤrdiges darbietet, und welche wir daher keinen Anſtand nehmen, 
dem bloßen Zufalle zuzuſchreiben. Wenn dieſe 25 Lettern ſucceſſive 


und ganz zufaͤllig aus einer Urne, worin ſie enthalten ſind, gezogen 


werbenemüfften, fo wuͤrde es ebenſo wahrſcheinlich fein, daſſ fie.in ber 
natürlichen Ordnung gezogen werben, als in einer vorher beſtimmten 
andern Ordnung, wie z. B. d,p,w, ... 9, a, L, welche man willkuͤr⸗ 
lich wählt, und diefe MWahrfcheinlichkeit würde ſowohl für die erfle, als 
für die zweite Anordnung fehr Bein fein; aber in dem emen Falle nicht 
tleiner, ald in dem andern Falle. Diögleichen, wenn eine Ume gleiche 
viel weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und man foll aus derfelben 
fucceffive 30 weiße Kugeln ziehen, indem die gezogene Kugel jedeömal 
wieder hineingelegt wird, fo ‘wird bie Wahrſcheinlichkeit dieſes nk 
ſes durch (Ys 0 ausgebrüdt, d. h. fie ift ungefähr = ' 
Aber die Wahrfcheinlichkeit,. SO weiße und ſchwarze Kugeln in einer 
foichen Drbnung zu ziehen, wie fie zum Voraus beftimmt ift, ift weber 
größer, noch kleiner, als die Bahriceinlichkeit ‚ 30 weiße Kugeln hin⸗ 


ter einander zu ziehen, und man kann ebenfalld 1000000000 gegen 


1 wetten, daſſ diefe zweite beftimmte Aufeinanderfolge nicht flattfinben 
wird. Wenn wir aber dennoch) fehen, daſſ 30 mal hinter einander 
eine weiße Kugel aus der Urne gezogen wird, fo können wir nicht 
glauben, daſſ diefed Erejgniff von dem bloßen Zufalle berührt, wäh- 
rend wir es ohne weitered dem ZBufalle zufchreiben, wenn die Aufein- 
anderfolge der 30 gezogenen Kugeln nichts Regelmäßige -und Merl: - 
wuͤrdiges darbietet. 

Was wir Zufall nennen ($. 27.), bringt fo zu fagen ein Er⸗ 
eigniff, welches wir merkwuͤrdig finden, und ein anderes, welches es 
nicht iſt, mit berfelben Leichtigkeit hervor. Die Ereigniffe der erften 
Art find weit feltener, ald bie der.zweiten, wenn alle gleich möglichen 


- Ersigniffe in fehr großer Anzahl vorhanden find. Aus diefem Grunde 


fat und dad Stattfinden der erftern weit mehr auf, wodurch wir vers 
anlaſſt werden, fie einer beſondern Urfache zugufchreiben. Die Exiſtenʒ 
dieſer Urſache iſt in der That ſehr wahrſcheinlich; aber ihre große Wahn 
ſcheinichkeit entſpeingt nicht aus der Seltehheit ber merkwuͤrdigen Er⸗ 


87. 


—— fie bemuht auf einem andern Pringipe, worauf wir - 
sun bie im im Borhergebenben bewieſenen Regeln anwenden wollen. 

$. 48. Wir wollen bie merkwürdigen Ereigniſſe, welche flattfins 
ben kannen, wit Z, Ey, Egr . und die nicht merkwürdigen wit 

F, Far ... bezeichnen. Wenn es fih 5. B. darum handelt, 
aus einer Umse, weide weiche gleicheiel weiße und ſchwarze Kugeln enthält, 
30 Kugeln zu ziehen, fo find die Ereigniffe Z,, Eger Er --, bab 
Treffen von 30 ‚Kugeln berfelben Farbe, das abwechlelnde Treffen eis 
ner weißen und einer fchwarzen Kugel, ferner bad Treffen von 15 Ku⸗ 
gen von berfelben Barbe, worauf 15 Kugeln von der anbern Farbe 
folgen, u. ſ. f. In dem Kalle, wo 30 Leiten an einander gereibt 
Fand, find die Ereigniffe Z,, E,, Ei... . die, wo Diele Lettern in ber 
alphabetiſchen Ordnung, oder im umgelehrter Ordnung auf einander fol- 
gen, nder wo fie eine Phrafe irgend einer Sprache bilden. Die Ans 
zahl der Ereigniſſe E,, Ze, Ey, ... wollen wir wieder mit m und 
die der ubrigen Greignifie FF, F,, ... mit A bezeichnen und an⸗ 
nehmen, daſſ fie alle glei) möglich find, wenn fie allein von dem Zu⸗ 
falle herrͤhren, fo daſſ die Wahrſcheinlichkeit > jedes derſelben durch: 


1 
———— 


audgedruet wird, ed mag uͤbrigens ber erſten oder der zweiten Reihe 
angehören. Dieſes findet nicht mehr flott, wenn diefe Ereigniffe durch 
irgend sing befonbere, von der Wahrſcheinlichkeit p unabhängige Ur- 
ſache C hervorgebracht werben muͤſſen, welche z. B. ber Wille einer 
Derfon fein mag, die bie Wahl eines unter ihnen trifft. Wir wollen 
annehmen, daſſ dieſe Wahl durch die verſchiedenen Umſtaͤnde beftimmt 
wirb, wobusch ein Theil der möglichen Ereigniſſe zu merkwürdigen ge: 
macht wird. Es wird alfo eine gewilfe Wahrfceinlichkeit P, ober ‚Pa 

» haben, daſſ diefe Perfon das Greigniff E, ‚oder Zu, .. „wählt; 
ober es ift keine Wahrfcheinlichleit vorhanden, daſſ fie von ben Ereig: 
niſſen Fr Fa, Far... dad eine ober dad andere auöwählt, unb da 
dieſe verſchiedenen Ereignife die allein wo ind; fo mufl: 


PıtPpr tPst+ . .. = 
fin Wenn bie Wahricheinlichleiten A,, Pa, Pa, ... ode einander 
gleich find, fo if ihr gemeinfchaftlicher Werth = — und folglich ſehr 


weh gegen p, wenn bie Geſammtzehl am-4-n ber möglichen Faͤlle an 
war für ſich und gegen die Anzahl m der merkwürdigen Fälle ſehr groß 
in. Im Allgemeinen Founen dieſe Woabrſheiichleten fer ungleich 


= 





’ : 


fein, und wir haben ein Mittel fie zu beſtimmen; allein es ift Yinrels 
hend, daſſ fie gegen die Wahrfcheinlichkeit p fehr groß find, weiches 
jedesmal der Zall ift, wenn legtere, wie in den eben angeführten Bei⸗ 
ſpielen, fehr Hein oder bie Anzahl n n außerordentlich groß ifl. 

Diefes ift dad Grundprinzip, wovon wir auögehen. wollen, um 
die Wahrfcheinlichkeit der Urfache C nach der Beobachtung eines ber 
Ereigniſſe Fi, Ey, Ey - - Fr F,, Far ... zu beflimmen, ‚oder 
wenigftend zu zeigen, * ſie ſehr Pr ift, wenn vos” beobachtete Greigs 
niſſ der erſten Reihe angehoͤrt. 

Es ſei Z, dieſes Ereigniſſ, ſo kann man zwei Vorausſetzungen 
machen, nämlich: 1) daſſ ed von der Urſache C hervorgebracht‘ wird, 
und 2) daff ed die Wirkung ded Zufalles iſt. Wenn die erfte Hypo⸗ 
thefe gewiſſ wäre, fo wäre p, die Wahrfcheinlichkeit des Stattfindens 
des Ereigniſſes Ey, und’ wenn bie zweite gewiſſ wäre, fo würde dieſe 
MWahrfcheinlichkeit durch p audgebrudt. Bezeichnet man alſo die Wahr- 
fcheinlichfeit der erften Hypotheſe nach der Beobachtung des Ereignifles 
mit 7 und betrachtet beide Hypothefen vorher ald El wahrfcheinlic, 
fo ift nad) der Regel in 6. 28: 


Nun braucht aber die Wahrfcheinlichkeit pP, nur gegen bie ſchr kleine 
Wahrſcheinlichkeit p ſehr groß zu fein, damit dieſer Werth von r ſehr 
wenig von der Einheit oder der Gewiſſheit verfchieben if. Wen man 
in einem der vorhergehenden Beifpiele, wo die Anzahl der möglichen 
Ereignijle 1000000000 überftieg und p Heiner war ald —-yyoosnT0T, 
annimmt, daſſ die Anzahl der Ereigniffe, welche hinreichend merkwuͤr⸗ 
big find, um eine Perfon zur Wahl eincd verfelben zu beflimmen, 
— 1000 ift, und „oo für den Werth von p, nimmt; fo ift der 
Werth bon r um weniger ald ein Milliontel von der Einheit verfchie- 
den und noch weit weniger, wenn die Wahrfcheinlicykeit p,, wie fich 
annehmen läfft, größer als un if. Wenn man folglich eins dieſer 
merfwürbigen Ereigniſſe, z. B. die ſucceſſive Ziehung von 30 Kugeln 
derfelben Farbe aus einer Ume, die gleich viel Kugeln von zwei ver⸗ 
ſchiedenen Farben enthaͤlt, beobachtet hat, ſo muſſ man es, wie es auch 
geſchieht, ohne alles Bedenken der Willenswirkung irgend Jemandes 
oder jeder andern ſpeciellen Urſache zuſchreiben und nicht als eine bloße 
Wirkung des Zufalles betrachten. 
Jedoch würde: die Wahrſcheinlichkeit r der Urſache C bedeutend 
vermindert werden, wenn vor der Beobachtung des Ereigniſſes ihr Vor⸗ 


handenſein oder Nichtvorhandenſein nicht gleich moͤglich waͤre, wie es die 
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vorhergehende Formel vorausſetzt, und ihre Nichteriften; urfprüunglich die 
größte Wahrfcheinlichkeit hätte, Dieſes findet in dem eben angeführten 
Beiipiele flatt, wenn vor der Ziehung die gehörigen Vorſichtsmaßregeln 

getroffen find, um den Einfluff irgend eined Willend auf die Ziehung 

ber Kugeln zu verhindern. Wenn man auf dieſen Umflanb vor der 

Beobachtung Rudfiht nimmt, fo zeigt die Regel in $. 34. die Ab⸗ 

nahme ded Werthed von 7. Diefe Wahrfcheinlichleit wird zuweilen 

auch in einem ſehr aroßen Verhältniffe vermehrt oder vermindert, wenn 
nicht alle Greigniffe Z,, Er, Eur - - - Fr For For ... gleich möglich 

find, nämlich vermehrt, wer bie eigene abffracte Bahrfceinlichkeit jedes 

Ereigniſſes der erſten Reihe groͤßer iſt, als die der zweiten Reihe, und 
vermindert im entgegengeſetzten Falle. 

Die Harmonie, welche wir in der Natur beobachten, ift obne 
Zweifel nicht dad Werk des Zufalled; aber durch eine aufmerffame und 
lange Beit fortgefegte Unterfuchung ift man dahin gelangt, für eine ſehr 
große Anzahl. von Naturerfcheinungen die phyſiſchen Urfachen, welche 
ihr Stattfinden bewirken, wenn auch nicht mit einer abfoluten Gewiſſ⸗ 
heit, fo doch wenigftend mit einer fih ber Gewiſſheit fehr nähernden 
Wahrſcheinlichkeit angeben zu koͤnnen. ‚Betrachtet man fie als die Er- 
eigniffe Ey, Ea, Kg, -- . welche befondere Merkwürdigkeiten darbie⸗ 
ten, fo haben diefe Ereigniffe ſchon an und. für ſich eine hinreichend 
ſtarke Wahrſcheinlichkeit, daſſ es unmwahrfcheinlid und ganz unnüß iſt, 
daſſ die mit U bezeichnete Wahrſcheinlichkeit ins Spiel kommt. Was 
die phyſikaliſchen Erſcheinungen anlangt, deren Urſachen noch unbekannt 
ſind, ſo iſt es vernuͤnftig, ſie aͤhnlichen Urſachen, wie die, welche wir 
kennen und denſelben Geſetzen unterliegen, zuzuſchreiben. Ihre Anzahl wird 
durch die Fortſchritteder Wiſſenſchaften uͤbrigens taͤglich vermindert. So 
wiſſen wir z. B. jetzt, wodurch ber Blitz entſteht und wie die Planeten 
in ihren Bahnen erhalten werden, was unſere Vorgaͤnger nicht wuſſten, 
und ebenſo werden unſere Nachfolger die Urſachen anderer Naturerſchei⸗ 
nungen kennen, welche jetzt unbekannt ſind. 

$. 43. Wenn die Anzahl der verſchiedenen Urſachen, welchen man 
ein beobachteted Ereigniff £ zufchreiben Tann, unendlich groß ift, fo 

werben ihre Bahrfcheinlichkeiten fowohl vor, al nach dem Stattfinden 
des Exeigniſſes F unendlid, Mein und die in den Formeln in $. 32 
und 34. vorfommenden Summen I verwanbeln ſich in beflimmte In⸗ 
tegrale. | 

Um biefe Transformation zu bewirken, wollen wir annehmen, daſſ 
das beobachtete Ereigniſſ F in dem Zuge einer weißen Kugel aus ei- 
ner Ume A mit ugenblich vielen weißen oder fchwarzen Kugeln beftehe. 
Sn Beziehung auf dad unbekannte Verhältniff der Anzahl der weißen. 





zur Anzahl aller Kugeln kann man unendlich viele Vorausſetzungen ma- 
chen, welche man als ehen fo viele verfchiedene und fich gegenfeltig aus⸗ 
fihließende Urfachen bes Stattfindend von Z betrachte. Wir wollen 
dieſes Werhältniff mit = bezeichnen, fo daſſ a eine Größe iſt, welche 
von einem unendlich Heinen Werthe „ der dem Falle entfpricht, wo die 
aus der Urne A gezogen? Kugel bie einzige weiße iſt, welche fie ent- 
hält, bi zu dem Wertbe 21, welcher dem andern Grensfalle ent> 
foricht, wo biefe Ume nur weiße Kugeln enthält, ftetig zunehmen Tann. 
Serner fei A die Wahrfcheinlichkeit des Stattfindend des Ereig- 
niffes Z, wenn der Werth dieſes Verhaͤltniſſes gewiſſ wäre, fo daſſ 
X in jedem Falle eine bekannte Function von if. Es kommt alfe 
darauf an, indem biefer Merth als eine der möglichen Urfacdyen von F 
betrachtet wird, die unendlich Beine MWahrfcheinlichkeit von = zu .beftim- 
men, fowohl wenn alle Diefe U achen vor der Beobachtung gleich wahrs 
foheinlich find, als wen fie a priori verſchiedene Wahrſcheinlichkeiten 


haben. | 
Im erſten Sale ergibt ſich die gefuchte Wahrfcheinlichkeit aus ber 
Größe on in $. 28., wenn man darin m unendlich groß und fir 
PuPerPar »- - die allen Werthen von X entfprechenden Werthe von 
+ ſetzt. Bedienen wir und, wie in $. 82., zuerft bes Beichend. 3 
und bezeichnen bie Wahrſcheinlichkeit von z mit a, fo ift folglich: 
=, 

aber nach bem Hauptlehrſatze uͤber bie beſtimmten Integrale iſt auch: 

———— „x dt. 


Wenn wir allo das Differenzial dr als conſtant betrachten, und bie 
beiden Glieder bed vorhergehenden Bruches mit dr multipliciren, fo 
ergibt ſich: 
| = Adx 
j Is xas 
Bezeichnen wie zu gleicher Zeit die = entſprechende Wahrſcheinlich⸗ 
keit des künftigen Ereigniſſes Z’, welches von denfelben Urfachen, als 


E abhängt, mit X? und mit a’ die vollſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit des 
Stattindent von E'; fo haben wir nad) der Megel in $. 30: 


a =3Äd m, 











nn 


ader wenn man fir w feinen vorhergehenden Werth ſetzt und bie. 
Summe 3 in ein Integral verwanbeit: 


Je Htds Ads 
fixen Kda 


wo bie Größe I? in jedem Beifpiele eine gegebene Function von x if. 

In dem Falle, wo die verfehiebenen Werthe von z vor ber Be 
obachtung des Ereigniffes E:ungleidh wahrſcheinlich find, wollen wir 
die unendlich Meine und vor diefer Beobachtung flattfindende Wahr: 
ſcheinlichkeit der abflracten Bahrfcheinlichleit x von Z mit Y dx bezeichnen 
und in den Zormeln in $. 34, Ydx ftatt qm ſeten; ſo ergibt fi: 


XYda 
ee ee 
, JS XYdz 


als die Wahrſcheinlichkeit dieſer abſtracten Wabrſcheinlichkeit z nad dem 
Stattfinden des 8 Ereigniſſes E, und:, 


"rd | ' 
0 


für die Wahrſcheinlichkeit des Stattfindend des künftigen Ereigniſſes Z’. 

F. 44. Wenn man a priori gewiſſ iſt, daff fich der Werth von 
zniht von 2=0 bid._r—1 erfireden kann und zwiſchen "gegebenen 
Grenzen liegen muff, fo nimmt man dieſe Grenzen für die ber be⸗ 
fimmten Integrale, welche diefe. Formeln enthalten, oder wenn man 
ihre Grenzen © und 1 beipehalten will, fo betrachtet man Y old eine’ 
discontinuirliche Function von z, welche außerhalb der gegebenen Gren⸗ 
zen dieſer Veränderlichen Null if. Die Verönderlihe = mag alle Wer⸗ 
the von © bis 1 annehmen tönnen, ‚oder zwiſchen gegebene Grenzen 
eingefchloffen fein, fo ift die Wahrfcheinlichkeit A, daſſ ihr unbelannter 
Werth nad) dem beobachteten Ereigniffe E wirklich zwiſchen andern en⸗ 
gern Grenzen, als die erſten eingeſchloſſen iſt, doch immer die Summe 
der Werthe von @, welche den Werthen von z entſprechen, die zwiſchen 
biefen andern Grenzen liegen, fo bafj, wenn man biefe Örenzen mit 
« und 6 bezeichnet: 


Diefe Formel Tann man bei einer Näherungbrechnung aͤnwenden, 
wenn die Anzahl der Urfachen, welchen das Ereigniff Fr zugeſchrieben 
werben Tann, flatt unendlih, nur fehr groß if. Wir wollen z. 3. 
annehmen, baff dad Ereigniff FE darin beſtehe, aus einer Ume 2, 
welche eine fehr große Anzahl weißer und ſchwarzer Kugeln. enthält, 
binter einander » weiße Kugeln zu sieben ‚ wenn bie gezogene Kugel 
jedesmal wieber hineingelegt wird. Die einem Verhaͤltniſſe æ zwifchen 
der Anzahl der in der Urne B enthaltenen weißen und der Anzahl als 
ler darin enthaltenen Kugeln entfprechende Wahrſcheinlichkeit A von E 
ift die Ate Potenz diefed Verhaͤltniſſes. Wenn man: die Wahrſchein⸗ 
lichkeit beftimmen fol, dafl die Anzahl der in der Urne B enthaltenen 
weißen Kugeln größer ift, als die der fchwarzen, fo nimmt man in 
dem Ausdrucke diefer Wahrfcheinlichkeit A, «= 4 und E=1. Wenn 
ferner alle möglihen Werthe von = vor den Ziehungen gleidy wahr: 
ſcheinlich wären, fo änderte fih I’ nicht mit = und verfchwände folg« 
lich aus dieſem Ausdrucke. Es waͤre u 


—1.4 1 
| Fi a) 
und folglich: 
| 1 
1-æ ñ 


mit deſto groͤßerer Genauigkeit, je mehr weiße oder ſchwarze Kugeln 
die Urne B enthält. Vor den Ziehungen konnte man 1 gegen 1 wet—⸗ 
ten, daſſ die Anzahl der weißen Kugeln größer fei, ald bie der ſchwar⸗ 
zen; aber ed ift ſchon der Zug von einer weißen Kugel aus ber Urne 
B hinreichend, daſſ 424 wird, oder daſſ man 3 gegen 1 wetten 
Tann, daſſ die Anzahl der weißen Kugeln größer ift, ald die der [hmwan 
zen, und wenn man eine etwas beträchtliche Anzahl weißer Kugeln 
hinter einander aus ber Urne B gezogen bat; fo nähert ſich die Wahr: 
ſcheinlichkeit A, daſſ fie mebr weiße, als ſchwarze Kugeln enthaͤlt, 
ſehr der Gewiſheir. 
$. 45. Nach dem, was bereits früher ($. 30.) bemerkt worden, 
Tann man E und E' als Ereigniffe betrachten, welche aus demſelben 
einfachen Ereigniffe G zufammengefegt und wegen ihrer gemeinjchaft- 
lichen Abhängigkeit von diefem Creigniffe mit einander verbunden find. 
Die Wahrſcheinlichkeit von G tft unbekannt; die Wahrfcheinlich« 


x 


| 9 

keit. vor dem Stattinben von E, baff fie den Werth z hat, if 
—Ydz und nad diefen Stattfinden =w, und da biefe Wahrfcheins 
ichkeit nothwendig einen der zwifchen 20 und z—=1 liegenden Ver: 
the hat; fo muff die Summe der correfpondirenden Werthe von Y dx 
—1 fein, wie diefes fhon für die Summe der Werthe von w flatt: 
findet. Die gegebene Zunction I’ von x, fie fei übrigens continuirlich 
ober discontinuirlich, muſſ alfo immer der Bedingung: 


[Ydı=1 


Senüge teilen. , 

Wendet man die Regel ber mathematifchen Hoffnung ($. 23.) 
auf die Beflimmung der Waprfcheinlichkeit von G an, fo muff man . 
für ihren Werth vor der Beobachtung des Ereigniſſes F die Summe 
aller ihrer möglichen Werthe, mit ihren reſp. Wahrſcheinlichkeiten mul⸗ 
tiplicirt, d. b. die Summe aller Producte aus z und Vdæ von 





z=0 bis z=1 nehmen. Bezeichnet man dieſe Wahrfcheinlichkeit - 


von G, oder genauer den Werth, welchen man für ihren unbelannten 
Werth vor der Beobachtung des Ereigniſſes E nehmen muſſ mit yı 


ſo hat man folglich: | 
Y = f erde | 


Man kann hierbei bemerken, daſſ, wenn = und F als die Abs 
feiffe und Ordinate einer ebenen Curve betrachtet werden, und wenn 
man erwägt, daſſ die ganze von diefer Curve eingefchloffene Fläche 
oder das Integral /Ydz=1ı ift, die Größe Y die Abſciſſe des 
Schwerpunftes dieſer Flaͤche if. Diefem für die Wahrfcheinlichkeit 
von G angenommenen Werthe von y gemäß müſſte man bie Wette 
für ein erfled Stattfinden dieſes Ereigniffes, aber‘ nicht für ein meh: 
tere Male wieberboltes Stattfinden einrichten. Denn jenachdem das 
Ereigniff G in einem erften Werfuche flattgefunden hat, oder nicht, 
wird die Wahrſcheinlichkeit feined Stattfindens in den folgenden Ver⸗ 
ſuchen vermehrt oder vermindert. 

Wenn 5. B. von vorn herein alle Werthe von x gleich wahr: 
Icheinlidy find, fo muſſ die Größe F von = unabhängig fein. Nach) 
den beiden vorhergehenden Steihungen hat man folglich: 


Y=zi1,y=% 


und in ber That haben wir alsdann bei einem erften Werfuche feinen 
Grund, eher das Stattfinden des Ereigniſſes G, als das des entgegen: 
geſetzten Ereigniſſes zu glauben. Aber wenn man für jedes ber Er⸗ 


9 


eigniffe Zum E’ das einfade Ereigniſſ G Nimmt, im welche 
Falle: 
X, X=x 


—— 

J "Yds 5 W 
W 0 . 
als die Wahrfcheinlichkeit , daff, wenn das Ereignifi G ein erſtes Mat 
ftattgefunden hat, es auch ein zweite Mal flattfinden wird, fo daff 
die Wahrſcheinlichkeit feines Stattfindens von dem erfien Verſuche 
zum zweiten um J zugenommen bat, Sie nimmt bei dem zweiten 
Verfuche um denfelben Bruch ab und reducitt fh uf F— 44, 
wenn bei dem erfien Verſuche das entgegengeſetzte Ereigniſſ ſtattgefun⸗ 
ven bat. Dem nimmt man dieſes für Z und wieder @ für E, 
d. h. ſetzt mans 


iſt, fo ergibt ſich: 
a’ 


=1—x,X=z 

fo erhält man: 
. [ja- »)=di 

 Sju-2)as u 


für die Wahrfcheinlichleit, daſſ dad Ereigniff @, wenn es bei dem er» 
- en Verſuche nicht ftattgefunden bat, bei dem zweiten flattfinden wird. 

Bor dem Stattfinden des Ereigniſſes G, wird die Wahrfcheinlich- 
keit, daſſ es zweimal hintereinander flattfindet, nach der Regel in $. 9. 
durch dad Product aus der Wahricheinlichkeit J, daſſ ed ein erfted Mal 
flottgefunden hat und ‚ber Wahrſcheinlichkeit &, daſſ, wenn es dieſes 
erſte Mai ſtattgefunden hat, ed auch bei dem zweiten Verſuche ſtattfinden 
wird, ausgedruͤckt, und iſt folglich Sſtatt 4, welches ihr Werth fein 
würde, wenn ‚die Bahrfcheinlichleit von G bei dem zweiten Verſuche 
—} wäre, wie bei dem erften. Die Wahrſcheinlichkeit der Ueberein⸗ 
fimmung zweier Ereigniffe bei den beiden erften Verſuchen ift doppelt 
fo groß ober gleich 3. Denn biefe Uebereinflimmung findet fowohl bei 
der Wiederholung bed Ereigniſſes G, als bei ber feines Gegentheiles 
ftatt, welche beide gleich wahrſcheinlich find. " ' 

Vergleicht man die Wahrſcheinlichkeit = $ (14-4) mit ber in 
$. 27. gefundenen Wahrfcheinlichkeit 41 +6?) der Uebereinſtimmung 


der beiden erften Verſuche, fo ergibt ſich =. Wenn wir "alfo 
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a priori Aber bie Wahrſcheinlichkeit eines Ereigniſſes G nichts näher 
wiſſen, fo daß wir für = alle moͤglichen Werthe mit gleichem Rechte 

annehmen koͤnnten, fo iſt die Wahrſcheinlichkeit der Lebereinflimmung 
zwei auf einander folgender Verſuche biefelbe, cds wenn. zwifchen ber 
Wahrſcheinlichkeit des Ereignift es G und der des entgegengeſetzten Er⸗ 


eigniſſes eine Differenz — = 772 ftattfände, ohne daſſ man die günfligfte 


Wahrſcheinlichkeit Kennt. Wir werben fogleich die Wahrfcheinlichkeit der 
Uebereinftimmung zweier fuceeffiver Verſuche für den Fall beftimmen, 
wo man a priori weiß, daſſ alle möglichen Werthe von x, flatt 
gleich möglich zu ‚fein, höchft wahrfcheinlich fehr wenig von einem bes 
Fannten ober unbefannten Bruche verfchieden find. 

$. 26. Bir wollen nun, Indem das einfache Ereignifl, deſſen 
Bahrfcheinlichkeit unbekannt ift, wieber mit @ bezeichnet wird, das . 
entgegengefeßte Ereigniſſ, deſſen Wahrſcheinlichkeit erhalten wird, wenn 
man die des Ereigniſſes G von der Einheit abzieht, mit ZH bezeichnen 
und voraudfegen: 1) daſſ das beobachtete Ereigniff E darin beftehe, _ 
daſſ dad Ereigniff G, mmal und dad Greigniff H, nmal in einer - 
beliebigen Ordnung flattfinden, und 2) daſſ das fünftige Ereigniff E 
darin beſtehe, daſſ dad Ereigniff G, m'mal und dad Greigniff ZZ, 
n'mal ebenfalld in einer beliebigen Ordnung ftattfinden. 

Fur den Werth z der Wahrfcheinlichkeit von @ und ben Werth 
1—x der Wahrſcheinlichkeit von A find bie Wahrſcheinlichkeiten «X und 
X von E und E' reſp: \ 

x=Kam(1— za), X=K'am(1— x)", 


wo K und von = unabhängige Zahlen bezeichnen ($. 14.) Die 
Wahrſcheinlichkeit des künftigen Ereigniffes A’ nach der Beobachtung 
des Ereigniſſes Z ift folglich: 


Kıf, Yartm' ( - ayrtn' de 
S, Ya”a—2)"de * 
Die Zahl A ift aus dieſer Formel verſchwunden und für X? muſſ 
man den Werth: 
pi 
Kunden 
ſetzen. Wenn das Ereigniſſ E’ darin beflänbe, baſ die Ereigniffe @ 


und H in einer beflimmten Ordnung reſp. m’ und n'mal ſtattinden, 
fo muͤſſte man A’=1 ſetzen. 


a 2 — — 


086 - 


Wenn man vor der Beobachtung des Ereigniſſes A keinen Grund 
bat, irgend einen der Werthe von = für wahrſcheinlicher zu ‚halten, als 
einen andern, fo nimmt man für die Größe F die Einheit. Ber | 

mittelſt theilweifer Integration ergibt fich ferner: 


Js ‚m (1 — Pd — 
0 


_rG@—1)R—2)... 
DIE Gr (n--n--1) 


ober einfacher: | 
Ja _ zn dz = De 
Ä | m+n41 
' wenn man ber Kürze wegen: | 
1.2.3..@—- 1 =P, 
test, wo 2 eine e beliebige ganze Zahl: if, Ebenfo hat man: 


S, zm+m (1 — ya de— Ft Enten atr‘ 
0 | Pntm'tn +n'+1 


und ba: 


AM fo ergibt fi ch für den in Rede ſtehenden Fall: 


. v- | P nt Pmtm' Patn'Pmtn+ı 
Pr PP m P,Patm'+Entn + 


Su diefe Formel den Zal mit in fich begreifen, wo eine ber 
_ Bablen m, n, m’, rn’ Null it, fo muff man P,=1 fen Wem 
demnab =0 und n'"=0 ift, fo hat man blos: 
mtı 
= m-+-m'’-+-1’ 
wodurch die Wahrfcheinlichkeit ausgedruͤckkt wird, daſſ dad Ereianiff & 
ununterbrochen noch m’ mal ftattfinden wird, nacbem ed bereitd m mal 
ununterbrochen ſtattgefunden hat. 








a . . _ 


Fuͤr m'’=ti um "0 rebucirt fib der 21 entfpreenbe 
Werther von @’ auf: 
Ar m-+-1 


BE 
und für m’= 0 und n'=1 vermanbelt er ſich in: 


a tı_ 
m+n-+-2 

Die Summe diefer beiden Brüche ift der Einheit gleich, was in 
‚der That der Zall fein muſſ, weil der erfte die Wahrfcheinlichkeit aus⸗ 
drüdt, daſſ das Greigniff @ nah m +n Verſuchen bei dem folgen- 
den Berfuche flattfindet und der zweite die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die⸗ 
ſes Ereigniff bei diefem Werfuche nicht ftattfindet. Der erfte ift größer 
oder Feiner, ald der zweite, jenahdem m>n oder m<n if, d. h. 
jenachdem das Ercigniff @ bei den m-Hn erſten Verfuchen mehr ober 
weniger flattgefunden hat, als das entgegengefeßte Ereigniff HU. Sie 
find einander gleih und haben den gemeinfchaftlihen Werth 4, wie 
vor den Verſuchen, wenn diefe beiden Ereigniffe diefelbe Anzahl von 
Malen ftattgefunden haben. Allein dicfes ift im Allgemeinen nicht mehr 
ber Sall, wenn man entweder nad der Natur des Ereigniffes G, oder 
nach dem Refultate der vor dem Creigniffe Z ftattgehabten Verſuche 
weiſſ, daff die Werthe der unbekannten Wahrfcheinlichkeit von & nicht 
ade gleich wahrfcheinlich find, fo daff man nicht F=1 hat. In dies 
fem Falle ift der Bruch Y im vorhergehenden $., welchen man für 
die Wahrſcheinlichkett von G vor den m + neuen Verſuchen nehmen 
muff, nicht nur nicht = 4, fondern bei dem folgenden ierfuce kann 
die Wahrſcheinlichkeit von G@ Heiner fein, als Y, obgleich G öfter 
flattgefunden hat, ald das entgegengefebte Ereigniff 4, ober größer, ' 
als y, obgleich G die kleinſte Anzahl von Malen flattgefunden bat, wie 
man aus dem folgenden Beifpiele fehen. wird, ‘ 


8. 47. Wir wollen annehmen, es fei a priori fehr wahrſchein⸗ 
lich, daſſ die Wahrſcheinlichkeit von G ſehr wenig größer oder Heiner, 
als ein gewifſer Bruch 7 fei, fo daſſ, wenn man ſetzt, die 
Groͤße F eine Function von z ift, welche nur für ſehr Heine poſitive 
oder negative Werthe diefer Veraͤnderlichen merklihe Werthe hat. Die 
ebene Cure, deren veränderliche Coordinaten z und: F find, entfernt 
fich nur innerhalb eines ſehr kleinen Intervalles zu beiden Seiten der 
z=r entſprechenden Drbinate merklich von der Axe der z Der 
Schwerpunkt der von dieſer Gurve eingefehloffenen Flaͤche faͤllt alſo in 
dieſes Intervall; folglich iſt die Abſciſſe dieſes Punktes ſehr wenig von r 

Peifien’s Wahrſcheinlichkeitsr. zc, | 7 


\ 


98 


verſchieden, und wenn mon, biefe Differem unbersdfichtigt laͤſſt, fo 
iſt 7 der Werth der Größe y in $. 45. 

Hiernach find bie Grenzen der Integrationen in Beziehung auf 2 
die 20 und z—=1 entfprechenden Bertfe = —r und <=I1—r. 
Wenn man folglih in dem erften Ausbrude von ao’ im vorhergehen- 
den $. m’=1, n"=0, die=dz fest, fo ergibt fih daraus: 


[I eert (1 — 1)” dz 


— 7 


oo! = —— 


Ja r”0 -- sy" dz 
—r 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ das Ereigniff @ wieber einmal flattfin- 
det, nachdem es in m-+ rn Berfuden m mal und das entgegengeſetzte Er⸗ 
eigniff m mal ſtatt gefunden hat. Aber wegen ber Natur des unter dem 
ntegralgeichen / ftehenden Factors Y tann man, wenn man will, 
diefe Integrale auf fehr Meine Werthe von © beſchraͤnken. Entwidelt 
man alsdann die übrigen Bactoren nad) den Potmzen von z in Reis 
hen, fo find diefe Reihen im Allgemeinen fehr convergent, wovon nur. 
eine Ausnahme flattfinden würde, wenn r oder L—r aud ein fehr 
Heiner Bruch wäre. In jedem andern Falle braucht man nur bie er⸗ 
ften Glieder dieſer Reihen beizubehalten, und wenn man das Quadrat 
von 2 vernachlaͤſſigt, fo erhält mans 
am - l rn” + 
 [mm-ı(ı— rr—nrm (1 —r)r—1]z | 
-H4 1m (m — 1) rm—-2(1—r)? — 2mnr® I (L—r)R-1 
Haare n)—2]2R, 

woraus fih der Werth von am4+1(1 — a)" ergibt, wenn man m-H-1 
ftatt m feßt. ⁊* 

Subſtituirt man dieſe Werthe von am (1 — z)? und von am t1X 

(1 — z)® in ben Ausdruck von w’, bemerkt, baff: 


— 








| ""ydı=ı, / |" Yzd:=0 
_r IJ—r 
ift, feßt der Kürze wegen: | 
| TYz2dz=h 
Tr 


und vernachläffigt das Quadrat von A, welches nur ein’ ſehr Heiner 
Bruch fein kann; fo erhält man: \ 





° 
® 


m 
— —— — 
=r+( r 1-—r h, 
woraus erbellet, daſſ die Wahrfcheinlichkeit »’ des Stattfindens von 
G nad) den m-+-n Berfuchen Heiner oder größer ift, ald der Bruhr 
oder Y, welchen man für die Wahrfcheinlichkeit von G@ vor diefen Ver⸗ 


ſuchen hätte nehmen müffen, und zwar größer, wenn — größer iſt, als | 


— und Heiner im entgegengefegten Falle. Wenn ed gewiff wäre, 


daff 7 die Wahrfcheinlichleit von @ wäre und m, n wären große 
Zahlen, fo würden die Zahlen, welche ausbrüden, wie vielmal die Er: 
eigniſſe G und ZI ftattgefunden haben‘, höchft wahrfcheinlich ihren refp. 
Wahrfcheinlichkeiten r und 1—r proportional fein, und die Wahre 


ſcheinlichkeit @’ würbe wegen der Gleichheit der Verhaͤltniſſe — und 


—— der Wahrſcheinlichkeit 7 gleich werben, wie «8 der Ba fein 
mäffee, 


$. 48. Setzt man in dem vorhergehenden Bertbe. von @’ die 
Zahl n=1 und n=0, fo erhält man: 


rt 


als die Wahricheinlichkeit ; daſſ das Ereigniſſ G, welches bei einem ers 
fin Verſuche flattgefunden bat, auch bei dem folgenden ftattfinden 
wird, und da 7 bie Wahrfcheinlichkeit des Stattfindens diefed Ereig⸗ 
niſſes bei dem erften Verſuche war; fo drüdt dad Product aud 7 und 
@’ oder r?+% die Baprfcheinficheit aus, daſſ ſich dieſes Ereigniff in 
beiden Berfuchen wiederholt. Setzt man darin 1—r für 7, fo er 
hatt man (1—r)2+h ald die Wahrfcheinlichfeit der Wiederholung 
des entgegengeſetzten Ereigniffed, und wenn man biefe Größe zu r? + 
addirt, fo ergibt fih: 


1—2 ‚i9r2t2h 


für die Wahrſcheinlichkeit der Uebereinftimmung ber Refultate beider 
Berfuche. 

Wenn man in dem Werthe von »’ im vorbergebenben $. m=0 
wd n—1 fekt, fo ei man: 





or — 


1-r- 
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für die Mahrfcheinlichkeit,; daff das Ereigniff @, wenn es bei dem er- 
ſten Verſuche nicht flattfindet, bei dem zweiten ftattfinden wird. Das 
Product r (1 —r)—h aus diefem Werthe o’ und 1—r brüdt alfo 
die Wahrfcheinfichkeit der Aufeinanderfolge zwei entgegengefeßter Ereig⸗ 
niffe (7 und /] aus, und wenn man fie doppelt nimmt, fo erhält 
man: " 

2r—2r? —2ıh 


für-die Wahrfcheinlichkeit der Nichtäbereinfiimmung der Refultate der beis 

den erften Berfuche, welche fih auch aus der WBahrfcheinlichkeit ihrer 

Uebereinſtimmung ergibt, wenn man viele von der Einheit abzieht. 
‚Der Unterfchieb zwifchen den Wahrſcheinlichkeiten der Uebereinſtim⸗ 

mung und der Nichtübereinftimmung der Refultate der beiden erflen 

Verſuche -ift folglich: on 
(1—2r)?+4h, 


woraus erhellet, daſſ diefer Unterfchieb durch den Umftand, daſſ 7 nicht 
genau -die Wahrfcheinlichkeit von @ ift, und daſſ man blos weil], daſſ 
fi) diefe Wahrfcheinlichkeit fehr wenig von 7 entfernt, vergrößert wird, 
fo daſſ, wenn man auch wäflte, daſſ r—=F# wäre, e8 doc noch vow 
theilhaft fein würde, 1 gegen 1 zu wetten, baff die Refultate beiber 
Verſuche übereinftimmen. Diefed findet bei dem Spiele Wappen 
und Schrifte flatt, wo man ein Münzflud zum erften Male ans 
wendet. Die Gleichheit der Mahrfcheinlichkeit ded Treffens der beiden 
Flächen dieſes Muͤnzſtuͤckes ift phyſiſch unmöglich; allein nach der Ver⸗ 
fertigungsart deſſelben iſt es ſehr wahrſcheinlich, daſſ die abſolute Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit fuͤr das Treffen jeder Fläche fehr wenig von 4 verfcie« 
den ift. N | ' 

8.49: Wir wollen nun einen Lehrſatz anführen, beffen Beweis 
in dem folgenden Kapitel mitgetheilt werden wird, und wel dazu 
dient, die abftracte Wahrfcheinlichfeit eines Creigniffes zwar nicht mit, 
Gewiſſheit und Strenge, aber doch einen fehr wahrſcheinlichen und fehr 
genäherten Werth derfelben durch daB Erperiment zu beflimmen. 

Es fei g die befannte oder unbekannte abftracte Wahrfcheinlichkeit 
eines Ereigniſſes @, d. h. dad Verhältniff der dieſem Greigniffe guͤn⸗ 
ſtigen und gleich moͤglichen Faͤlle zu der Anzahl aller Faͤlle, welche uͤber⸗ 
haupt ſtattfinden koͤnnen und ebenfalls gleich moͤglich ſind. Wir wol⸗ 
len annehmen, es wuͤrden u Verſuche gemacht, während welcher dieſe 
eigenthuͤmliche oder abſtraete Wahrſcheinlichkeit des Ereigniſſes G, bie 
von feiner: relativen oder ſubjectiven Wahrfcheinlichkeit verſchieden iſt 
($. 1), conſtant bleibt. Es fei r dad Verhaͤltniſſ der Zahl, welche 
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ausbrüdt, wie vielmal das Ereigniſſ G in diefer Reihe von Verfuchen 
fattfindet, zu der Gefammtzahl zu der Verſuche. So lange u Feine 
fehr beträchtliche Zahl iſt, ändert fi) das Berhältniff r mit u und‘ 
kann weit größer ober Heiner fein, ald g; aber wenn zu eine fehr große 
Zahl geworben ift, fp nimmt die Differenz r —g, abgefehen vom Zei⸗ 
hen, um fo mehr ab, je mehr noch zunimmt, fo daff in aller 
Strenge r— g=0 fein würde, wenn w unenblich groß werben könnte, 
und daſſ, indem e einen beliebig Heinen Bruch bezeichnet, man bie 
Zahl u immer fo groß annehmen kann, daff die Mahrfcheinlichkeit, 

daff — g Heiner ift, ald e, fih der Gewiffheit fo weit, ald man nur ' 
will, nähert. In der Folge werden wir den Auddrud der Wahrs 
ſcheinlichkeit, daff 7 — g Heiner als e ift, als Zunction von u und e 
mittheilen. 

Denn man 3. B. aus einer Urne A mit a weißen und 5 ſchwar⸗ 
zen Kugeln fucceffive eine fehr große Anzahl u von SKugeln- zieht, in- 
dem die gezogene Kugel jedeömal wieder in die Ume A gelegt wird, 
und es befinden fish unter den u gezogenen Kugeln @ weiße und 6 
fhwarze; fo bat man mit befte größerer Genauigkeit und Wahrſchein⸗ 
lichtcit: 

@ 6 _ b a a 
a ah 9 
eine. je größere Zahl u =c+E if. Umgekehrt, wenn das Verhaͤlt⸗ 
uiff der in der Urne AL enthaltenen weißen und ſchwarzen Kugeln un: 
befannt ift, und es find in einer fehr großen Anzahl von Werfuchen, _ 
während welcher fich. dieſes Verhaͤltniſſ nicht geändert hat, aus biefer 
Urne w weiße und 6 ſchwarze Kugeln gezogen; fo kann man mit ci= 


ner fehr großen Wahrſcheinlichkeit die Großen = und * fuͤr die Nä- 


herungswerthe dieſes unbelannten Berhältniffes und der unbefannten 
* acten Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel nehmen, 

e groß oder klein uͤbrigens die Anzahl der in der Urne A enthalte⸗ 
nen Kugeln auch ſein mag. Jedoch muſſ man bemerken, daſſ, wenn 
die Anzahl @ der in dieſer Urne enthaltenen weißen Kugeln gegen die 
Anzahl 5 der darin enthaltenen ſchwarzen Kugeln fehr Hein ift, bie 
j Zahl © auch gegen die Zahl 6 ſehr klein ſein wird, und umge: 


kehrt; aber das Verhaͤltniſſ des einen der Brüche — — und z zu bem | 


andern kann fehr von der Einheit verichieden fein, ® vofern die Reihe 
der Verſuche nicht außerordentlich weit fortgefegt ifl. Wenn die bes 
kannte oder unbekannte Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Ku— 
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get fehr gering iſt, fo bebeutet bie genäherte Gleichung = Bloß fo 
viel, daſſ jeder der Brüche — — - und — ſehr Bein iſt. 


Die eben autgeſprochen Regel. ift auch auf die Wahrſcheinlichkei⸗ 
ten der verfchiedenen fich gegenfeitig auöfchließenden Urfachen, welchen 


man ein fehr viele Male beobachteted Ereigniff Z zufchreiben Tann, 


anwendbar. , Wenn Y die bekannte oder unbefannte Wahrfcheinlichkeit 
einer biefer Urſachen C ifk, ſo drüdt das Verhältniſf 727 mit einer 


fehr großen Annäherung und Wahrfcheinlichleit das Verhaͤltniſſ der Zah: 
len’ auß, welche angeben, wieviele Male das Ereignifi © von ber 
Urſache C und wieviele Male ed von irgend einer andern Urfache her 
vorgebracht iſt. Dieſes gibt das Verhaͤltniſſ dieſer beiden Zahlen, wenn 
die Wahrſcheinlichkeit y a priori bekannt iſt, oder den Werth dieſer 
Wahrſcheinlichkeit, wenn man dieſes Verbhaͤltniſſ durch die Erfahrung 
beſtimmen kann. 

Wenn das Ereigniſſ & 3. B. der Zug. einer weißen Kugel auß 
einer Urne A mit a weißen und «' fhwarzen Kugeln, ober aus -einer 
Ume B mit 5 weißen und 5’ fchwarzen Kugeln ift; fo wirb bie 


Wahrſcheinlichkeit y, daſſ A die Urfahe von F, d. h. daſſ die weiße 


Kugel aus Bieter Urne gezogen iſt, nach ver Regel in $. 28, durch: 
46 
— 
und die entgegengeſetzte Wahrſcheinlichkeit, oder daſſ die weiße Kugel 
aus ber Urne 4 gezogen iſt, Dh: 
— bla+a) 

Te | 
ausdrüdt. Hat man nun aus der einen oder ber andern biefer bei⸗ 
den Urnen eine fehr große Anzahl u weißer Kugeln gezogen, indem 
bei jedem Werfuche die gezogene weiße oder ſchwarze Kugel wieber in 


die Urne gelegt wird, woraus fie gezogen iff, fo iſt das Verhättniff . 


der Anzahl der aus der Urne A gezogenen weißen Kugeln zur Anzahl 
der aus ber Ume B gezogenen weißen Kugeln hoͤchſt wahrfcheinlich” fehr 


wenig von dem Verhaͤltniſſe —— verſchieden, ſo daſſ man, wenn das 
erſte dieſer beiden Verhaͤltniſſe mit _ bezeichnet wird, 
__r1 _eb+b) 


| A1-yr 757 — 
nehmen kann. 


ul — — — — ee ——— —ü —— ee — 
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- Diefer Werth von reducirt fich auf n. wenn die in ben Ur⸗ 


nen A und D enthaltenen Anzahlen 8 und 3466weißer oder 
ſchwarzer Kugeln einander gleich find. In diefem Falle fan man alle 
diefe Kugeln in diefelbe Urne D) legen, ohne dad Verhaͤltniſſ ber aus 
der Ume L) gezogenen und rvefp. von den Umen A und B herruͤhren⸗ 
den weißen Kugeln zu verändern ($. 10.). | 
- Bei einer fehr großen Anzahl weißer Kugeln verhält fich alfo die 
erſte dieſer beiden Zahlen zu der zweiten faft mie = zu b, wie man 
fi) überzeugen könnte, wenn man den weißen Kugeln ber Ume 4 
ein gewiſſes Zeichen und benen der Urne D ebenfalls ein beflimmtes 
anderes Zeichen gäbe und nach jeder Ziehung einer weißen oder ſchwar⸗ 
zen Kugel aus der Urne D diefe Kugel wieber hineinlegte. 


8. 50. In den Büffonfhen Werken*) findet man bie Bahlen- 
refultate eined Verſuches über das Spiel Wappen und Schrifte, 
welches und ein Beiſpiel und eine Beftätigung ber vorhergehenden Re⸗ 
gel liefert. 

Bei dieſem Spiele hängt die Wahrſcheinlichkeit, die eine ober bie 
andere ber beiden Flächen des Muͤnzſtuͤckes zu treffen, von feiner phy⸗ 
ſiſchen Eonftitution ab, welche und nicht genau bekannt ift, und felbft 
wenn wir fie kaͤnnten, würde e8 ein Problem der Mechanik fein, die 
abftracte Wahrfcheinlichfeit für das Treffen des Wappens oder der Schrift 
daraus abzuleiten, welches Niemand zu löfen im Stande wäre. Der 
genäherte Werth dieſer Wahrfcheinlichkeit muſſ alfo für jedes Münzftüd 
beſonders durch Berfuche beflimmt werden, fo daff, wenn man in einer 
fehr großen Anzahl w von Verſuchen dad Wappen nr mal trifft, das 


Verhaͤltniſſ — für die Wahrfcheintichkeit ded Treffens des Wappens 


genommen werben muff. Dieſes ift alsdann auch die Wahrfcheinlichkeit 
oder der Grund zu der Annahme, -daff diefe Fläche bei einem neuen 
Verſuche mit demfelben Muͤnzſtuͤcke getroffen wird, und nah dem Ne: 
fultate dieſer Verſuchsreihe kann man m gegen u — m wetten, daſſ 


das Wappen getroffen wird. Vermittetſt diefer. Wahrſcheinlichkeit — 


des einfachen Ereigniffes muff man auch die Wahrfcheinlichkeiten der 
zufammengefesten Ereigniffe berechnen, wenigſtens wenn. fie wegen ber 
Natur dieſer Ereignifle nicht fehr gering find. 

Wir wollen nun annehmen, daſſ man eine fehr große Anzahl m. 





*) Aritkandiique morale, arliche XVIII. 
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von Verſuchsreihen angeftellt, und, wie in bem angeführten Verſuche, 
jede Reihe fo weit fortgefeßt ‚habe, bid das Wappen getroffen iſt. Es 
fein a), Gy, ag, . . . die Zahlen, welche ausbrüden, wievielmal das 
. Wappen bei dem erften,, zweiten, britten,... Wurfe getroffen ift, fo 
it die Sefammtzahl 12 der Würfe ober Berfüche: 


u=a,+2a,t3at.. 


und die Zahl m, welche ausbrüdt, wievielmal das Wappen getrofen 
iſt, ift zu gleicher Zeit: 


ma, +a,+0,+. 


fo daſſ die Wahrfcheinlichleit p für das Treffen des Wappens mit defto 
. größerer Annäherung und Genauigkeit. durch: 


P- — 
ausgedruͤckt wird, je größer die Zahl ze iſt. 

Die Wahrfcheintichkeiten, daſſ man bei dem erſten Wurfe das 
Wappen- trifft, bei dem zweiten, ohne daſſ es bei dem erften flatt- 
findet, bei dem dritten, ohne daſſ ed bei den beiden erſten ſtattgefun⸗ 
ben bat, u. ſ. w., find refp. 2, PL —p), PI—P%, u f. w. 

* Da nun die Zahlen, welche ausdruͤcken, wievielmal dieſe Er⸗ 
eigniffe in den m Verſuchsreihen ftattgefunden haben, nad der Vor: 
ausſetzung r,, @,, Gyr... find, fo muſſ folglich, wenn diefe Zahl 
fehr groß " fehr nahe 


P= 4, pl =, pa—p: =: ‚ elc. 


fein , vorauögefegt, daſſ dieſe Wahrſcheinlichkeiten nicht fehr Heine Brüche 
geworben find. Dividirt man jebe biefer Gleichungen durch die vor- 
bergehende, fo ergeben fich verfihiedene Werthe von L—p, und folglich 
a, a a 
Pe Pa Pl ee 
Diefe Werthe von P, ober wenigftend eine gewiffe Anzahl ber 
erftern, find um fo weniger unter fih und von dem Verhaͤltniſſe — 


verſchieden, je groͤßer die Zahlen m und u find,. und ſollten fie in 
aller Strenge gleich fein, fo muͤſſten diefe Zahlen unendlich groß fein. 
Wenn man für p dad Mittel aus diefen fehr wenig verfchiedenen Bruͤ⸗ 
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Gen anwendet, ober wenn man von dem ſich aus ber Gefammtheit 


ber Berfuche ergebenden Werthe 7 von.p Gebrauch macht, fo erhaͤlt 
man: 
A mp, a mp(I—M, a =mp(l — p)2, etc. 

für die berechneten Werthe der Zahlen a,, @,, Ag. .., welche fich 


fehr wenig von ben beobachteten Zahlen entfernen muͤſſen, wenigſtens 
in den erſten Gliedern dieſer abnehmenden geometriſchen Progreſſion. 


Sn dem Buͤffonſchen Verſuche war bie Anzahl m der Ver 
fuhöreihen = 2048 und aus den Angaben Büffon’s geht hervor, 
daſſ: | 


a,=1061, a,=1494, a,— 232, a, —187, 05, —56, 
4, =29, 0,=25, 4, 8, a6 


geweſen ifl. Die Zahlen @, 0, @yı,.:. fehlen, d. b. die Anzahl m 

ber Verſuchsreihen ift nicht weit genug fortgefeßt, damit das Wappen 

in einer oder mehreren Verſuchsreihen nicht getroffen wurde. Diefe 

Zahl ift die Summe der Werthe von a, , Gy, Gyr... ., woraus fich 
au: . 


u=4040 ° 

und. folglich: | 

| — —— Q,50693 
p — 0,5 


ergibt. Vermittelſt diefed Werthes von pP findet man, wenn man bie 
Brühe unberudfichtigt- läfit: | 


a,=1038, a,=512, a,=252, a,=124, 0,—01, . 
‚=, a,=15, 0=7, a,=4, 410*1, 


und die folgenden Zahlen z,,, ig, +. . würden Heiner als die Ein- 
heit fein. Wergleicht man nun diefe Reihe ber berechneten Werthe mit 
denen der Zahlen @,, a2, @g,..., welche ſich aus der Beobachtung 
ergeben, fee fieht man, daſſ fich die erften wenig von einander unters 
ſcheiden. Bei den folgenden werben bie Unterſchiede größer, und es ift 
5 B. ber berechnete Werth von a, nur 3 ded beobachteten Werthes; 
aber dieſe Zahl a, entlpricht. einem Ereigniffe, deſſen Wahrfcheinlichkeit 
deiner als Ay if. Bleibt man bei den drei erſten Gliedern - de 
Reihe ber beobachteten Zahlen fliehen, fo ergibt ſich daraus: 
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— 1 — 0,51806, p=1— "= 0,53441, p= 1—-2— 0,58038, 
P=n G, 22 


welche Groͤßen ſehr wenig von einander verſchieden ſind, und woraus 
das Mittel oder der dritte Theil ihrer Summe 


pP = 0,52760 
ift, weiches kaum um 0,02 von dem fich aud ber Gefammtheit der 


Verſuche ergebenden Werthe — — von verſchieden ift. 


Wir haben diefen Berfirch deswegen gewählt, weil er von Buͤf⸗ 
fon angeſtellt iſt und das Wert, worin er ſich befindet, denſelben 
authentiſch macht. Es kann Jeder viele Veriſuche dieſer Art anſtellen, fo: 
wohl mit einem Muͤnzſtuͤcke, als mit einem ſechsſeitigen Würfel. In 
diefem lebten Kalle ift die Zahl, welche ausdrüdt, wievielmal jede 
Släche des Wuͤrfels bei einer fehr großen Anzahl von Werfuchen oben 
zu liegen kommt, ungefähr 4 der Gefammtzahl der Verſuche, wofern 
der Würfel nicht falſch oder ſchlecht conftruirt iſt. | 

8. 51. Der Lehrlab, auf welchen fich bie vorhergehende Regel 
gründet, rührt von Iacob Bernulli ber, weicher über den Be 
weis deffelben 20 Jahre nachgebacht hat, und der Beweis, welchen er 
davon gegeben hat, ergibt ſich mit Huͤlfe folgender Säge aus dem 
binomifhen Zehrfaße. 

Es feien bei jedem Verſuche 2 und g die gegebenen Wahrſchein⸗ 
lichkeiten der beiden entgegengeſetzten Ereigniſſe E und F'; ferner feien 
.g, h, k ganze Zahlen von folcher, Befchaffenheit, daſſ: 


h 
P=- 9=7. ge+h=k, pty=i 


ft, und m, rn, ps andere ganze Zahlen, welche mit g, 4, k durch 
bie Gleichungen: 


m=ek, n—hk, u=m-+n=(g+hyk 


verbunden find, fo daſſ fich die Wahrfcheinlichkeiten p und g mie bie 
Bahlen m und n verhalten, welche man fo groß machen kann, ald man 
will, wenn man die Zahlen g,.,, ki hinreichend vergroͤßert, ohne ihr 
Verhaͤltniſſ zu veraͤndern. Alddann finden folgende Säge flatt 


1) In der Entwidelung von (p 9) ift das Glied am größer - 
ften, worin dad Product pP" 9” vordommt, und da tiefes lieb bie 
Wahrſcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ das Ereiguiff Z, m mal und das Ers 
eigniſſ F, nmal ſiaciindet ($. 14.)5 fo Folgt, daſſ dieſes zuſammen- 
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gefehte Ereigniſſ, d. h. das Stattfinden ber einfachen Ereigniſſe nad 
dem directen ni ihrer reſp. Wahrfcheinlichkeiten, das wahtfchein- 
Jichfte vor allen zufammengelchten Ereigniffen tft, weiche in eimer bee 
liebigen Anzahl u von Verſuchen ftattfinden innen, 

3) Wenn diefe Zahl zs fehr groß ift, fo tft dad Werhältniff des 
größten Glieded der Entwidelung von (p+y)“ zu der Summe aller 
(Stieder oder zu der Einheit ein’ fehr Meiner Bruch, welcher fortwäh- 
trend abnimmt, je mehr u noch zunimmt. In einer langen Reihe von 
Berfuhen ift alfo das wahrfcheinlichfte zufammengefebte Ereigniſſ den⸗ 
noch ſehr wenig wahrſcheinlich und zwar um ſo weniger, je weiter die 
Verſuche fortgeſetzt werden. 

3) Aber wenn man in der Entwickelung von (p9)*das größte 
Glied, die Z folgenden und die / vorhergehenden Glieder betrachtet, 
und mit A,die Summe diefer 2/1 aufeinander folgenden Glieder 
bezeichnet; fo kann man immer, ohne weder p, noch Y zu ändern, 
a fo groß nehmen, daſſ ber Bruch A beliebig wenig von der Einheit 


verfchieden ift, und je mehr u noch zunimmt, deſto mehr nähert ſich 4 
der Einheit. 


Hieraud folgt, daſſ bei ciner langen Reihe von Verſuchen immer 
eine große Wahrſcheinlichkeit A vorhanden iſt, daſſ die Anzahl von 
Malen, welche das Ereigniſſ E ftattfindet,, zwifchen den Grenzen 
m und die Anzahl von’ Malen, in welchen das Ereigniff 2 ftatt- 
findet, zwifcben den Grenzen n=@2 liegt, fo daſſ man ohne das In⸗ 
tervall 2 2 der Grenzen diefer beiden Zahlen zu ändern, die Anzahl 1 
der Verſuche immer hinreichend groß annehmen Tann, damit fich die 
Wahrfcheinlichfeit A der Gewiſſheit beliebig nähert. Wenn man bie 
Verhaͤltniſſe diefer Grenzen zu der Zahl u der Verfuhe nimmt, bie 
vorhergehenden Gleichungen berüdfichtigt und: 


l 
0, pp, JFI=F 


fest; fo fie p’ und 4° diefe Werhältniffe, und da der Bruch B ohne 
Ende abnimmt, je mehr 4 zunimmt, fo folgt, daſſ fih diefe mit u 
veränderlichen Verhaͤltniſſe ebenfalld ohne Ende und mit einer fehr gro⸗ 
fen Wahrfeheinlichkeit den Wahrfcheinlichkeiten p und g ber Ereignifle 


E und F nähern. Hierin beſteht das ſchoͤne Theorem von Jacob 
Bernoulli. 


Wegen bed Beweifes diefer Eigenfchaften ber Glieder der Ent: 
widelung von (9 -+4y)" verweifen wir auf bie Werke, worin ber bi- 
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nomifche Lehrfag näher erörtert ifl.*) Der Beweis des Lehrſatzes ſelbſt, 
welcher fi auf bie Anwendung der ‚Integralrechnung gründet, wirb 
in dem folgenden Kapitel mitgetheilt. Bid dahin darf man nicht ver- 
geffen, daſſ es bei dieſem Lehrfage wefentlihe Vorausſetzung ift, daſſ 
die Wahrfcheintichkeiten der einfachen Ereigniffe Z und Z’ während der 
ganzen Dauer ber Berfuche unveraͤnderlich bleiben. Nun. find aber bei 
den Anwendungen der Wahrſcheinlichkeitsrechnung auf verfchiedene phy- 
ſiſche oder moralifche Ericheinungen diefe Wahrfcheinlichkeiten meiftene 
von einem Verſuche zum andern, veränderlich, und zwar auf eine ganz 
unregelmäßige Weile. Dad in Rebe ftehende Theorem iſt alfo bei 
diefen Arten von Unterfuchungen Nicht ausreichend; aber ed gibt andere 
allgemeinere Saͤtze, welche flattfinden, wie veränderlich diefe fucceffiven 
Wahrſcheinlichkeiten der Ereigniffe auch fein mögen, und worauf die 
wichtigſten Anmendungen der Zheorie der Wahrfcheinlichkeiten beruhen. 
Sie werden ebenfalld in den folgenden Kapiteln bewiefen werben, aber 
wir wollen fie jest fchon anführen und das in ber Einleitung erwähnte 
Geſetz der großen Zahlen ald ein allgemeines Factum, welches 
fih aus Beobachtungen jeber Art ergibt, Daraus ableiten. 

$. 52. In .einer fehr großen Anzahl zu fuccefjiver Verſuche wollen 
wir die Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes Z von beliebiger Natur bei 
dem erften Werfuche mit 2, , bei dem zweiten mit p,,... und bei 
dem legten mit pP, bezeichnen. Berner fei p' das Mittel aus allen die⸗ 


- fen Wahrfcheinlichleiten ober der Quotient aus ihrer Summe und ihrer 
"Anzahl, d. h. 


— —— 


fo iſt zu gleicher Zeit die mittlere Wahrſcheinlichkeit des entgegengeſetz⸗ 

ten Ereigniſſes F der Quotient aus der Summe ber Brühe 1 —p,, 
1—Pg,..., 1 —P, und ber Zahl u, und wenn ‚man fie mit y’ 
bezeichnet, fo hat man p'+g'=1. Diefes vorausgeſetzt, befteßt ei⸗ 
ner der erwaͤhnten allgemeinen Saͤtze darin: daſſ, wenn m un a 
die Zahlen find, welche angeben, wievielmal bie Ereigniffe Z und F 
während dieſer Verſuchsreihe flattgefunden haben, oder flattfinden wer 
den, die Verhältniffe der Zahlen m und n zur Geſammtzahl u=m--n 
der Verfuche fehr nahe und mit einer fehr großen Wahrfcheinlichfeit bie 
Werthe der mittleren Wahrfcheinlichkeiten 2’ und g’ find, und umge 
kehrt find p’ und g’ die Näherungswerthe von — und — 


*) Ars conjectandi, pars quarta. Lehrbuch ber Wahrſcheinlichkeitsrechnung von 
Latroix, Abthl. L Fink's Syſtem der niedern und Höhern Algebra, 
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. . Wenn diefe Verhältniffe aus einer langen Reihe von Verſuchen 
abgeleitet find, fo geben fie die mittleren Wahrfcheinlichkeiten op’ und 4‘, 
und ebenfo beflimmen fie nach der Regel in $. 49. die Wahrfcheinlich- 
feiten p -und Y ber Ereigniffe Z und F' felbft, wenn fie conftant ſind. 
Sollen aber diefe Näherungdwerthe von »’ und 9 auch zur näherungds 
weilen Beflimmung der Zahlen dienen fönnne, welche ausdruͤcken, wievicle 
Mal die Ereignijje L und F in einer neuen, fehr langen Reihe von 
Berfuchen flattiinden werden; fo muſſ ed gewiſſ, oder wenigftens höchft 
wahrfcheinlich fein, daſſ die mittleren Wahrſcheinlichkeiten von L und 
F für diefe zweite Verſuchſsreihe genau, oder fehr nahe diefelben find, 
als für die erfte. Diefes findet nun aber vermöge des folgenden an- 
dern allgemeinen Sabes in der That auch flatt. 


Wir wollen: annehmen, daſſ das bei jedem Verſuche flattfindende 
Ereigniſſ E oder F vermöge feiner Natur von einer der fich gegenfei- 
tig außfchließenden 9 Urfahen C,, Ca, Cg, ... C,, welde wir zus 
naͤchſt als gleich möglich betrachten wollen, herrühren kann. Es fei c, 
die einer beliebigen Urfache C, entfprechende Wahrfcheinlichleit für das 
Stattfinden des Ereigniffes P, fo daff bei einem beflimmten Berfuche, 
5 B. bei dem erften, die Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes Z gleih c, 
ift, wenn die Urfahe (, verhanden ift, gleich c,, wenn ed bie’ Ur= 
ſache C, ift, u. ſ. f. Wenn ed nur eine einzige mögliche Urfache gäbe, 
fo wäre die Wahrſcheinlichkcit des Ereigniffee E bei allen Verfuchen 
nothwendig diefelbe; aber bei unferer Vorausſetzung kann fie bei jedem 
Verfuche 9 gleich wahricheinliche Werthe habe, und Anbert fich alfo von 
einem Verſuche zum andern. Geht man nun: WMWB 


*6 +at6t...to) - 


® ift der Quotient” aud’ der Summe der Wahrfcheinlichkeiten, daſſ das 
Greigniff E in einer fehr großen Anzahl bereitd gemachter Verſuche 
flattgefunden hat, oder in einer langen Reihe Tünftiger Verſuche flatt- 
finden wird, und aus ihrer Anzahl fehr nahe und hoͤchſt wahrfcheinlic 
dem Bruche y deſſen Größe von diefer Anzahl unabhängig ift, gleich. 
Man kann alfo die mittlere Wahrfcheinlichkeit 2’ des Ereignijfes Z 
fir zwei oder mehrere Verfuchöreihen, wovon jede aus einer fehr gro: - 
Gen Anzahl von Verfuchen befteht, ald gleich anfehen. 

Verbindet man diefen zweiten allgemeinen Satz mit dem erflen, 
fo ergibt .fih daraus, daff, wenn m die Zahl iſt, welche ausdrüdt, 
wie vielmal dad Ereigniff A -in einer fehr großen Anzahl u von Ber: 
ſuchen flattfinden wird, oder flattgefunden bat, und m’ diefelbe Zahl. für 
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eine aubere ſehr oe Anzahl u’ von Berfuchen, ſehr nahe und hoͤchſt 
wahrſcheinlich die Gleichung: 

m m 

vo gi 
flattfindet. Diefe beiden Verhaͤltniſſe würben in aller Strenge unter 
fi) und der unbefannten Größe y gleich fein, wenn bie Zahlen u und 
m’ unendlich groß werden könnten. Wenn ihre durch die Beobachtung 
gegebenen Werthe mierflich von einander verfchleden find, fo hat man 
Grund, zu glauben, daſſ in der Bwifchenzeit der beiden Verſuchsreihen 
“einige der Urfahen C,,Cy, Cy, ... unmöglih und andere möglich 
geworden find, woburd die Wahrfcheinlichkeiten c,, Eos Eyr ons unb 
folglich der Werth von y verändert werben. Diefe Veränderung ift je⸗ 
doch nicht gewiff, und wir werben in der Folge den Ausbrud ihrer 


. Yu 
Wahrſcheinlichkeit als Function des beobachteten Unterſchiedes * — 7 


und der Anzahlen zu und u’ der Verſuche angeben. 

Diefe Fulgerung aus den beiden vorhergehenden Sägen wird auf 
den Lehrſatz von Jacob Bernoulli zuruͤckgefuͤhrt, wenn man be: 
merkt, daſſ in der Vorausſetzung, worauf ber zweite beruht, der Bruch 
y die unbefannte, aber während der beiden Verſuchsreihen conflante 
Wahrfcheinlichkeit ded Ereigniſſes E iſt. Denn dieſes Ereigniff Tann 
bei jedem Verſuche vermöge ieber der Urfahen C,, Cꝛ, Cz, . . „, welche 


alle dieſelbe Wohrſcheinlichteit — haben, flattfinden. Die Wahrſchein⸗ 
lichkeit ſeines Stattfindens vermöge der peliebigen Urſache GC wird nach 
der Regel in $. 5. durch das Product = und feine vollftändige Bahr: . 
ſcheinlichlichkeit nach der Regel in $. 10. durch die Summe der "Pro: 
ducte =, - Ca, — ... welche — iſt, ausgedruͤckt. 


Der Einfachheit wegen haben wir alle bie Urfahen C,, Cy, Cy, 
... als gleich moͤglich betrachtet; allein man kann auch annehmen, 
daſſ jede derſelben in der Gefammtzahl v der Urſachen mehrere Male 
vorfommt, wodurch fie ungleich wahrfcheinlich. gemacht werben. Als⸗ 
dann begeichne 7, die Zahl, welche angibt, wie vielmal die beliebige 
Urfache Cr unter diefer Anzahl v von Urfachen vorfommt, fo druͤckt 
der Bruch Y, die Wahrfcheinlichkeit Biefer Urfache aus, und der Aus- 
druck von y verwandelt ſich in: 


Yr=Y; Ct Y2CatYgC,t+ ... tr 





m 


Zu gleicher Zeit hat Man: 
Yı Hyatt... .+Y97,=1, 


weil eine der Urfachen, worauf fich diefe Wahrfcheinlichkeiten beziehen, 
bei jedem Verſuche nothwendig ſtattfinden muſſ. Wenn die Anzahl der 
möglichen Urſachen unendlich groß iſt, fo wird die Wahrſcheinlichkeit je- 
der derſelben unendlich klein. Bezeichnet man in dieſem Falle eine der 
Wahrſcheinlichkeiten c, Ey Ep, ... c,.mit ©, deren Werth ſich von 
xz—=0 bi z=1 erfireden kann, und die Wabrfcheinlichkeit der Urs 
fache, welche dem. Ereigniffe £& biefe MWahrfcheinlichkeit = erstheilt, mit 
Ydz; fo hat man, wie in $. 45: 


ı=/, Yrda, ["Vdr= 


$. 53. Wir wollen man annehmen, daff es flatt zwei möglicher 
Greigniffe E und F deren eine beflimmte Anzahl A gebe, wo eins bei. 
jedem Verſuche flattfinden muſſ. Dieſes iſt ver Fall, wenn man eine 
Größe A von einer beliebigen Natur betrachtet, welche A bekannte 
oder unbekannte Werthe haben Tann, die wir mit @,,@y, Egı ... a, 
bezeichnen wollen, und wovon bei jedem Verſuche einer ftattfinden muff, 
fo daſſ der, welcher flatfgefunden hat oder flattfinden wird, das beob⸗ 
achtete oder fünftige Ereigniff ifl. Berner fei ey, die Wahrfcheins 
lichkeit, welche die Urfache Ca, wenn fie gewiff wäre, dem Werthe au 
von A ertheilen würde. Die Werthe von c, 4 für die verfchiedene In⸗ 
bices Z und 2 von 2=1 bis =» und von ?— =1 bi !=A find bes 
fannt oder unbefannt. Allein für jeden Inder 2’ muff: 


es ıte,a tesa +... Fan=1 


fein. ‚Denn wenn bie Urſache Gr gewiff wäre, fo würde einer ber 
Werthe q, Agr Apr . »- a, vermöge. dieſer Urfache zuverläffig ftattfins 
den. Berner wollen wir mit «@, den Quotienten aus der Summe ber 
Bahrfcheirilichkeiten von @,, welde in einer fehr großen Anzahl m fucs 
ceffiver Verſuche flattgefunden haben, oder flattfinden werden, und aus 
diefer Anzahl, d. h. die mittlere Wahrfcheintichkeit dieſes Werthes a, 
von A in diefer Reihe von Berfuchen bezeichnen. Betrachtet man a, 
ald ein Ereigniff Z und alle übrige A — 1 Werthe von A zufanıs 
mengenommen ald das entgegengeſetzte Ereigniſſ F', fo kann man nach 
dem zweiten allgemeinen Satze im vorhergehenden $: 


0. —Yı 6,0 tY2C2,0 tYsca,et ... +Y,6,,0 | 
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nehmen, wo YırYar Yar «+ 7, wieder bie Wahrfcheinlichkeiten der 


verfehiebenen Urfachen find, welche die Greigniffe während ber Reihe 


der Verſuche herbeiführen ober die Werthe von 4, voelche man beob: 
achtet hat, oder beobachten wird, hervorbringen fünnen. Nun beftebt 
der dritte noch anzuführende allgemeine Sag darin: daſſ der Quotient 
aus der Summe. diefer u Werthe von 4 und ihrer Anzahl oder der 
mittlere Werth diefer Größe höchft wahrfcheinlich fehr- wenig von der 
Summe der Producte_ aus ihren möglichen Werthen und deren refp. 
mittleren Wahrfcheinlichkeiten verfchieden if. Bezeichnet man alfo die 


Summe ber wirklihen Werthe von A mit s, -fo bat man fehr nahe - 


und mit einer großen Wahrfcheintichkeit: 


s 
he t920 ta FB Er LEUTE 


fo daſſ man, wenn Ö einen beliebig kleinen Bruch bezeichnet, die Anz 


zahl zu der Verfuhe immer groß genug annehmen kann, damit die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Unterfchied zwifchen den beiden Theilen 
dieſer Gleichung Peiner ift, ald Ö, belichig wenig von der Einheit 
verfchieden ift. Ferner wollen wir bemerfen, daſſ der zweite Theil 
der vorhergehenden Gleihung vermöge ded vorhergehenden Ausdrudes 
‚von &, und der fi daraus ergebenden Werthe von &,, &gı Agı ... 
von der Zahl m unabhängig if. Wenn alfo diefe Zahl fehr groß ift, 
fo ift die Summe s ihr faft proportional, und wenn man folglich bie 
Summe der Werthe von A in einer andern Reihe von einer fehr großen 
Anzahl u’ von Berfuhen mit.s’ bezeichnet; fo ift der Unterfchied ber 
4 


Verhaͤltniſſe — und * hoͤchſt wahrſcheinlich ſehr klein, und wenn 
man denſelben vernachlaͤſſigt, ſo hat man: 


Ss Ss’ - 


- 
—— — — 
— 


u zu , 

Bei den meiften Unterfuhungen iſt die Zahl A der möglichen 
Werthe von A unendlich groß; fie wachſen nach unendlich Meinen An: 
‚erementen, find zwifchen gegebene Grenzen eingefchloffen und die irs 
gend einer Urfache Ce entfprechende Wahrſcheinlichkeit jedes diefer Wer⸗ 
the wird folglih unendlich Fein. Bezeichnet man diefe Grenzen mit 
J und und die der Urfache Cy entiprechende Wahrfcheinlichkeit irgend 
eined biefer Werthe z, welcher fih von z<=/ his z=! erftreden 
Tann, mit Zidz; fo hat man: 


N . 
Jı Zıdz=1. 
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Die totale Wahrſcheinlichkeit des Werthed z ober feine mittlere 


Wahrſcheinlichkeit während der Berfuchbreihe ift =Z dz, wenn man 
der Kürze wegen 


Yı zZ, +7: 2, +73 23 +. . +1,2=2 
ſetzt, und hieraud ergibt fich: 


= fi zz dz. 


Die Größe Z ift eine belannte oder unbelannte Function von 2 
aber da bie Summe. der Brühe Yır Yar Ya - --, fo wie jedes de 


4 
Integrte [, Z da, J, Z ‚di, /, Zu de, eic. der Einheit 


gleich ift, fo ift immer: 
IM Zd:=1, 


die Anzahl 9 der möglichen Urfachen fei endlich oder unendlich. 
8. 54. Das Geſetz der großen Zahlen liegt in den beiven Gleis 
ungen: F 


m mM ss : s' . , 


welche auf alle ungewiſſe Ereigniffe der phyfiſchen und moralifchen Welt 
endbar find. Es bat zwei verichiedene Bedeutungen, wovon jede 
vr. diefer Gleichungen" entfpricht und welche ſich beide beftändig be- 
fätigen, wie aus den verfchiebenen, in der Einleitung angeführten 
Beiſpielen erhellet. Diefe Beifpiele jeglicher Art können binfichtlich der 
Allgemeinheit und Richtigkeit des Geſetzes der großen Zahlen feinen 
Zweifel übrig laſſen; aber megen der Wichtigkeit diefes Geſetzes war es 
zweckmaͤßig, daſſelbe apriofi zu beweiſen; denn er bildet die nothwendige 
Grundlage der Anwendungen der Wahrſcheinlichkeitsrechnung, welche ung 
am meiften intereffiren, und außerdem bat der auf den Sägen in den 
beiden vorhergehenden 88. beruhende Beweis defjelben den Vortheil, den 
Grund feines. Stattfindens felbft anzugeben. 
Nach der erſten Sleihung ann die Zahl m, welche außdrüdt, 
wie vielmal dad Ereigniſſ EU von beliebiger Natur in einer ſehr gros 
Ben Anzahl u von Verſuchen flattfindet, ald diefer Zahl zu proportionaf 


betrachtet werden. Dad Verbältniff = bat für jede befondere Art von 


Ericheinungen einen beſondern Werth 9 welchen es in aller Strenge 
Poiffon’s Wahrfcheinlichkeiter. etc. 8 
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erreichen würde, wenn m unendlid; groß werben Könnte, und bie Theo⸗ 
rie der Wahrſcheinlichkeiten lehrt uns, daſſ diefer Werth erhaften wird, 
wenn mar die Summe ber Producte aus den möglichen Wahrſchein⸗ 
lichkeiten ded Greigniffed bei jedem Verſuche und den refp. Wahr: 
ſcheinlichkeiten der ihnen entfprechenden Urfachen bildet. Die Gefammts 
beit diefer Urfachen wird befonder8 durch die Relation charakterifirt, 
welche für jede detfelben zwifchen ihrer Wahrfcheinlichkeit und der Wahr: 
fcheinlichkeit, welche fie dent Stattfinden bed Ereigniffes EZ ertheilen 

würde, wenn fie gewiff wäre, flattfindet. Wir finden, daſſ fi das 


Verhältutfl — in den verſchiedenen aus fehr vielen Berfuchen beſtehen⸗ 


den Verſuchsreihen nicht ändert, fo lange dieſes Geſetz der Wahrſchein⸗ 
. lichkeit ungeaͤndert bleibt. Wenn ſich dagegen dieſes Geſetz für zwei 
Verſuchsreihen geändert hat, und daraus eine merkliche Veraͤnderung 
der mittleren Wahrfcheinlichkeit entſtanden iſt, fo wird dieſes durch 


eine entſprechende Veraͤnderung des Werthes von — angezeigt. Wenn 


‘ 
in der Zwifchenzeit ber beiden Beobachtungsreihen irgend welche Umflände 
die phyſiſchen oder mioralifchen Urfachen,, welche dem Stattfinden von Z 
die größten Wahrfcheinlichkeiten ertheilen, wahrfcheinlicher gemacht ha» 
ben, fo nimmt der Werth von y innerhalb diefes Intervalled zu und 


das Verhaͤltniſſ iſt in der zweiten Reihe groͤßer, als es in der er⸗ 


ſten war, waͤhrend das Gegentheil ſtattfindet, wenn die erwaͤhnten 
Umſtaͤnde die Wahrſcheinlichkeiten der Urſachen vergrößert haben, bat 
weichem bad Stattfinden von Z die Heinften Wahrfcheihlichkeiten Tat. 
Wenn alle diefe möglichen Urfachen vermöge der Natur biefes Ereig⸗ 
niſſes glei wabrfcheintich find, fo it Y=1 und y=%,' und bie 
Baht, welche ausdrüdt, wie vielmal bad Ereigniſſ Z in einer langen 
Reihe von Verſuchen flattfindet, iſt hoͤchſt wahrfcheinlich fehr wenig 
von. der Hälfte der Anzahl der Verſuche verfchieden. Deögleichen, wer 
die Mahrfcheinlichkeiten der Urfachen des Ereigniffes E den Wahrfcheins 
lipleiten proportional find, welche diefe Urfachen dem Stattfinden von 
E ertheilen, und die Anzahl derfelben iſt unendlich groß, fo f Y=ar, 


. 1 
und wenn das Integral J. Ydz=1 fein fol, fo muff a—2 fein, 


woraus ſich alfo Yy=% ergibt. In einer fehr langen Reihe von Ver⸗ 
fuchen nähert ſich alfo die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dad Greigniff B 
doppelt fo viele Mate flattfindet, als das entgegengefehte Creigniff, 
. der Gewiſſheit fehr. Aber bei den meiſten Unterfuchungen ift und das 

Wahrſcheinlichkeitsgoſetz der Urfachen unbekannt, die mittlere Wahr⸗ 
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fſcheinlichkeit y kann nicht a priori berechnet werden und nur durch die 
Erfahrung laͤſſt ſich ein ſehr wahrſcheinlicher Naͤherungswerth erhalten, 
wenn man die Reihe der Berfuche weit genug fortfegt, damit das 


Verhaͤltniſſ m faft underänderlich wird, und alsdann biefed Verhaͤumiſſ 


fuͤr dieſen Werth nimmt, 
Die faft vollkommene Unveraͤnderlichkeit dieſes Verhaͤltniſſes = 


für jede Art von Ereigniffen ift ein fehr bemerkenswerthes Factum, 


wenn man. alle Veränderungen der Wahrfcheintichkeiten während einer . 


langen Reihe von Verſuchen in Betracht zieht. Man könnte geneigt 
fein, fie einer geheimen Urfache zuzufchreiben, welche von den phyfifchen 
oder moralifhen Urfachen der Erfcheinungen verſchieden iſt; allein die 
Theorie der Wahrſcheinlichkeiten zeigt uns, daſſ diefe Unveraͤnderlichkeit 
nothwendig flattfindet, fo lange das Wahrſcheinlichkeitsgeſetz der Urſa⸗ 
chen fuͤr jede Art von Erſcheinungen ſich nicht aͤndert, ſo daſſ man 
ſie in jedem Falle als den Normalzuſtand der Dinge, welcher von 
ſelbſt und ohne Huͤlfe irgend einer fremden Urſache ſtattfindet, und im 
Gegentheil zu einer merklichen Veraͤnderung eine ſolche Urſache erfor⸗ 
derlich waͤre, betrachten muſſ. Man kann dieſen natuͤrlichen oder Nor⸗ 
malzuſtand mit dem Ruhezuſtande der Koͤrper vergleichen, welcher ver⸗ 
moͤge der bloßen Traͤgheit der Materie ſo lange ſtattfindet, als er von 
keiner fremden Urſache aufgehoben wird. 

$. 55. Ehe wir die zweite der beiden vorhergehenden Gleichungen 
betrachten , wird ed zwedimäßig fein, einige Erlaͤuterungsbeiſpiele der 
erſtern anzufüͤhren. 

Geſetzt, man hätte » Urnen C,, Ca, Cy, ... Cr mit weißen 
und fchwarzen Kugeln, und es fei c, die MWahrfcheinlichkeit, auß irgend . 
einer diefer Urnen Ca eine weiße Kugel zu ziehen, welche Wahr 
fcheinlichfeit für mehrere, biefer Urnen biefelbe fein fann. Nun nimmt 
man zufällig eine diefer Urnen hinweg, wofür man eine gleihe an bie 
Stelle fegt, hierauf eine zweite, u. f. f., fo dafj dad Syflem der Urnen 
Cr Car Cgı . . . immer daſſelbe bleibt und eine unbegrenzte Reihe 
von Umen B,, Ba, Bar .. . gebildet wird, welche nur die gegebenen 
Umen Cꝛ, C. Cgr . . . , mehr ober weniger wieberholt, enthält. Es 
Kin FA E 7 ... reſp. die Wahrſcheinlichkeiten, aus ben Urnen 

... eine weiße Kugel zu ziehen, ſo daſſ die unbegrenzte 
— * ... ebenfalls nur die gegebenen Wahrſcheinlichkei⸗ 
tm Cır c 2 —* ..., welche darin wiederholt vorkommen koͤnnen, ent⸗ 
hilt. Alddann zieht man aus jeder ber Umen Bi, By, Bar... B, 


incluſ. eine Kugel, Bezeichnet man nun bie mittlere Wahrſcheinlichkeit 
£ | 8* 
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des Zuges einer weißen Kugel in diefen 1 fucceffiven Ziehungen mit &, 
fo hat man: 


=. (+++ . . . +b,). 


Die Umen Cy, Cy, Cʒ, ... ftellen hier die 9 möglichen Urſachen 
ded Treffens einer weißen Kugel bei jedem Verſuche dar. Wenn alſo 
u eine e ſehr große Zahl iſt, und man ſetzt, wie weiter oben: 


=—(, testet. .. te» 


und bezeichnet die Anzahl der gezogenen weißen Kugeln mit ın, fo ift 
nach dem Vorhergehenden ſehr nahe und mit einer großen Wahrſchein⸗ 
lichkeit: 


m 
= ge=y,m=uy. 


Die Zahl m ändert fih alfo nicht merklich, wenn man bie Biehungen 
aus denfelben Umen B,, Ba, Bar . -. B, oder aus einer Anzahl u 
anderer auf einander folgender Umen wiederholt und wenn biefe Zie⸗ 
hungen aus einer andern fehr großen Anzahl u’ von Urnen geſchieht; 
fo ift der genäherte und fehr wahrſcheinliche Werth der Anzahl der ge⸗ 


zogenen weißen Kugeln =. 


Wenn man aus dem Epfteme der Urnen C,, Ca, Cr ... wmal 
hintereinander ganz zufällig eine Kugel zieht, indem man bie gezogene 
Kugel jedesmal wieder in die Urne legt, woraus fie gezogen tft, fo 
iſt die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel bei allen Vers 
fuchen diefelbe und nach der Regel in $. 10. gleih Y. Wenn die An- 
zahl: der Werfuche fehr groß ift, fo ift die Anzahl ber gezogenen weis 
Sen Kugeln nach ber Regel in $. 49. fehr nahe und höchft wahrfcheitts 
lich dem Producte Y gleich, wie in dem vorhergehenden SBeifpiele; 
allein diefe beiden Beiſpiele find wefentlich verfchieden, und die beiden 
Refultate flimmen nur dann überein, wenn z eine fehr große Zahl 
if. Wenn diefed nicht der Fall ift, fo hängt die Wahrſcheinlichkeit 
der Biehung einer gegebenen Anzahl m weißer Kugeln in dem erften 
Beifpiele nicht blod von dem Syſteme der gegebenen Urnen C,,Cy, Cz, 
..., fondern auch von dem Spfteme der Umen Z,, Bar Bar - - 
welches aus jenem zufällig gebildet if, ab. Wir wollen z. B. 
die Anzahl der gegebenen Urnen auf die drei Cy, Ca, Cz, rebuciren 

v 
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und u=2, m=1 fegen, fo daſſ es barauf ankommt, bie Wahr; 
fheinlichkeit zu beflimmen, aus einer der beiden Urnen RB, und B, 
eine weiße und aus der andern eine fchwarze Kugel zu ziehen. Als: 
dann koͤnnen für diefe beiden Urmen die folgenden ® verfhiedenen Com: 
binationen flattfinden : . 


B,=B,=C, B,=B,=C;,, B,=B,=C,, 
B,=C, und B,=C,, B,=0, und B,=C,, B,=C, und B,=C,, 
B,=C, und B,=C,, B,=C, und B,=C,, B,=C, und B,=C;,. 


Für jebe diefer O Combinationen hat die gefuchte Wahrſchein⸗ 
lichkeit einen befiimmten Werth, nämlich für die drei erften refp. die 
Werthe: 


20 1—.e,), 2°, (1—c,), 26, (1—c,) 
und für bie drei mittleren, fo wie für die drei legtern, die Werthe: 


e,(1-c,)+c,(1—c,), e, eg )+ ce, (1er) Ca (1—c,)+ 
| ca(1 —c,). 


Es iſt leicht einzufehen, daft der mittlere Werth dieſer 9 Wahr: 
ſcheinlichkeiten ober ber Quotient aus ibrer Summe ‚und der Zahl 9 
bie Wahrfcheinlichkeit ded Zuges einer weißen und einer fchwarzen Ku: 
gel fein muſſ, wenn- ber Zug da3 erſte Mai ganz zufällig aus den Urnen - 
CC, Cz geſchieht, und dad zweite Mal, nachdem die erfle gezogene 
Kugel wieder in die Urne gelegt ift, woraus fie gezogen war; und in 
ber That wäre biefe Wahricheinlichleit dem doppelten Probucte aus 
Ile, te, +c,) und 1—L(c, #C2 +cg) gleich, welches ein Neuntel 
der Summe ber 9 vorhergehenden Wahrfcheinlichkeiten iſt. Ehe das 
Syſtem der Urnen B,, Bar Byı .. . aus dem Spfteme ber gegebe: 
nen Urnen gebildet und hinweggenommen ift, hätten wir feinen Grund 
zu der Annahme, daſſ die te Urne Ba eber eine ald die andere der Ur: 
nen C ,C9,Cy, ... fei, und für und wäre folglich bie Wahrfcheinlichkeit 
des Zuges einer weißen Kugel bei dem nten Verſuche der Quotient 
aud der Summe der Wahrfcheinlichkeiten €,, Cyr Cy und ihre Anzapl, 
d. h. die Größe y. Aber obgleich fie für alle Ziebungen dieſelbe und 
ihre Anzahl u beliebig groß ift, fo find wir blos vermöge ber Regel 
in $. 49. doch nicht zu dem Schluffe berechtigt, daff die Anzahl m 
der Biehungen weißer Kugeln aus ben Umen B,, By, By ... ſehr 
wahrfcheinlich fehr wenig von dem Prodbucte u y verfhieben fein 
. mul. Denn man muff nicht vergeflen, daſſ fich diefe Regel auf bie 

eigenthuͤmliche, abftracte Wahrfcheinlichfeit des betrachteten Ereigniſſes 


% 
D 
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und nicht auf feine fubjective Mahrfcheinlichkeit oder den Grund, wel⸗ 


chen wir für die Annahme feines Stattfinden haben, gründet. 


$. 56. Als zweite Beifpiel wollen wir annehmen, daff.man eine 
fehr große Anzahl von Thalerftüden, welche wir mit Ay, Agı -Agı --- 


bezeichnen wollen, hätte, und wovon jedes eine feiner beiden Flächen 


nach oben kehrt, wenn ed, nachdem es in die Luft geworfen war, zu 


Boden gefallen it. Fuͤr irgend eins dieſer Thalerſtuͤke Az wollen wir 


bie abftracte Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Kopf oder das Bildniſſ getroffen 
wird oder oben liegt, und welche von der phyſiſchen Gonftitution diefed 
Mimzftüdes abhängig iſt, mit 0, bezeichnen. Der Werth von a; if 
a prıori unbelannt; man beflimmt ihn daher durch Werfuche, indem man 
das Münzftüd A, eine fehr große Anzahl m von Malen- in die Luft 
voirft, und Da biefe abftracte Wahrſcheinlichkeit waͤhrend dieſer Reihe 
von Verſuchen conſtant bleibt, ſo kann man, wenn das Bildniſſ nz 


mal oben liegt, nach der Regel in $. 49: 


- 


für ihren genäherten und fehr wahrfceinlichen Werth nehmen. Diefes 
Merthed bedient man fich alddann zur Berechnung der Wahrſcheinlich⸗ 
keiten der verſchiedenen kuͤnftigen Ereigniſſe bei den Wuͤrfen deſſelben 
Muͤnzſtuͤckes Ar, und man kann m gegen m —n, wetten, daſſ das 


Bildniſſ bei einem neuen Verſuche getroffen wird, m? gegen m—n?, 


daſſ es bei zwei neuen fucceffiven Berfuchen zweimal oben liegt, 2,X 
(m — n) gegen m? — 2, (m—n,), daſſ es in diefen beiden Ver⸗ 
fuchen nur einmal oben liegt, und fo fort. In einer neuen Verſuchs⸗ 


‚reihe von einer ſehr großen Anzahl m’ von Verſuchen iſt die Zahl 7, 


welche angibt, wie viele Male das Bildniff oben gelegen hat, wieder 
nach der Regel in $. 49. ſehr nahe und mit einer großen Wahrſchein⸗ 


n. 
lichleit dem Probucte m’a, glei. Die beiden Verhältniffe — und 
- " R m . 


- müffen folglich ſehr wenig von einanber verfchieden fein; aber da | 


der durch Werfuche beflimmte Werth von =, bios fehr wahrſcheinlich 
und nicht gewiſſ ift, fo iſt die Wahrſcheinlichkeit des geringen Unter⸗ 
ſchiedes dieſer beiden Verhaͤltniſſe, wie wir in der Folge ſehen werden, 
nicht ſo groß als wenn der Werth dieſer Wehrſcheinũchieit a, gewiſf 
und a priori gegeben waͤre. 
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Bir wollen nun annehmen, daſſ man , ſtatt daffelbe Münzftüd eine - 
fehr große Anzahl von Malen in bie Luft zu werfen, eine fehr große 
| Anzahl u von Thalerftücden anwendet, die man ganz. zufällig „unter den 

ig derfelben Münze verfertigten Thalerſtuͤcken nimmt, und r fei die Zahl, ' 
welche angibt, wie vielmal das Bildniſſ oben gelegen hat. Vermoͤge 
der beiden allgemeinen Saͤtze in 5.52. haben wir fehr nahe und hoͤchſt 
wahrfheinih: 


ee =——, 
u 

wie wenn die unbefannten Wahrfcpeinlichleiten @,, @g, @g, .. . alle 

einander gleich wären, und wenn @ die mittlere Wahrſcheinlichkeit für 

das Treffen des Bildniſſes nicht bios für alle Thalerflüde, wovon man 

Gebrauch gemacht hat, ift, fondern für alle Thalerſtuͤcke derſelben Art 

und welche auf-diefelbe Weiſe verfertigt find. 


Senahdem man 2 — 4 oder o<4 findet, ift alfo bei ben 


auf dieſelbe Weiſe verfertigten Thalerſtuͤcken die Wahrſcheinlichkeit für 
das Treffen des Bildniffes im Allgemeinen größer oder Peiner, ald die 
für daB Treffen der andern Fläche des Muͤnzſtuͤkes. Da die Wahr: 
ſcheinlichkeit a, für ein einzelnes Muͤnzſtuͤck Az von @ verſchieden iſt, 


n. 

fo kann es gefchehen, daſſ zu gleicher Zeit <} und > 4 oder 
N; na .. j 
>4 und 78* if. | 

Wenn man abermals biefelben Thalerftüde, ober allgemeiner eine 
fehr große Anzahl u’ anderer Thalerftüde aus derſelben Münze und 
mit demfelben Bilbriff fucceffive in bie Luft wirft, fo ändert fich bie 
Größe @ nicht, und wenn folglid m’ die Zahl ift, melde angibt, 
wie vielmal das Bilbniff in diefer neuen Verſuchsreihe getroffen ift, fo 
muff man für daſſelbe Münzfüd Az in den beiden verfchiedenen Ber: 
ſuchsreihen ſowohl 


" Rn i 
Wo, — m m 


haben. Aber diefe beiden Werhältniffe — und m find int Allgemeinen 


verfhieden, wenn die in den beiden Verſuchbreihen angewandten Mün;- 
fhde. nicht von derſelben Art find, oder aus derſelben Münze herruͤh⸗ 
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"ren, und ebenfo ift das Verhaͤltniſſ F für bie einzelnen Muͤnzſtuͤce 
verfchieben. | | 

$ 57. Obgleich die conflanten und die mittlern abftracten Wahrs 
ſcheinlichkeiten ungewiſſer Ereigniffe auf dieſelbe Weiſe und mit derſelben 
Wahrſcheinlichkeit durch Verſuche beſtimmt werden, fo find fie bei den 
"Anwendungen, welde man davon machen kann, doch weſentlich vers 
ſchieden. Die mittlere, wie die conftante abftracte Wahrſcheinlichkeit gibt 
„unmittelbar die Wahrſcheinlichkeit an, daſſ das betrachtete Ereigniff bei 


einem einzelnen neuen Verſuche ftattfinden wird ;' allein diefes ift nicht 


immer der Fall, wenn von dem Stattfinden eined aus diefem Ereig⸗ 
niffe zufammengefegten Greigniffes die Rede if, 

Wir wollen 5. B. für das zuſammengeſetzte Greigniff die Ueber: 
einflimmung der Mefultate zwei fucceffiver Würfe mit einem Thaler: 
ftüde nehmen, fo find alsdann zwei verfchiedene Fälle zu unterfuchen. 
Denn man kann annehmen, daſſ biefe beiden Verſuche mit zwei un: 
ter ben A Thalerſtücken A), Ay Agı ..., welhe auf diefelbe Weiſe 
verfertigt find, zufällig gewaͤhlten verſchiedenen ober nicht verfchiedenen 
Münzflüden, ober mit. bemfelben ebenfalls zufällig gewählten Thaler⸗ 
ſtuͤcke angeftellt find. In dem erſten Falle hängt die Wahrſcheinlich⸗ 
feit der Uebereinftimmung ber Nefultate beider Verſuche nur von der 
im vorhergehenden 8. angeführten Größe « ab, und iſt diefelbe, als 


wenn von conftanten Wahrfcheinlichkeiten die Rebe wäre; aber im zwei⸗ 


ten Falle hängt fie auch noch. von einer andern unbefannten Größe ab, 


Durch welche fie ſich von ihrem Werthe bei conftanten Mahrfcheinlich- - 


keiten unterfcheidet. 0 

Um dieſes zu zeigen, wollen wir bemerken, daſſ die Wahrſchein⸗ 
lichkeit der Uebereinſtimmung der Reſultate bei zwei ſucceſſiven Verſu⸗ 
hen und für zwei beliebige Tpalerftüde A, und Ar durch: 


außgebrüdt wird. Da in dem erften ber beiden Fälle, welche wir bes 
traten wollen, jedes ber Münzftüde Ar Agı Agı »... mit ſich felbft 
und mit jedem der Übrigen verbunden werden kann, fo wird die An- 
zahl dieſer gleich möglichen Verbindungen durch das Quadrat von A 


auögedrüdt, unb wenn ‘man die volftändige Wahrſcheinlichkeit der 


Uebereinſtimmung ber Refultäte beider Verſuche mit Ss: bezeichnet; fo ift 
nach der Regel in $. 10: 2 


s =; [34,2 +2(1- Jr —a,)] 


N ‚ 


7 
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- wo fi die Summen S von 1 und P=1 bi8 7A und 7 
erfireden. Wir wollen 

e=4(1+K), =%( +k+3, / —E 
ſetzen, wo Ic, 65, d4, k-+6,, K-+ö, pofitive oder negative Brüche 
bezeichnen, wovon fich der erfte aus bem durch die Beobachtung ges 
gebenen. Verhältniffe — im vorhergehenden $. ergibt und bie übri: 
gen fi fi ch von einem Muͤnzſtuͤcke zum andern. ändern, fo daſſ man hat:. 

28,=0, 26,=0. 

. 3u gleicher Zeit hat man: 
1—-,=41-k—-d),1-4,=}(1—-k—6,), 


und die in dem Ausbrude von s vorlommenden Summen 3 rebuciren 
fih vermöge der vorhergehenden Sleihungen auf: 


za, —=4i(1+k), Za,=42(1+K), 
zs(1— a)=li(1 —K), ' 
20 —a,)=jA(1 —k). 


dolglich iſt: 
s=4(1-+k2) | 


und diefe Größe hängt nur von k ober von der mittlern Woheſchein⸗ 
lichkeit & des Treffens des Bildes und nicht von den Unterſchieden ber 
Wahrſcheinlichkeiten d,, Og, Ögı - 

Wenn man den Wurf der beiben zufällig genommenen Thaler⸗ 
flüde eine fehr große Anzahl = von Malen wiederholt, fo iſt s auch 
bie mittlere Wahrfcheinlichleit det Webereinftimmung der beiden getrof⸗ 
fenen Flaͤchen der Münzftüde bei dieſer Reihe doppelter Verſuche, und 
wenn 5 angibt, wie vielmal beide Slächen übereinftimmen, fo hat man 
ſotglich nach $. 62. annaͤhernd: 


"b=as, 


was fich durch Verſuche beſtaͤtigen laͤſſt. 

Im zweiten Falle, wo jedes Paar von Verſuchen mit demſelben 
Thalerſtuͤke gemacht werden muſſ, wird die Wahrſcheinlichkeit ber 
Ubereinfiimmung ber Refultate jedes Paares für.ein beliebiges Muͤnz⸗ 
füd Ar durq: 





"| 
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a +4 — a)? 


außgedrüdt, und wenn man die volftändige Wahrſcheinlichkeit diefer 
Uebereinfimmung ‚mit s’ bezeichnet, fo ergibt fi: 


1 1 
‘=- Zaf+ 720 - ap“, 


und biefe "Gleichung rebucirt fich auf: 
_!=}(1+k?2-+ 2), 
wenn man ben Auöbrud von a, berüdfihtigt und ber Kürze wegen: 


—— 
2 

ſetzt. Nun fieht man aber, daſſ diefe Wahrfcheinlichkeit s’ die Wahr- 
ſcheinlichkeit s, welche im erften Falle flattfand, übertrifft, und daſſ fie 
von einer neuen UÜbelannten % abhängt, welche felbft von den Unter: 
ſchieden Öy, dar Ögr'- . . abhängig ift. 

Wenn man den zweimaligen Wurf beffelben, zufällig gewählten 
Muͤnzſtuͤckes eine fehr große Anzahl a’ von Malen wiederholt, fo drüdt 
s’ die Waprfcheinlichkeit der Uebereinftimmung beider Würfe in diefer 
Reihe doppelter Verſuche aus, und wenn 5’ die Zahl ift, welche an⸗ 
gibt, wie vielmal diefe Uebereinflimmung ftattfindet, fo ift folglich 
fehr nahe: \ 

bass, 


welche Gleichung zur Beſtimmung des Werthes von h bient, wenn 
der von bereits befannt if. 

$. 58. Ferner wollen wir bemerfen, daſſ, wenn mafı bajjelbe 
zufälig unter den Thalerſtuͤckken A,, Ay, Ag, ... gewählte Stuͤck 
dreimal hintereinander in die Luft wirft, fich die Wahrfcheinlichkeit der 
Uebereinftimmung der drei Refultate vermittelft der vorhergehenden Wahr: 
fcheinlichfeit s’ ausdruͤcken laͤſſt, und folglich bekannt ifl, ohne daſſ man 


nöthig hat, neue Werfuche anzuftellen. Denn für ein beliebiges Tha⸗ 


lerſtuͤkk At ift diefe Wahrfcheinlichkeit: 

| a +(1—ay)°, 
und wenn man ihren volfländigen Werth mit s" bezeichnet, fo hat 
man folglich : | 
BEER re 221-8 


4 
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und nad) den vorhergehenden Bezeichnungen ergibt fich bieraub: 
"=4[1+3@®+A9)], 
oder mad daffelbe iſt: 
5 16G — 1). 
Diefe Größe s” ift auch die mittlere Wahrfcheinlichfeit der „ Ueber: 


einftimmung der in einer fehr langen Reihe dreifacher Verſuche erhalte J 
nen Reſultate. Wenn man alſo mit a“ ihre Anzahl und mit 5° die 


Anzahl der Verſuche, worin dieſe Uebereinſtimmung ſettand, bezeich⸗ 
net, ſo hat man: 


A⸗ — a' ge", 


. yi bu | , 
und wenn man Pre — ftatt s’ und s’’ in die vorhergehende Glei⸗ 


chung fest, fo ergibt fi 7 daraus zwiſchen den Zahlen a’, a,b’, b" 
die Relation: 


aa" — te, 


welche deſto genauer und um fo wahrfcpeinticher ift, je größer biefe 
Zahlen find. 

Da fie von dem Gefege der Größen a,, a,, ag... unab⸗ 
haͤngig iſt, fo findet fie auch noch ſtatt, wenn dieſe alle einander gleich 
find, d. h. wenn man, ftatt bei jedem boppelten und dreifachen Ber: 
ſuche ein anderes Müngftüd zu nehmen, immer daffelbe anwendet. 
Wenn man alfo daſſelbe Muͤnzſtuͤck eine fehr große Anzahl von Malen, 
weiche wir mit 6c bezeichnen wollen, in die Luft wirft, und man 


theilt diefe Meihe einfacher. Verſuche in doppelte Werfuche, welche aus 
dem erfien und zweiten, bem dritten und vierten, u. f. f. einfachen. 


Berfuche beftehen, dann in dreifache Werfuche, welche aus dem erften, 
zweiten und driften, dem vierten, fünften und fechöten, u. f. f. ein= 


fahen Verſuche beftehen, und man wendet bie vorhergehende Gleichung _ 
auf diefe beiden Reihen doppelter und breifacher Verſuche an; fo erhält 


| 4⸗ö30, 
wodurch ſich dieſe Gleichung auf folgende: 
c=b' —b" 
reducirt, v h. der Unterſchied zwiſchen der Anzahl der uͤbereinſtimmen⸗ 


den doppelten Vetſuche und der der uͤbereinſtimmenden dreifachen Ver⸗ 


— — 





=> 
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ſuche iſt gleich dem fechöten Theile der Anzahl aller einfechen Ver⸗ 


ſuche. 

Aehnliche Relationen wuͤrde man zwiſchen den Anzahlen dieſer 
Uebereinſtimmungen und derer, welche aus mehr als zwei ober drei 
einfachen Verſuchen beſtehen, erhalten. 

$. 59. Diefe Betrachtungen laffen ſich unmittelbar auf die Beftim- | 
mung de Verhaͤltniſſes der maͤnnlichen und weiblichen Geburten anwen⸗ 
den. Zu dieſem Zwecke braucht man für die Münzftüde A,, Ag, Ag, 
... nur eben fo viele verfchiebene Ehen zu feben und für a, bie Wahr: 
ſcheinlichkeit der Geburt eined Knaben in einer beliebigen mit Ar be 

zeichneten Che zu nehmen. ° 
Sn Frankreich beträgt die jährliche Anzahl der Geburten beider 


Geſchlechter ungefähr eine Million, und die Erfahrung lehrt, daſſ bei 


biefer Gefammtzahl von Geburten dad Verhaͤltniſſ der Anzahl der männ- 
lichen zu der der weiblichen die Einheit ungefähr um ;4 überfteigt. 
Während der 10 Jahre von 1817 bi8 1826 betrug ber mittlere 
Werth— dieſes Verhältniffes 1,0656 und die Grenzwerthe deffelben find 
kaum um ein halbes Hundertel größer oder Heiner geweien. Auf die 
Beobachtungen während dieſes Zeitabfchnitted gründen fi die in un⸗ 
ferer Abhandlung »über das Verhältniff der männlichen und 
weiblihen Geburten« angegebenen Refultate.*) Won 1817 bis 
1833 ıncl. war der mittlere Werth dieſes Berhältniffes = 1,0619, 
welcher auch nicht mehr als ein halbed Hunbertel von feinem Werthe 
während der 10 crfien diefer 17 Jahre verſchieden ift. 

Die Urſache der größern Anzahl männlicher Geburten iſt uns unbes 
kannt; ed find Srimde vorhanden, wornadh man annehmen muſſ, daſſ 
fie von einer Ehe zur andern ſehr veraͤnderlich iſt, und daſſ die Wahr⸗ 
fcheinlihkeiten @, , @,, Gy ,. - . fehr ungleich find, fo daſſ viele derfel- 
ben ohne Zweifel unter 4 berabfi inken; aber deffenungeadhtet hat fich das 
Verhaͤltniſſ der jährlichen männlichen und weiblichen Geburten während 
eined Zeitraumed von 17 Jahren, wie man fieht, nur werlig geändert, 
welches eine fehr merkwürdige Betätigung bes Gefeges ber gro- 
Ben Zahlen barbietet. 

Wenn man 18 für dad Verhaͤltniſſ einer großen Anzahl männs 


licher Geburten zu ber entfprechenden Anzahl der Geburten beider Ge⸗ 


ſchlechter nimmt, fo drüdt diefed Verhaͤltniſſ auch die mittlere Wahr: - 
ſcheinlichkeit der Geburt eines Knabens aus, und, fuͤr den Werth der 
Größe k in $. 87. erhält man „Ir. Es 'iſt unbekannt, ob die Wahr- 
ſcheinlichkeit einer männlichen Geburt für jedes aus berfelben Ehe ber» 





“) Memoires de l’Academie des Sciences, tome IX. 
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vorgebenbe Kind diefelbe bleibt, ober ſich verändert, wie fie fih z. 8. 
von einer Ehe zur andern ‚ändert. Im zweiten Falle ift die mittlere 
Wahrfcheinlichkeit der Webereinflimmung des Gefchlechte ber beiden ers 
fien Geburten =1(1-+%2) und überfleigt den Werth 4 faum um 
ein halbes Zaufendtel. Folglich ift die Anzahl der Fälle, wo dieſe 
Uebereinflimmung in einer fehr großen Anzahl von Paaren von Erſt⸗ 
geburten ftattfindet, um ein halbes Tauſendtel größer, als die Hälfte 
diefer legten Anzahl. Im erften Falle kann die ee diefer beiden Zah⸗ 


len wegen der alsdann in dem Ausbrude 4 1(1+ k?+-h2) der mitt - 


leren Wahrſcheinlichkeit der Geſchicchteubercinſtenmung vorkommenden 
unbekannten Größe 4 weit größer fein, als die Hälfte der zweiten 
Zahl. Die Relation im vorhergehenden $. findet immer zwiſchen den 
Anzahlen der Geſchlechtsuͤbereinſtimmungen der zwei und brei Erſtge⸗ 
burten bei einer fehr großen Anzahl von Ehen flatt. 

$. 60. Wenn 4 irgend eine Größe ift, welche bei jebem Ver⸗ 
fuche verſchiedene Werthe haben Tann, fo ift die Summe diefer Werthe, 
welche man in-einer langen Reihe von Verſuchen beobachtet, vermöge 
ber zweiten Gleichung in $. 54. fehr nahe und hoͤchſt wahrfcheinlich 
ihrer Anzahl‘ proportional. Dad Verhaͤltniſſ diefer Summe zu diefer 
Anzahl convergirt für eine beftimmte Größe A ohne Ende gegen einen 
fperiellen, von dem: Wahrſcheinlichkeitsgeſetze der verſchiedenen moͤglichen 
Werthe von A abhaͤngigen Werth, je mehr dieſe Anzahl noch zunimmt, 
umd welchen es erreichen wuͤrde, wenn dieſe Anzahl unendlich groß 
werden koͤnnte. Weber dieſes Verhaͤltniſſ laſſen ſich aͤhnliche Bemerkun⸗ 
gen machen, wie die bei der Betrachtung der erſten Gleichung in $ 54. 
gemachten. 

Bon der zweiten Gleichung, oder vielmehr von folgender: 


=" Zzdz 
u 


laſſen ſich, wie von ber erſten, viele und nuͤtzliche Anwendungen machen. 

Wir wollen + B. annehmen, & wäre ein Winkel, welchen man 
meflen wollte Dieſer Winkel eriftirt, er hat eine einzige und beftimmte 
Größe; aber der Winkel, welchen man bei jeder Operation miſſt, kann 
wegen der unvermeidlichen und veränberlihen Beobachtungsfehler un: 
endlich viele verfchiedene Werthe haben. Bir wollen dieſen Winkel, 


weicher fuccaffive eine fehr große Anzahl von Malen gemeffen iſt, für . 


die Größe A nehmen, fo daſſ Zudz die von der Eonftruction bed Ins 
firumentes und der Gefhillichkeit des Beobachters abhängige Wahr: 
fheinlichkeit eines beliebigen Werthes z von A if. Es fei k bie 
Abſciſſe des Schwerpunkte der von einer ebenen Eure, deren Abfsifie 


—— — — — 








126 


und Orbinate z und Z ift, eingefchloffenen Fläche, welche fich von 
z—=/ bit z= 7 erfiredt, indem / und 7, wie in $. 53., die Gren⸗ 
zen der möglihen Werthe von 4 bezeichnen. Wir. wollen 


z=k+r, I=k+h, !=k+Ö 


ſetzen und dur X den Werth von Z bezeichnen, wenn man in Z 


k-+2 ftett z ſetzt; fo haben wir vermöge der angeführten Gleichung: 


[j 24: =/, — Xzdız=0, 
und folglich fehr nahe: u . 


——k, 

n 
wo s die Summe ver Werthe von A ift, welche man in einer großen 
Anzahl u von Verſuchen erhält. Gegen bie Conftante X convergirt 


alfo der mittlere MWerty — von A um_fo mehr, je mehr noch zu⸗ 


nimmt. ber felbft dann, wenn dieſes Verhaͤltniſſ faft conſtant gewor⸗ 
den ift, d. h. wenn es für mehrere fehr lange Beobachtungdreihen faft 
baffelbe bleibt, kann es zumeilen gefchehen, daſſ biefer mittlere Werth 
fehr von dem Winkel «, welchen man beflimmen will, verfchieden if, 
und ed ift immer der Näherungöwerth der Conftante 7, welche von 
biefem Winkel verfchieden fein Tann. 


Denn es fei: 
z=a+u, I=atg, !=e +g' 
und U der Werth von Z, wenn man darin a+-u ſtatt z ſetzt; fo iſt: 


Si za:= ["vau- 1, k= + [7 Uudu, 


Der unterſchied u zwiſchen dem Winkel & und einem x möglichen 
Werthe z des gemeffenen Winkels 4 iſt einer ber möglichen Fehler des 
Inſtrumentes und des Beobachters; er kann pofitiv oder negativ. fein 

und fih von u=g bi8 ug’ erftreden, und feine unendlich Beine 
Wahrfcheinlichkeit ift gleih Udu, Wenn: nun in der Conſtruction des 


Inſtrumentes kein Grund liegt, wodurch bie pofitiven Zehler größere 


Wahrſcheinlichkeiten bekommen, ald die negativen, ober umgekehrt, und 
wenn baflelbe in Beziehung auf die Beobadhtungsart bed Beobachters 
der Zell iſt; fo find die Grenzen g und g' gleich und von entgegen- 
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gefeßtem Zeichen, die Fumetion U if für gleiche und entgegengefehte 
Werthe der Weränderlichen ws diefelbe und es ergibt ſich: 


JS; Yrau=o, kze. 


Mm biefem Falle, weicher gewöhnlich flattfindet, iſt folglich das 
Verhaͤltniſſ — ber Naͤherungswerth von @, Aber wenn wegen ber 


Sonftruction des Inſtrumentes, ober der Beobachtungsart des Beobach⸗ 
terd die Wahrfcheinlichkeiten der pofitiven Fehler oder die der negativen 
ein gewiſſes Uebergewicht bekommen, fo ift das vorhergehende Integral 
nicht mehr = 9, die Eonftanten & und A finb von einander verſchie⸗ 


ben und das Verhaͤltniſſ * entfernt ſich im Allgemeinen merklich von 


dem wahren Werthe von «. Bon dem Stattfinben dieſes Umſtandes 
kann man ſich nur dadurch uͤberzeugen, daſſ derſelbe Winkel mit andern 
Inſtrumenten oder von andern Beobachtern gemeſſen wird. Wir be⸗ 
ſchraͤnken uns hier auf die bloße Anfuͤhrung dieſer Anwendnng der 
Wahrſcheinlichkeitsrechnung und verweiſen hinſichtlich der Beobachtungs⸗ 
fehler und der Rechnungsmethoden, wodurch man ihren Einfluſſ ver⸗ 
mindern und ſchaͤtzen kann, auf die Theorie analytique des proba- 
bibtés und auf unfere Abhandlungen über diefen Gegenfland in der 
Connatssance des tems von ben Jahren 1827 und 1832. *) 
6.61. Als zweites Anwenbungdbeifpiel der im Anfange des vor⸗ 
hergehenden $. angeführteri Gleihung wollen wir annehmen, daſſ die 
mis C,, C., Cgr... bezeichneten Urfachen alle die Urfachen find, - 
welche "Die Wahrſcheinlichkeiten der Dauer des menfchlichen Lebens in 
einem beftimmten Lande und zu einer Beflimmten Zeit Beftimmen. Diefe 
Urfachen find unter andem die verfchiedenen phyſiſchen Sonftitutionen der 
neu geborenen Kinder, die Vermögensumflände der Einwohner, bie 
Krankheiten, welche diefe Lebensdauer verkürzen und ohne Zweifel auch 
‚einige Urfachen, welde aus bem Leben felbft entfpringen und verhin- 
. dern, daff ed über gewifle Grenzen, welche feine Dauer niemals über- 
fhritten hat, hinausbauert. Denn es find Gründe zu der Annahme 
vorhanden, daſſ, wenn die Krankheiten die alleinigen Urfachen des To⸗ 
des und ſo zu ſagen nur zufaͤllig waͤren, einige unter der enormen 
Anzahl von Menſchen, welche gelebt haben, dieſen Gefahren waͤhrend 
mehr, als zwei Jahrhunderten wuͤrden entgangen fein, was man aber 
niemals beobachtet Hat. Die Größe A iſt alsdann die Zeit, welche 





*) Berg, Anhang IH. 
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ein ebengeborened Kind leben wirb, z brädt einen möglichen Werth 
von A aus und Zdz die Wahrfcheinlicgkeit von z, weiche aus allen 
Urfachen entfpringt, wodurch fie nicht für ein einzelnes befonderes Kind, 
fondern für bie ganze Menfchheit an dem betrachteten Drte und zu ber 
betrachteten Zeit beflimmt wird. Wir wollen uns alfo ein ebengebore- 
ned Kind von einer gewillen phyſiſchen Conftitution denken, für wel⸗ 
ched die Wahrfcheinlichkeit, genau eine Zeit —z zu leben, =Z'd:z 
ift, ein zweite Kind, für welches die Mahrfcheinlichkeit, daſſ ed ver- 
möge feiner phyſiſchen Eonftitution daffelbe Alter erreiht, =Z" dz ift, 
u. f. fe, und außerdem feien 0’, 0’, ... die Wahrfcheinlichkeiten dies 
fer verfchiedenen. Conftitutionenz fo ift die Function Z wegen biefer 
Urfachen die Summe 7 2’ +" 2"... auf alle möglichen Gonftis 
tutionen erflredt, und wenn ihre Anzahl unendlich groß ift; fo vers 
wandelt fih Z in ein beflimmtes Integral, welches einen unbekann⸗ 
ten‘, aber beftimmten Werth hat. In dem Lande, wo die Menfchen 
am ftärfften geboren werben, oder die beſte Conſtitution haben, hat 
diefe8 Integral ohne Zweifel den. größten Werth; er kann in jedem 
- ande für beide Gefchlechter nicht derfelbe fein, und ohne Zweifel find 
auch die Werthe von Z/, 2", Z,... überbied von den möglichen 
Krankheiten und dem Wohlftande der Cinwohner abhängig Die 
Function Z, und folglih auch das ‚Integral von Zzdz ift für 
zwei von einander entfernte Zeitpunkte verfchieben, wenn innerhalb 
des zwifchen ihnen liegenden Zeitraumes irgend eine Krankheit ver⸗ 
fhwunden ift, oder ſich der Wohlftand des. Volkes durch den Forts 
fehritt der Cultur vergrößert hat. Man kann, wenn man will, 0 und 
© für die Brenzen Z und 7 diefes Imtegraled nehmen, indem man 
Z als eine Function betrachtet, welche verfchwindet, wenn z einen ge= 
wiffen Werth, welcher fowohl ald die Function Z unbekannt ift, über: 
f&hreitet. Alsdann find die beobachteten Werthe von 4 die Alter, in 
welchen eine fehr große Anzahl u in demfelben Lande und zu berfelben 
Zeit geborener Individuen geftorben find, und wenn man die Stimme 
diefer Alter mit s- bezeichnet, fo hat man fehr nahe, und hoͤchſt wahre 


fcheinlich : | 
. s ve) 
BR SV u 


und folglich bleibt diefes Verhaͤltniſſ * oder die ſogenannte mittlere 


Lebensdauer für jedes Land conſtant, fo lange keine der bekannten oder 
unbekannten Urſachen C,, C,. Ey, ... eine merkliche Veraͤnderung erfährt. 
Fuͤr Frankreich nimmt man für die mittlere Lebensdauer 29 Jahr 
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an; allein dieſe Beſtimmung gruͤndet ſich auf Beobachtungen, welche vor 
der Einimpfung ber Blattern angeftellt und fehr alt find ; fie muff gegen- 
wärtig merklich länger fein, und es wäre zu wuͤnſchen, daff man fie für 
. dad maͤnnliche und weibliche Gefchlecht, für verfchiedene Zuſtaͤnde und ver 
fhiedene Theile des Königreiched von neuem befonders beftimmte. Man 
betrachtet auch die. mittlere Lebensdauer von einem gegebenen Alter an 
gerechnet, und s ift alsdann die Anzahl der Jahre, um welche eine fchr 
große Anzahl u von Individuen biefed Alter überlebt haben. Das Vers 


x 5 . 
hältniff 7 iſt alsdann die mittlere Lebensdauer fuͤr dieſes Alter, wo⸗ 


mit ſie ſich aͤndert, und fuͤr daſſelbe Alter conſtant bleibt. Man nimmt 
an, daſſ fie zwiſchen den Altern von 4 und 5- Jahren ihr Marimum 
erreicht und alddann auf 43 Jahr fleigt. Die Sterblihkeitstafeln 
haben einen andern Zweck und geben von einer fehr großen Anzahl u in 
demfelben Lande und zu berfelben Zeit geborener Individuen die Anzahlen 
derer an, welche nach Berlauf von 1, 2, 3,... Jahren noch Ieben. 
Wenn man mit m bie. Anzahl der Lebenden von einem gegebenen Als 


ter bezeichnet, To iſt das Verhaͤltniſſ — vermöge der erften Sleihung . 


in $. 54. faft unveränberlih, wenigftend wenn biefes Alter. Fein fehr 
hohes und m keine fehr Meine Zahl if. Gegen dad Alter von 100 
Jahren 3% B. befteht diefe Unveränderlichkeit darin, daſſ das Werhält- 


m, 
niff — immer ein fehr Peiner Bruch ifl. 


Penn man in dem Integrale: 


S, 2: 


die Veraͤnderliche z, flatt nach unendlich Meinen Intervallen, nach fehr 


Heinen Intervallen wachfen läfft, und nimmt jedes berfelben, um bie 


Begriffe zu firiren, zur Beiteinheit, bezeichnet mit hı, hy, haı.:. 
die Werthe von z und durch 7,, H,, Hg, ... die correfpondiren- 
ven Werthe von Z; fo ift die Summe ber Producte A,a,, Aga,ı 


Ag@gı . +. bekanntlich der Näherungswerth dieſes Integrales. Ber Ä 


‚zeichnet man bie mittlere Lebendbauer, von ber Geburt angerechnet, 
mit v, fo bat man folglih auch: | 


ov=H,h,+H,h, + H,hs tt. :- _ | 
Da nun An bier die Mahrfcheinlichfeit ausprüdt, in einem Alter 


Fan za fterben, fo folgt, daſſ man hinfichtlich der Dauer des menichlis 


chen Lebens bie mittlere Lebensdauer # als die mathematifche Hoffnung 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. 2c. 9 
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(F. 23.) eines eben geborenen Kindes, deſſen phyſiſche Conſtitution 
uns unbekannt iſt, betrachten kann; aber nach den Sterblichkeitstafeln 
ſterben von einer ſehr großen Anzahl von Kindern mehr, als die Haͤlfte, 
ehe fie dieſes Alter © erreicht. haben. 

8562. Als ein legte Beifpiel wollen wir annehmen, daſſ man 
für. einen gegebenen Drt und für einen ebenfalld gegebenen Tag bed 
Jahres den Unterfchieb zwifchen der größten und FHleinften Höhe ber - 
Gewäfler ded Meeres, welche vermöge der gleichzeitigen Wirkungen ber 
Sonne und des Mondes ftattfinden wuͤrde, berechnet habe, und für 
die Größe A wollen wir die Differenz zwifchen biefem berechneten 
Ueberfchuffe und dem an bemfelben Orte und zu berfelben Zeit jedes 
Jahres beobachteten nehmen. Die Werthe von A ändern fich von 
einem. Jahre zum andern wegen der Winde, welche an biefem Orte 
und zu diefer Zeit wehen koͤnnen, und die Wahrfcheinlichleiten dieſer 
verfchiedenen Werthe beftimmen. Wenn man nun alle möglichen Rich 
tungen und Sntenfitäten dieſer Winde in Betracht zieht, fo wie ihre 
reſp. Wahrfcheinlichfeiten und die diefen Urfachen entfprehenden Wahr: 
ſcheinlichkeiten eines beliebigen Werthed = von A; fo hat dad Integral 


Zzdz einen unbefannten, aber beftimmten Werth, welcher conftant 
bleibt, fo lange das Wahrfcheinlichkeitägefeg jedes möglichen Windes 
fi) nicht ändert. Das Verhältnijf u {ft folglich auch faſt unverän: 


derlich, wenn s die Summe der während einer langen Reihe von Jah⸗ 
ren beobachteten Werthe von A ift. 


A priori wiſſen wir nicht, ob das Verhaͤltniſſ — Null ober ein 


Bruch ift, welchen man unberüdfichtigt laſſen ann, d. b. ob der Ein- 
fluſſ der Winde auf die allgemeinen Gefege der Ebbe und Fluth uns 
merklich ifl. Nur bie Erfahrung kann uns ben Werth dieſes Verhaͤlt⸗ 
niſſes kennen lehren und zeigen, ob es ſich für bie verfchiedenen Zeit: 
punkte des Jahres und für die verfchiedenen Beobachtungsdrter an ven 
Küften, in den Häfen und auf offenem Meere ändert. Um den Ein- 
fluſſ diefed oder jenes Windes beſonders Tennen zu lernen, müffte man 
nur. die. unter diefem Einfluffe beobachteten Werthe von A anwenden, 
und um nicht eine fehr große Anzahl von Iahren Beobachtungen ans 
fielen zu müffen, fo Fönnten dieſe Werthe mehrern auf einander fol- 
genden Zagen entfprechen, während welcher fich die Richtung des Windes 
wenig geändert hat. Es befchäftigen fich gegenwärtig mehrere Gelehrte 
‚mit biefer Unterfuhung, wozu eine weitläufige Arbeit erfordert wird, 
und es kann nicht fehlen, daſſ fie zu intereffanten Refultaten führen wird. 





- 
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$. 683. Da wir bie Audeinanderfegung ber Regeln ber Wahrſchein⸗ 
lichleitörechnung und ber allgemeinen Zolgerungen daraus in dieſem und 
beim vorhergehenden Kapitel nun vollftändig mitgetheilt haben, fo kom⸗ 
men wir wieber auf den Begriff der Urfahe und Wirkung, wel: 


her in $. 27. blos kurz angebeutet ift, zurüd. 


Die Urfahe C einer Erfcheinung ober eines Ereigniffes Z tft, 
wie in dem angeführten $. bemerkt‘ worden, dasjenige, welches die 
Fähigkeit oder bad Vermögen befist, die Erfcheinung oder das 
Ereigniff Z nothwendig hervorzubringen, von welcher Befchaffenheit 
übrigens die Natur diefer Kraft und die Art ihrer Wirkung auch fein mag. 
So ift 3. B. die Anziehung. der Erbe ein gewiſſes Etwas, melches die 
Faͤhigkeit oder Kraft befißt, zu bewirken, daſſ alle Körper, welche nicht 
unterftügt find, auf die Oberfläche der Erbe fallen, und eben fo liegt 
in unferm Willen eine Kraft, welche vermittelft der Muskeln und Ner- 
ven einen Theil der Bewegungen bervorbringen kann, die man des⸗ 
wegen freiwillige. oder willlürliche Bewegungen nennt. Zuweilen bat 
Dad Ereigniff oder die Erſcheinung E in der Natur nur eine einzige 
Urſache C, wodurch es hervorgebracht wird, ſo daſſ die Beobachtung 
von .Z immer dad Stattfinden von C voraußfeßt, und in andern 
Fällen kann diefe Erfcheinung mehrern verfchiedenen Urfachen zugefchrie- 
ben werben, welche entweder vereint wirken, oder fich gegenfeitig aus- 
ſchließen, fo daſſ eine derfelben dad Ereigniff oder die Erfchrinung Z 
bat hervorbringen müffen. 


Diefes find hinſichtlich des Prinziped der Caufalität Die einfachften 
Borftelungen, und wovon wir glauben, daſſ fie allgemein angenom⸗ 
men werben. Jedoch hat ber berühmte englifche Hiſtoriker über dieſen 
Punkt der Metaphyfil eine andere Meinung audgefprochen, welche näher 
anterfucht zu werben verdient und durch die. Wahrfcheinlichkeitsrechnung 
in das heilfte Kicht gefebt werden Tann. 

Nah Hume folen wir nämlih von der Gaufalität Feine 
andere Vorſtellung ald die des BZufammentreffend oder unmittelbaren 
Aufeinanderfolgend der Urfade und Wirkung, aber nicht. eines 
ndthwendigen Zuſammenhanges zwiſchen beiden haben, und 


dieſes Zufammentreffen oder Aufeinanderfolgen fol für uns nur eine 


ftarfe Präfumtion fein, welche Daraus entfpringt, daſſ wir dieſes Zu⸗ 

fammentreffen oder Aufeinanderfolgen fehr viele Male ‚beobachtet haben, 

und wenn wir ed nur eime geringe Anzahl von Malen beobachtet hät- 

tn; fo nähmen wir. an, daſſ ed in Zukunft nicht mehr flattfinden 

würde. Andere haben diefelbe Meinung getheilt und fie auf Die Re: 

gein der Wahrfcheinlichkeit künftiger Ereigniffe nah der Beobachtung 
J 9* 
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vergangener Ercignifle geſtuͤzt. Allein Hume gebt meiter und nimmt, 
ohne von diefen Wahrfcheinlichfeitögefeßen zu reden, an, ball die Ge- 
wohnbeit, die Wirkung auf die Urfache folgen zu fehen, in un’erm 
GBeifte eine Art von Ideenaſſociation hervorbringt, welche bewirkt, daſſ 
wir glauben, daſſ die Wirkung fogleih flattfinden wird, wenn die 
Urſache da ift, was in ber That für die meiften Menfchen, welche das 
Prinzip ihres Glaubens und feinen Grad der Wahricheinlichkeit nicht 
unterfuchen, der Fall iſt. Für folche Perfonen muſſ diefe Ideenaſſocia⸗ 
tion mit der verglichen werden, welche in unſerm Geiſte zwiſchen dem 
Namen eines Dinges und dem Dinge ſelbſt ſtattfindet und fo beſchaf⸗ 
fen iſt, daſſ und der Name unabhängig ‚von unſerer Ueberlegung und 
unferm Willen an dad Ding erinnert. 


Eines der Beifpiele, welhes Hume zur Erflärung feiner Meis 
nung anführt, ift der Stoß eined in Bewegung befindlihen Körpers 
gegen einen freien vuhenden Körper und die Bewegung bed "lehtern 
nach feinem Zufammentreffen mit dem erftern. Diefed Zugleicyftättfins 
den ded Stoßens und der Bewegung des geftoßenen Körpers ift in 
der That ein Ereigniff, welches wir eine große Anzahl von Mas 
len beobachtet haben, ohne daſſ ſich das entgegengefeste_ Ereigniff je 
mals gezeigt hätte, welches, abgefchen von jeder andern Betrachtung, 
fchon hinreicht, mit vielem Grunde oder mit einer fehr großen Wahrſchein⸗ 
lichleit annehmen zu innen, daff das in Rebe ftehende Zugleichftattfins " 
den ter beiden ermähnten Erfcheinungen auch in Zukunft der Sal 
fein wird. Daffelbe gilt von allen Zufammenftattfinden der Urfachen 
und Wirkungen, welche wir täglich und ohne Ausnahme beobachten; 
ihre Wahrfcheinlichfeit wird fo zu fagen durch diefe fortwährende Er: 
fahrung erhalten und der Verftand oder die Rechnung gibt uns in 
Uebereinftimmung mit ber Erfahrung eine große Sicherheit, daſſ die 
Wirkungen immer auf ihre Urfachen folgen, * Aber bei einem Ereig⸗ 
niffe, welded wir nur eine fehr geringe Anzahl von Malen auf die 
Urfache, der wir es zufchreiben, haben folgen fehen, würde nach ben 
frühern Regeln für dad Fünftige Bufammentreffen oder Aufeinanderfols 
gen diefer Urfahe und Wirkung eben feine ſehr große Wahrfcheinlich- _ 
Feit vorhanden fein. Aber deffenungeachtet gefchieht ed oft, dafj wit 
die Wiederholung dieſes Creigniffes nicht bezweifeln, wenn die Urfache 
beffelben von neuem flattfindet. 


Diefe Zuverlaͤſſigkeit fegt aber eben voraus, daft unfer Geift ber 
Urfache irgend eine Kraft oder Fähigkeit zufchreibt, ihre Wirkung ber: - 
vorzubringen , und daff er zwifchen beiden einen nothwendigen Zus 
ſammenhang annimmt, welcher von ber größern ober geringern Anz 
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u vn beobachteten Iufammentreffend ober Aufeinanderfolgens unabs 
bängig if. J 
Als z. B. Derſted die Entbeckung machte, daſſ, wenn man bie 
beiden Pole einer Boltafchen Säule mittelſt eines Metalldrahtes in Ver⸗ 
bindung ſetzt, eine-in der Nähe ded Voltaſchen Schließungskreiſes frei 
aufgehangene Magnetnadel aus ihrer natürlihen Richtung abgelenkt 
wurde, war diefer berühmte Phyſiker ohne Zweifel fhon, nachdem er - 
diefen Verſuch auch nur eine Beine Anzahl von Malen angeftellt 
batte, überzeugt, daſſ diefe Erſcheinung auch in Zukunft immer ftatt: 
ı finden werde Wenn aber unfer Grund zu der Annahme biefer 
Wiederholung der Erfcheinung einzig und allein auf dem Zuſammen⸗ 
treffen eined Boltafchen Schließungßfreifed und der 3. B. zehnmal be: 
obachteten Ablenkung der Magnetnadel berubte, fo wäre die Wahr: 
ſcheinlichkeit, daf| die Erſcheinung auch bei einem neuen Verſuche ftatt: 
finden wird, nur — 4 ($. 46.). In einer neuen Reihe von 10 Ber 
fuchen koͤnnte man 11 gegen 10 oder. ungefähr 1 gegen 1 wetten, 
daſſ daffelbe Ereigniſſ ununterbrochen ftattfinden wird und in einer 
längern Reihe Pünftiger Verſuche würde es vernünftiger fein, anzuneh: 
men, daff die Erfcheinung nicht bei allen Verfuchen flattfinden wird. 
As ein andered Beiſpiel wollen wir noch die glüdlihe Anwen: 
dung anführen, welche Biot neuerlih von der progreffiven Po: 
larifation bed Lichtes in einem beflimmten Sinne, beren Exi⸗ 
ftenz er feit langer Zeit für die homogenen und nicht fryflallifirten 
Mittel dargethan hatte, gemacht hat. Wenn man bei einer geringen 
Anzahl forgfältig angeftellter Beobachtungen gefunden bat, daſſ eine 
gegebene Subſtanz ben polarifirten Lichtftrahl gegen die Rechte bed 
Beobachterd abgelenft hat, und die beobachteten Ablenkungen hinrei⸗ 
chend groß gewefen find, damit fiber den Sinn, in welchem fie flatt: - 
gefunden haben, Fein Zweifel übrig bleibt; fo iſt dieſes für und fchon 
hinreichend, um, wie bei einer Sache, Lie Niemand bezweifelt, Über: 
zeugt zu fein, daſſ diefelbe Subftanz zufünftig dad Licht immer wies 
der gegen bie Rechte ablenken wird, und befienungeachtet würde ſich 
aud dem Zufammentreffen diefer Subftanz und einer Ablenfung des 
Lichtes gegen die Rechte, wenn fie nicht eine fehr große Anzahl von 
Malen beobachtet ift, nur eine geringe Wahrfcheinlichkeit, welche fogar 
Heiner ift, als 4, dafür ergeben, daſſ in einer gleich großen oder et: 
was größern Anzahl neuer Verſuche Feine Ablenkung des Lichted gegen 
die Linke ftattfinden wird. - 
| Diefe und andere Beiſpiele, welche ſich leicht anführen Laffen, 
zeigen, wie und es fcheint, daſſ bad Zutrauen unferes Geifted auf das . 
Folgen der Wirkungen auf ihre Urfachen nicht” allein im ber mehr: 
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oder weniger Male wiederholten Beobachtung dieſer Aufeinanderfolge ſei⸗ 
nen Grund haben kann. Wir werden in der That ſogleich ſehen, daſſ, 
unabhaͤngig von jeder Gewohnheit unſeres Geiſtes, die bloße Moͤglich⸗ 
keit, daſſ die Urſache zur nothwendigen Hervorbringung ihrer Wirkung 
geeignet iſt, den Grund zur Annahme dieſer Wiederkehr bedeutend ver: 
mehrt , - und ihre MWahrfcheinlichkeit der Gewiſſheit fehr nähern fann, 
obgleich der frühern Beobachtungen nur fehr wenige find. 


8.64. Ehe ein Ereigniff P- beobachtet ift, und man weiß,- ob 
e3 in einer ganzen Reihe anzuftellender Verſuche flattfinden wird, ober 
nicht, nehmen wir alfo an, daſſ die Eriftenz einer Urſache C, welche 
es nothwendig hervorbringen kann, nicht unmöglich if. Auch nehmen 
wir an, daſſ vor diefen Verſuchen die Eriftenz einer folchen Urfache 
eine gewiſſe Mahrfcheinlichfeit hatte, welhe aus gewiſſen befondern 
Betrachtungen entfpringt, wodurd fie mehr oder weniger wahrfcheins 
lich gemacht wurde, und wir wollen biefe Wahrfcheinlichkeit mit p be: 
zeichnen. Ferner wollen wir annehmen, daff die Erfcheinung oder das 
Greigniff P bei allen diefen Verſuchen, deren Anzahl wir mit 7 be= 
zeichnen wollen, beobachtet fei, aber nad) diefer Beobachtung hat fi » 
die Wahrfcheinlichfeit der Eriftenz der Urfache C geändert, und es 
fommt darauf an, biele Wahrſcheinlichkeit, welche mir mit @ bezeich⸗ 
nen wollen, zu beftimmen. 


Welche Sorgfalt man aucd angewandt haben mag, ben Einfluff 
anderer Urfachen, ald C, welche dad Ereigniff P bei jedem Berfuche 
bervorbringen fönnen, wenn die Urjache C nicht eriftirte, zu vermin- 
dern; fo fann- man doch annehmen, daſſ diefer Einfluff nicht ganz auf 
Null reducirt if. Wir wollen alfo annehmen, daſſ ed gewiffe be: 
kannte oder unbekannte Urfahen By, Bar... Dn gebe, welde in 
Verbindung mit dem Zufalle ($. 27.) und wenn die Urfadhe C nidt. 
eriftirt,, dieſe Erfcheinung haben hervorbringen Fönnen, naͤmlich die Urs 
fabe DZ, in dem erflen Berfuche, die B, in bem.zweiten, ... und ' 
die Urfahe Au in dem legten. Es fei im Allgemeinen r, die Wahr: 
fcheinlichfeit der Erifteny der Urſache Br, multiplicirt mit der Wahr: 
ſcheinlichkeit des Stattfindens von P, wenn diefe Urfache gewiff wäre, . 
und wir. wollen der. Kürze wegen 


r1-T2. g...7,=0 


ſetzen; fo drüdte dieſes Product die Wahrſcheinlichkeit des Siattfindens 
dieſes Ereigniſſes in allen 2 Verſuchen aus, weiche ſich aus allen Ur: 

‚fachen By, By, Bar . . . ergibt, wenn die Urfache C nicht eriflirte, 
und dba 1 —p bie Wahrfcheinlichfeit der Nichteriften, der Urſache C 
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it, fo folgt, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des beobachteten Ereigniffes, 


welches „hier dad beftändige Stattfinden von P ift, in der Voraus: 
fehung , dafj die Urfache C nicht eriftirt, durch (1 — P)E ausgedruͤckt 
wird. In der entgegengeießten Vorausſetzung ift dieſe Wahrfcheinlich- 
keit =p, d. h. fie ift nichts anders, als die" Wahrfcheinlichkeit der 


Erifteny der Urfache C vor der Beobachtung, weil diefe Urfache das 
Greigniff P bei allen Verfuchen nothwendig hervorbringen würde. Folg⸗ 


lich wird die Wahrſcheinlichkeit diefer zweiten Hypotheje nad) der Be⸗ 
obachtung oder dad Stattfinden der Urſache C durch: 


N p 
oo ————— 
pt-(-pe 
und die ihres Nichtflatifindend durch: 


(A—p)e 
1—0 = — 
5 —0 





ausgedruͤckt. 

»gZu dieſem Refultate gelangt man auch, wenn man bie 2 Mer: 
fuche fucceffive in Betracht zieht, flatt, wie wir ed eben gethan haben, fie 
ale zugleich in Betracht zu ziehen. Denn da'die Wahrſcheinlichkeit Der 
Sriftenz der Urſache C nach der Vorausſetzung vor dem erfien Ber: 
fuche durch ꝓ audgedrüdt wird, fo wollen wir. fle nad dem erften 
und vor dem zweiten Verſuche mit p’, nah dem zweiten und vor 
dem dritten Berfuche mit 2”, u. f. f. bezeichnen, und alddann haben 
wir: | 
(1—.p)r, 





u p — 1— Ii=— ⸗ 
P p+r(i—-pr " P ptri—pPrı. 
u— p' __, 1 plz _Aa-P)ra | 
P +a-pr — — —— p'+(1-p)rz 


elc. 


Eliminirt man zuvorderſt p' und 1—p’ aus ben Werthen von 
p" und 1—p", dann p" und 1 —p” aud ben Werthen von p“”' 
md 1 —p", uf. f., fo erhält man bie vorhergehenden Ausdrüde 
von & und 1— or für die Wahrfcheinlichkeiten ber Eriftenz und der 
Nichterifteng der Urfache, EC nach dem nten Verſuche. 
ner neuen Reihe von 72° Verſuchen ununterbrochen ftattfinden wird. Die 
Bahrfcheinlichkeit, daſſ dieſes vermöge der Urfahe C, wenn fie gewill 
wäre, geſchieht, ift die aus ben 7 erften Verſuchen abgeleitete Bahr: 


Nun fei w die Wahrfceintichkeit, daſſ das Ereigniſſ Pine 
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ſcheinlichkeit @ der Eriftenz der Urſache C, was bie Zahl 2’ aud fein 
mag. Wenn diefe Urſache nicht eriftirt, fo kann dad Stattfinden von 
P aud von andern Urfahen BT, Bar Bar .. - Da‘ herrühren, welche 
ben vorhin mit B,, B,, Bar »- » B, bezeichneten ähnlich find und 
deren Einfluff man nicht ganz befeitigen kann. In Beziehung auf 

biefe kuͤnftigen Urſachen wollen wir die fruͤhern Groͤßen RUHT, 
ner mittig rgr se. Tu bezeichnen, fo ball 7; in Beziehung 
auf Bi das iſt, was r, in Beziehung auf Be war, Ferner wollen 
wir = 


4‘ Ü | “ __ f] 
T1:T9.:Tg or. TU — 


ſetzen, fo wirb die Wahrfcheinlichkeit ded Stattfindens von P bei den 
rn’ tünftigen Verſuchen durh (1 —o)p’ audgebrüdt, wenn die Urs: 
ſache C nicht eriftirt , und hieraus ergibt fich folglich: 


o=a+(1—a)g' 


ald der volftändige Ausdruck von @’, ober wenn man für die Gib: 
gen. © und 1 — © ihre frühern Werthe febt: 


u _Ppt(l—p)ee' 
p+(1—p)e 
Diefe Ausdrüde von @ und w’ zeigen nun, wie die Wahrfchein- 
Uchkeit der Eriftenz der Urfache C, welche vor der Beobachtung von P 
fehr gering fein Tonnte, nachdem dieſe Erfcheinung eine geringe An: 
zahl von Malen beobachtet ift, fehr groß hat werben und dem beftän: 
‚digen Stattfinden diefer Erſcheinuug bei den Fünftigen Verſuchen eine 
ber Gewiſſheit ſich fehr naͤhernde Wahrfcheinlichkeit erfheilen koͤnnen. 
Wir wollen z. B. annehmen, daſſ die Wahrfcheinlichkeit der Urfache 
C aus irgend welchen Gründen, und wenn man will, wegen eined 
Vorurtheiles unfered Geifted, a priori nur = gplygn geweſen ift und 
daſſ ber Einfluff der zufälligen Urfachen, ungeachtet der zu feiner Ber - 
feitigung angewandten Vorſichtsmaßregeln, noch hat. fo befchaffen fein 
Tönnen, daff jede der Größen 7], Tg rg, ... dem Bruce „I5 ober 


einem kleinern Bruche gleich iſt; fo hat man, wenn das Ereigniff P 
nur 10 mal ununterbrochen ‚beobachtet ift: 


- p=0,00001, << p (0,00001) 
und zu gleicher Zeit: 





Ä 
9 > IF -p)(000801) 
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Folglich ift die Wahrfcheinlichkeit der Eriftenz der Urſche C na 
ber Beobachtung um weniger ald Lyon von der Gewiſſheit vers 
fhieden und die Nichteriftenz Diefer Urfache wäre weniger wahrfcheinli- 
li geworden, ald ihre Griftenz vor der Beobachtung. Die Wahr: 
ſcheinlichkeit ©’, daſſ P in einer Reihe von 7’ kuͤnftiger Verſuche bes 
fländig flattfinden wird, wäre alfo auch größer, ald bie der Eriftenz 
von C, oder könnte nicht Fleiner fein, weihen Werth n auch haben mag. 

$. 65. Bei diefer Anwendung ber Wahrfcheinlichkeitgrechnung iſt 
bie Urfache C auf eine abflracte Weife, d. h. unabhängig von jeder 
Theorie, wodurch bie Erfheinung P auf allgemeinere Geſetze zuruͤckge⸗ 
führt und nach der Urſache, welcher man fie zufchreibt, genau erklärt 
und folglic auch die Wahrſcheinlichkeit der Eriftenz dieſer Urſache ver 
größert würbe, betrachtet. Wir betrachten diefe Erfcheinung P als 
ununterbrochen ftattfindend und ed war der Zwed der vorhergehenden 
Rechnung, zu zeigen, -daff unfere Annahme feiner künftigen Wieder: 
bolung, wenn es nur eine Meine Anzahl von Malen beobachtet iſt, 
nur. auf der Vorftellung beruhen kann, welche wir von einer Urfache 
haben, die eine Erfcheinung. diefer Art nothwendig hervorzubringen im 
Stande if. Die Wahrfcheinlichkeitörehnung fann übrigens weder leh⸗ 
ren, welched dieſe wirkſame Urfache iſt, noch beflimmen, welche unter 
den verſchiedenen Urfachen, die" dad Creigniff nothwendig hervorbringen 
fonnen, wenn ed deren mehrere gibt, welchen man es zufchreiben fünnte, 
die wahrſcheinlichſte ift. ® 

Wenn das Greigniff P in einem oder mehrern Verſuchen nicht 
fattfindet und man dennoch gewiff ift, daſſ die Urfache C, welche es 
nothwendig hervorzubringen vermag, wenn fie gewiff wäre, in allen ' 
dieſen Verſuchen hätte wirken muͤſſen; fo iſt klar, daſſ weder dieſe, 
noch irgend eine Urſache derſelben Art eriftiet. Aber außer ben Urſa⸗ 
hen diefer Art gibt es noch andere, welde bei allen Verſuchen wirken 
und dem Stattfinden eines Ereigniffes P nur eine gewiſſe Wahrſchein⸗ 
lichfeit ertheilen können, indem fie fich mit dem Zufalle, oder mit ver⸗ 
änderlihen Urfachen, welche bald wirken und bald nicht, verbinden 
(8.-27). Diefe veränderlihen und unregelmäßigen Urfachen-, welche 
man durchaus nicht mit. dem Zufalle verwechfeln muff, tönnen auf die 
mittlere Üahrfcheinlichkeit des Stattfindens des Ereigniffes P in eis 
ner langen Verſuchsreihe und folglich auf den Quotienten aus ber 
Zahl, welche angibt, wie vielmal dad Ereigniff 2 fattgefunden bat 
oder flattfinden wird, und der Gefammtanzahl der Verſuche, Einfluff 
haben. Aber wenn man dafuͤr Sorge getragen bat, den Einfluff dies 
fer zufälligen Urfachen fo viel ald möglich zu vermindern, fo daſſ mar 
denfelben faft ald Null betrachten kann, und wenn Das Ereigniſſ P 


\ 
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in einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen m mal beobachtet ift; 
fo ift eine fehr große Wahrfcheinlichkeit vorhanden, baff eine dem Statt: 
finden Diefed Ereigniſſes günftige oder entgegengefeste permanente Urs 
ſache eriftirt, jenachdem zn merklich größer oder Eleiner ald-die Hälfte 
von u ifl. 

Betrachtet man 3. B. den Fall, wo ein Körper mit zwei Flä- 
chen eine fehr große Anzahl von Malen in die Luft geworfen wird, 
fo kann das Borhandenfein einer dem Treffen einer beflimmten Flaͤche 
günftigen oder ungünftigen Urſache als hoͤchſt wahricheinlich betrachtet 
werden, wenn bie beiden Zahlen, welche angeben, wie vielmatl jede 

‘der beiden Flächen getroffen ift, wie in dem weiter oben ($. 50.) anges 
- führten Büffonfchen Verſuche, merklich von einander verfchieden find. 
Die Wahrſcheinlichkeitsrechnung kann und nur die Nothwendigfeit Dies 
fer Urfache , aber nicht ihre Natur Eennen lehren, fondern die Gefete 
der Mechanik find es, welche uns zeigen, daſſ fie in dem .größern 
Gewichte eined der Theile des in die Luft geworfenen Körpers beſte⸗ 
ben muff, ohne daſſ fie und jedoch megen ber Zuſammengeſetztheit des 
Problemes die Wirkungen einer ſolchen Uriache und die Wahricheinlich- 
keit, weldhe daraus für das Xreffen jeder der beiden Flächen ent: 
fpringt, und nur durch die Erfahrung gefunden werden fann, beftims 
men lehrten. 

Durch ein ſolches Werfahren könnte man, wie bereitd Laplace 
in Vorſchlag gebracht hat,*) die Exiſtenz oder Nichteriftenz gewiſſer 
geheimer Urſachen, welche a priori nicht abiolut unmäglih, und 
auch nicht vermögend find, die Erfcheinungen, worauf fie ſich beziehen, 
nothwendig bervorzubringen, nachweiſen. Bu dem Zwecke wären lange 
Reihen von Verſuchen erforderlich, indem man den Einfluff der zus 
fäligen Urfachen fo viel als möglich befeitigte, und die Anzahl der 
Fälle, in welchen dad Ereigniff beobachtet ift, fo wie die Anzahl der 
Fälle, worin ed nicht flattgehabt hat, genau in Rechnung brachte, 
Wenn alddann dad Berhältniff der .erften dieſer beiden Zahlen zur 
zweiten die Einheit merklich überfliege, fo wäre bie Eriftenz irgend eis 
ner Urfache und die Wahrfcheinlichkeit, welche daraus für das Statt⸗ 
finden -diefer Erfcheinung entipringt, hoͤchſt wahrſcheinlich. 

Wenn zwei Spieler A und B eine ſehr große Anzahl 1 von Pars 
tien mit einander gefpielt haben, wovon ber Spieler A, m Partien 


gewonnen hat, und bad Verhaͤltniſſ mr überfteigt 4 um einen nicht 
fehr Beinen Bruch, -fo kann die Exiſtenz einer dem Spieler A guͤnſti⸗ 





„7 Essai philosophique sur’ tes probabilites, page 138. 


\ 0 
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gen’ Urſache faft als gewiſſ angenommen werben. Wenn Feiner der 
beiden Spieler dem andern einen. Vortheil geftattet bat, fo ift dieſe Urs 
fache die Ueberlegenheit des Spielerd A über den Spieler B, wofür 


bad Verhaͤltniſſ Fr fo zu fagen dad Maß ausdruͤckt. Bei einem Kar 


tenfpiele, 3. B. bei dem Piquetfpiele, Tann dad Refultat jeder Partie 
nur von der ungleichen Fertigkeit der beiden Spieler und von der Ber: 
theilung der Karten unter fie abhängen. Wenn keiner von beiden be= 
trügt, fo ift diefe Vertheilung die Wirkung des Bufalles und fie kann 
auf dad Verhältniff der Anzahlen der.von den beiden Spielern gewon- 
nenen Partien Einfluff haben, wenn dieſe Zahlen wenig beträchtlich 
find. Diefed Tann man dad Glüd oder Unglüd nennen, wofern 
man biefe Ausbrüde nicht auf den einen ober andern Spieler felbft bezieht. 
Denn ed würbe ungereimt fein, wenn man zwifchen diefen Spielern und 
den ihnen durch den bloßen Zufall ertheilten Karten irgend eine Beziehung 
. annehmen wollfe, weil die bei jedem Wurfe dem einen Spieler zuges 
fallenen Karten hätten ebenfowohl dem andern zu Theil werben koͤnnen. 
Aber in einer hinreichend langen Reihe von Partien kann nur noch die 
ungleiche Fertigkeit der Spieler auf die Wahrfcheinlichkeiten des Spieles 
Einfluff haben, fo daſſ mit der Länge der Zeit die geübteften Spieler 
auch dad meiſte Glüd haben, und umgekehrt. Wenn A und B von 
neuem eine fehr große Anzahl u’ von Partien fpielen, fo 'ift eine große 
MahrfcheinlichPeit vorhanden, daff die - Anzahl der Partien, welche A 


gewinnt, fehr wenig von dem Producte u! verfchieden iſt, und wenn 
ſich dieſes nicht beftätigte, fo müflte man annehmen, daſſ während ber 


beiden Reihen von Partien die Ueberlegenbeit von A uͤber B zu⸗ oder 
abgenommen haͤtte. 


. 
— —— — — —— — — — 


Drittes Kapitel. 


Berechnung der Wahrſcheinlichkeiten, welche von (ce 
großen Zahlen abhängen. 


G. 66. Wenn man dad Verhältniſſ fehr hoher Potenzen zwei ge- 
gebener Zahlen berechnen will, fo kann diefe® immer leicht mit Hülfe 
der logarithmiſchen Tafeln gefchehen, indem man nöthigenfalld Loga⸗ 
rithmen mit mehr Decimalen ald gewöhnlich anwendet. Wenn = und 5 
diefe beiden Zahlen, und nm und rn ihre Erponenten find, fo hat man; 
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log == m.loga—n.logb. 


Die Producte m.loga, n.bogb und ihr Unterfchied werben 
leicht’ erhalten, und da dieſer Unterfchied der Logarithmus bed gefuch- 
ten Berhältniffes iſt; fo findet man dieſes Verhaͤltniſſ felbft alsdann 
in den Tafeln. Allein diefes iſt nicht mehr der Fall, wenn es darauf 
ankommt, dad VBerhältniff zweier Probucte zu befiimmen, wovon jedes 


aus einer fehr großen Anzaht ungleicher Factoren beſteht, wie z. B. 


das Vethaͤltniſſ: 
* G, Ag ...Am 
b, 2.62 se 3 


Denn wenn bie beiden Zahlen m und n fehr groß find, fo wird 
die Addition der Logarithmen von a, @yı @g, ... und ber von 
bi, dar dag, - . » fehr befchwerlih. Alsdann muſſ man fich der Naͤhe⸗ 
rungdmethobden bebienen, welche Stirling zucft angewandt bat, und 
welche die fehr merkwürdige Eigenſchaft haben, daſſ fie in die Nähe- 
rungöwerthe der betrachteten Verhaͤltniſſe das Werhältniff des Kreisum- 
fanges zum Durchmeffer und andere transcendente Größen einführen, 


= 


obgleich ihre genauen Werthe ganze Zahlen, oder Brüche find, deren. 


Zaͤhler und Nenner ganze Zahlen find. 

Diefe Verhältniffe der Producte aus einer fchr großen Anzahl von 
Factoren und die Summen fehr großer Anzahlen folher Berhältniffe, kom⸗ 
men in den meiften der wichtigften Anwendungen ber Wahrſcheinlichkeitsrech⸗ 
nung vor, und bie in den beiden. vorhergehenden Kapiteln aufgeſtellten Re⸗ 
gein, obgleich fie an ſich vollftändig find, bleiben ohne ‚Hülfe, von For: 
meln, vermittelft welcher man ihre Zahlenwerthe mit einer- hinreichenden 
Annäherung berechnen Tann, faft ganz nutzlos und unbrauchbar, weswe⸗ 
gen wir und nun mit der Ableitung biefer Formeln befchäftigen wollen. 

$. 67. Wir wollen zuerft dad Product 1.2.3... der n erfien 
natürlichen Zahlen betrachten. 

Der Buchſtabe e fol jegt und in dem ganzen gegenwärtigen Kapitel 
zur Bezeichnung der Bafld der Neperichen Logarithmen angewandt wer= 
ben. Durch dad Verfahren der theilmeifen Integration findet man: 


© 
N“ x ds=1. ‚2.3..;n a). 


. Der Soefficient ex" von dx unter dem Integralgeichen ver⸗ 
ſchwindet für =0 und 2 —=w , zwifchen diefen beiden Grenzen wird 
er niemals unendlich und er. gebt nur durch ein einziges Marimum, 
welches man beftimmt, wenn man fein Differenzial =O fest. Bes 
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zeichnet man feinen größten Werth mit H unb ben yngehbrigen Werth 
von x mit A, fo hat man: 

h=x, Hze-hhn, 
Demnach kann man  feten: 

rem—H et, 


wo Z eine neue Weränberliche bezeichnet, welche man von I=—o 
bis 2=0 wachen läfft, und wovon die befondern Bere ie — , 
1I=0,1=0 reſp. 20, =h, ñA O entſprechen. Vetrachten 
wir x als eine Function von Z, fo haben wir: 


Si x a), —— 


loge"an— log H-i2, 


Auch iſt: 


und wenn man, 
z—h+x' 
ſeet und nad den Potenzen von =’ entwickelt, fo ergibt nö; 


1 d®,lgH 
2.8 — 





2 
2424 — zB Letc.=0, 
indem man bemerkt, daſſ das erfte Differenzial von ogH=O und 
nach der Differenziation = n gefegt if. Der Werth von =’, weicher 
fi aus biefer Gleichung ableiten läfft, kann durch eine Reihe. von fol 
gender Form audgebrüdt werben: 


x ht hi? -h" BL ,,, 
wo bie Eoefficienten »’, hl, A”, ... von 2 unabhängig find und durch 
einander beflimmt werden, wenn man biefen Werth in dieſe Gleichung 


fubflituirt und dann die Summe ber Coefficienten jeder Potenz von 2 
in bem erſten heile. =0O fest. Auf dieſe Weife erhält man: 


d? ,logH 
1+r4—5 h'2 =o, 


(2) 
d?,log H d> — n 
a +, en, 


elc. 
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Wenn 2. eine ganze und pofitive Zahl bezeichnet, fo hat man: 


[. _ı2 to, 
— — 
— 2 


© —t2 21 .3.5...(2i — 
[ —— ſ 


Ban a’ ® 


und bekanntlich iſt auch: 





— d 
IK Cr 
wo ” immer bad Berhältniff ded Kreisumfanges zum Durchmeffer be: 
zeichnet. Wegen: B | 
dzı da 
7.7 — “u “42 
Hm +2 ht +3h" 12? + etc, | 


haben wir alfo: 


& . 
S e x d«e— “ 
—.n 
HVz(ke+2 ——— 3.8 nr IL ete),. 
und wir brauchen ei nur die Goefficienten #’, A", h’,... von 


ungeradem Range zu beflimmen. ermittelt der Gleichungen (2) er- 
gibt ſich aber: 


Vä —E ven Vin 


elc 
18 r 1080 n? 1080n2 ’ 





und folglich erhält man enblih, wenn man die Gleihung (1) und den 
. Werth von HI berüdfichtigt: 

— mn? 
12.3...n=n Varna tat et) (8) 

8. 68. Die zwiſchen den Parenthefen ſtehende Reihe ift in ihren 
erſten Gliedern deſto convergenter, je größer die Zahl n iſt. Sie ge- 
hört jedoch zu der Gattung von Reihen," welche zuleßt divergent wer= 
den, wenn man fie binreichenb weit entwidelt. Aber wenn man diefe 
Reihe auf ihren convergirenden Theil reducirt, ſo kann man fich der | 
Formel (3) immer "zur Berechnung eined Näherungdwerthed des Pro⸗ 
ductes der 7 erften natürlichen Zahlen ‚bedienen, und es ift fogar nicht 
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einmal nöthig, baff n eine ſehr große Zahl if, wenn bie Annäherung 
fehr groß fein fol. Nimmt man z. B. n=1°, fo gibt die auf ihre 
brei erften. Glieder rebucirte Formel den Werth 3628800 wenigftens 
bis auf eine Einheit genau, und diefe ganze Zahl ift auch genau ber 
Werth des Productes der zehn erften natürlichen Zahlen. 
Wenn man 27 ftatt n in die Formel (3) fubftituirt, fo kommt: 


— 1 1 
( )an=2(2n) Vanl Hat 


beic.) ; 
Es ift aber identiſch: 
1.2.3... (22— 1).2n=2%.1.2.3...n.1.3.5...(2n—ı), 
und folglich: 


3.2.3...r2.1 .3.5..2 rn —N= 


2r+1n2ne—-2n Vanı + -etc.), 
n 
und wenn mah dieſe Gleichung durch die Gleichung (3) dividirt, fo 
ergibt fi: " 


1 1 
1.3.5... 27—1)=(2 npenV 2(1— + +elc,(4) 
fo daſſ ber Reihenausdruck des Probucted der ungeraben Zahlen. die 
Größe Vr, welche in dem Ausdrucke bes Productes der geraden und 
ungeraden Zahlen vorkommt, nicht mehr enthält. ‚ 
Ä Wenn man in diefer Gleichung und in der Gleihung (3) n—1 
feßt, fo ergibt ſich daraus: 


e " 1 1 
77 = 1— — 4 — etc. 
FG ur TOLETTT AU / 


e 1, 1ı 
77 — —— dc. 
V?}x 14 tz tele 
Durch directe Rechnung erhält man: 
e “ e 
sv; — 0,96108 ..., V}r 1,08444 2/ 
und wenn dieſe Reihen auf ihre drei erſten Glieder reducirt werden, ſo 


geben fie reſp. 0,95920 und 1,08680, was ſehr wenig von ben ges 
nauen Werthen verfchieden if. Diefe Zablenbeifpiele nebfl dem vor⸗ 
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hergehenden zeigen, welchen Grad von Annäherung man vermittelft dies 
- fer Formeln, wovon wir in diefem Kapitel beflänbig Gebrauch machen 
werden, erreichen kann. 


Multiplicirt man die beiden Theile ber Gleichung (3) mit 2”, 
erhebt fie dann zum Quadrate und bivibirt fie hierauf durch an; ſo 
kommt: 


2.2.4.4.6.6...2n—2.2n—2. @n 
zn (2 n)2ne—2n (1 + ui _ — te 9— 


Erhebt man die beiden Theile der Gleichung (4) zum Quabrate 
und laͤſſt in dem erften einen der Einheit gleichen Factor hinweg, fo 
bat man aud: 


1.3:3.5. 5. . 20 — 1. 2n—1 
amt (1+ t + tet ). 


11520" 


Hiernach befteht alfo der erſte Theil jeder dieſer beiden Gleichun⸗ 
gen aus 20 — 1 Factoren, und wenn man die correſpondirenden 
Theile dieſer Gleichungen in einander dividirt, fo ergibt fi dad Res 
fultat: 

2:2.4.4:6.6...2n— 2,2n— 2.2n 


1 ) 
3a (1 imtrete. — 1.3.3.5.5..22—3.2n—1.3n—ı’ 
welches für 2 ==co mit der befannten Wallisfchen Formel: 


. 2.2.4.4.6.6.8... , 
, — = 
1.3.8:5:5.7.7.. 





übereinftimmt. 

Die Methode, welche wir eben angewandt haben, die Integrale 
in Reihen zu verwandeln,‘ deren erfte Glieder convergiren, und welche 
zur Berechnung der Näherungdwerthe diefer Integrale dienen Binnen, 
wenn bie unter dem Integrationszeichen ftehenden Größen fehr große 
Erponenten haben, verdankt die Analyfis Laplace. In der Folge 
werden wir eine andere Anwendung derſelben kennen lernen. 


$. 69. Nun ſeien Z und F’ zwei entgegengeſetzte Ereigniſſe von 
einer beliebigen Natur und wovon bei jedem Verſuche eins ftattfindet. 
Ihre Wahrfcheinlichkeiten, welche wir als conftant annehmen, wollen 
wir mit > und 9 bezeichnen und die Wahrfcheinlichfeit, daſſ Z bei 
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k Beten mmal und F, n mal fittfindet, U nennen; fo haben wir 
.14.): - 0 
— 1.2.3.... mn. 
= T128.m.1,2.3..n) 7’ (8) 
wo; . 

'm-+n=u und p+ty9=1 
fein muſſ. Wenn nun a, m, n fehr große Zahlen find, fo muff man 
fh zur Berechnung des Zahlenwerthes von U der Formel (3) bedienen. 
Nehmen wir an, daſſ jebe diefer drei Zahlen hinreichend groß ift, um 
die erwähnte Formel auf ihr erſtes Glied reduciren zu koͤnnen, ſo ha⸗ 
ben wir: oo. 

| 1.2.3.0 =WV 2uu, 


J 1 .2.3...m=m"V 3am, 
,„ 1.2.3..n—=n"V 2ın, 
- und folglich für den Näherungswerth von U: 


_ (ee\* (ne /r ER 
F 7) (2) Vi (6) 
Es ift leicht einzufehen, daſſ das wahrfcheinlichfte zuſammengeſetzte 
Ereigniſſ, oder bad, für welches dieſer Werth von U am größten if, 
dem alle entipriht, wo ſich dad Werhältniff der Zahlen m und. n 
dem Berhältniffe der beiden Wahrſcheinlichkeiten p und 9 am meiften 
nähert. Denn wenn man im Gegentheil m und 7 als gegebene Zah: 
im und p und 9 als veränberlihe Größen betrachtet, beren Summe ' 
die Einheit if, aber weiche von Null bis zu der Einheit ftetig zuneh⸗ 
men koͤnnen; fo findet man nach bem gewöhnlichen Verfahren, daſſ 
das Marimum von G, p *7 und — entfpricht. Aber wegen ber 
großen: Anzahl. anderer zufammengefehter, weniger wahrfcheinlicher Ers 
eigniffe, ald dad in Rebe flehenbe, iſt die Wahrfcheinlichkeit deſſelben 
dennoch ſehr gering und nimmt um ſo mehr ab, je mehr die als ſehr 
groß vorausgeſetzte Zahl ss ber Verſuche noch fernerweit zunimmt. 
Ban > B.p=9=4 und u eine gerade Zahl ift, fo entfpricht das 
wahrfeheinlichfte zufammengefeßte Ereignifl mn, und feine Wahr: 
ſcheinlichkeit U hat nad) der Formel (6) den Werth: 
Yeiffan’s Waprfcheinlichkeiter. ac" 10 ' 





J 16 


2 
U=-Y]) -—., 
**.4 


welcher, wie man ſieht, im umgekehrten Verhaͤltniſſe der Quadrat⸗ 
wurzel aud der Zahl u abnimmt. Nimmt man u —=100, fo hat man: 


U=0,07979, 1 — U=0,92021, 
fo daſſ man etwas mehr, ald O2 gegen 8 wetten Tann, daff bei 100 
Verfuchen die beiden gleichwahrfcheislichen, entgegengefegten Ereigniffe F 
und F nicht diefelbe Anzahl von Malen ftattfinden. Wenn man dad 
zweite Glied ber Formel (3) beibehalten hätte, fo wuͤrde diefer legte Aus⸗ 


1: _, .. | 
brud von U mit 1 =. multiplicirt, wodurch U für 2100 um 
160 feined Werthed vermindert würde. 


$. 70. Dad zufammengefebte Ereigniſſ, für welches ſich das Ver: 
halmiff der Zahlen m amd n dem Verhältniffe der Brüche pwdyg 
am meiften nähert, ift nicht blos immer das wahrfcheinlichfte , fondern 
bie Wahrfcheinlichkeiten der übrigen zufammengefekten Ereigniſſe fangen 


erft dann an, ſchnell abzunehmen, wenn das Verhaͤltniſſ — um mehr, ald 
um eine gewiffe Größe, welche im umgekehrten Werhältniffe von. Vu. 
ſteht, größer oder Meiner, ald das Verhaͤltniſſ Fr ifl, wenn Die geges 


bene Anzahl u von Verſuchen als fehr groß angenommen wird, 
‚Denn wir wollen 5. B. wieder den Fall von p=y=4 betrad: 
ten, und es fei g eine- gegebene pofitive oder negative Größe, welde 


ihrem abfoluten Werthe nach Heiner, as V u if Wenn wir in ber 
Zormel (6): - 


m=34(14752), »=4u[1-,%-) J 
ſetzen, ſo ergibt ſich daraus: 


 v-lı _E\% 1— re jr 
. u=(1 m ( 5) It7: | x 


Ver 
(ug?) 


Wenn nun g cin Bruch oder eine gegen Va fehr Peine Zahl 
it, fo ergibt fich vermittelft des binomifchen Lehrſatzes, daſſ ſehr nahe 














.—_. 147 
( — re, 
(1-;/ ;)" = (1454 a) r= —R 


iſt G. 8), und wenn man unter dem Wurzelzeichen u ſtatt u— 2 
nimmt, ſo erhaͤlt man: 


Um Vie 
x 


für das Gefeg ber Abnahme der Wahrfcheinlicheit U innerhalb einer 
Keinen Ausdehnung au beiden Seiten ihres Maximums. Gebt man 
3 


A200, ——— 


ſo ergibt ſich, daſſ bei 200, Verſuchen die Wahrſcheinlichkeit, daſſ von 
den beiden entgegengeſetzten, aber gleich wahrſcheinlichen Ereigniſſen Z 
und 7’ das erfie 105 und bad zweite 95 mal flatsfindet, fich zu der 
Wahrſcheinlichkait daſſ jedes 100 mal ſtattfindet, wie e + zu 1’ oder 
ungefähr wie 3 zu 4 verhält. 

Die Formel (6) fest voraus, daff jede der drei Zahlen u, m, n 
ſehr gwß iſt. Wenn dieſe Bedingung erfuͤllt wird und das Verhaͤltniſſ 


* wenig von — verſchieden iſt, To gibt dieſe Formel fuͤr die Wahr⸗ 


ſcheinlichkeit U einen gegen ihr Marimum fehr Heinen Wert. Aber 
ed ift wohl zu bemerken, daff, wenn man eine andere Näherungsmethobe 
anwänbte, ber immer  febr Meine Werth von U, welchen man erhielte, 


wenn bie Differenz, — I_R en fehr Peiner Bruch if, nicht mit dem 


aus der Formel (6) abgeleiteten uͤbereinſtimmen koͤnnte, ſo daſſ das 
Verhältniffides einen dieſer Naͤherungswerthe zu dem andern ſehr von 
ber Einheit verfchieben fein könnte. 

Um biefes zu beweifen, wollen wir bemerfen, daſſ nach einer 
Zormel, welche fich in einer unferer Abhandlungen über die beftimmten 
Integrale befindet *): \ 

Ba pin u _ 1.2.8...# a 
J: cos wem nn, md ge 





°) Journal de P’Ecole Polyiechnigne, 19, cahier, page 490. — 
| 10* 


- 
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iſt. Man bat alfo für jeben beliebigen Werth der Zahlen m und n 
und ihrer Summe z für den Zal von p=g=}, welchen wir blos zu 
betrachten brauchen, nach ber Gleihung (5): 


u=. f" cos” zcos(m—n)ada. | 


Wenn nun “ eine fehr große Zahl ift und in der Nähernng® 
rechnung .als eine unendlich große Zahl behandelt wird, fo verfehwindet 
ber Factor cos" x von dx unter dem Integrationszeichen, fobald bie 
Veraͤnderliche © eine enbliche Größe hat, und da ber andere Factor 
cos(m—n)x immer einen endlichen Werth Sat, fo folgt, daſſ man 
bad Integral nur von z=o bi! z=u, wo @ eine ımenplich Kleine 
pofitive Größe bezeichnet, zu nehmen braucht, ohne feinen Perth zu 
veränbern.. Zwiſchen diefen Grenzen hat-man: 


‚ os =1 —4»?, cos# zzze-hur?, 
und fusig: . 
u=- [* Fa ei cos(m—n)edz. 


Da nun ber Zactor e Fr”. für jeden enblihen Werth von x 
verfchwinbet, fo kann man auch biefes neue Integral ohne Veränderung 
feines Werthes über =. hinaus, und wenn man will, bi = — ®. 
erfiredden, und ba nach einer befannten Some - 


Sc cos (m—n)xzds = V& 2u 
*0 2# 
ift, fo folgt: | | a 
—  (ni—n) 
V —— 
nu 
Seht man nun, wie weiter oben: 


m—n=gVn, 


fo flimmt ber Werth von U’ mit dem ſich aus ber ormel (6) erge⸗ 
benden nur dann überein, wen g gegen Vu eine fehr Peine Zahl 
iſt, und für andere Werthe von 4 iſt dad Verhaͤltniſſ dieſer beiden 
Werthe von U beträchtlich von der Einheit verfchieden und Kann fogar 
eine fehr große Zahl werden. Nimmt man z. B. g=1V u und 
m—n=yn, fo gibt bie vorhergehende Formel: 


— 
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U= Zeh 
un 


unb aus der Formel (6) folgt: 


u RG dr 


ober da der zweite Factor dem dritten faſt gleich iſt: 


v=( (e)- VE 


Nun flimmen aber dieſe beiden Werthe von U infofern uͤberein, 
daſſ ſie beide ſehr klein find, und folglich zeigen, daſſ bei einer ſehr 
großen Anzahl u von Verſuchen die Wahrſcheinlichkeit U, daſſ von ben 
beiden entgegengeſetzten und gleich wahrſcheinlichen Ereigniſſen E und 
F das eine $ mal und daß andere } mal, d. h. das eine Smal 
mehr, ald daB andere ftattfindet, fehr Hein if. Aber wenn man ben 
legten Werth von U durch ben vorhergehenden dividirt, fo erhält man 
die Größe: 


4Ve ir 





re 


weiche mit a beſtaͤndig zunimmt und ſchon für #100 ie als 
800 ift. 


$. 71. Wir wollen bie Baprfeheinlichkeiten von E und F wieber 
als conſtant, aber als unbekannt annehmen. Man weiß nur, daſſ in 
einer ſehr großen Anzahl u m-n von Verſuchen die Ereigniſſe F 
und F reſp. zn und zumal ſtattgefunden haben, und man ſoll bie Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit beflimmen , daſſ E und F bei einer Anzahl u’ = m’ --n' 
kuͤnftiger Berfuche refp. za’ mal und »’ mal ftattfinden werben. Bezeich⸗ 
net man dieſe Wahrſcheinlichkeit mit U, mit Pı dad Product der 2 er: 
ſten natürlichen Zahlen, fo daſſ 


P;=1.2.8%... 
if, und ſert der Küng wegen 


1. 2.8.. 
1. 3. 8... m‘. m'.ıi. * 8. ... Er “ 


fo hat man ($. 46.): 
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Pat! Print Pyzı 


PP Pays +1 


Wenn m und rn fehr große Zahlen find und die Formel (3), 
wie weiter oben, auf ihr erſtes Glied reducirt wird, ſo hat man fuͤr 
beliebige Werthe von zn’ und n’: | 


P,menV Ian. 


Die Werthe der übrigen Producte Pnyn, Pyr,, elc. ergeben ſich 
aus dem von Pa, wenn man nn’, u1, etc. fen fest und 


M ———- 


alsdann ergibt ſich: 


U—HK (m + mr (n+ nt + 1)u 
a a Pe 


für den Näherungdwerth von U’, worin der Kürze wegen 
et (tm tm)CH)_ 
„tu'+1 mn(4--#'-} 1) — 
geſetzt iſt. 
Man kann dieſen Ausdruck von U’ auch auf eine andere Form, 
bringen; denn ba zw eine ſehr große Zahl iſt, fo bat man nach ber 
Binomialformel fehr nahe: 


1 1 4) 
Gral 
und da w=m'+R ift, fo folgt: 
(1 +7)"(1 u | 
m -- m! m! tr n" 0) 
at u ) (= 
Wenn m’ und n’ gegen m und 7 feht * able find, fo 








bat man entweder nad) ber Binomialformel ($. 8.), oder durch Betrach⸗ 


tung der Logarithmen ebenfalld ſehr nahe: 


(1+2)" =, (+ )r=8, (4) zer 


Ebenfo ift fehr nahe: 


A" I 
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uud man kann au für den Factor K die Einheit fegen, wovon er 
ſehr wenig verſchieden iſt. Folglich hat man: 


—— 


und aus der Formel (5) ſieht man, daſſ dieſer Ausdruck von U’ mit 
dem für die Wahrfcheinlichkeit, daſf die Ereigniffe E und F beim'-+n' 
Berfuchen refp. mı'mal und nmal flattfinden, wenn bie Wahrfcheinlichkeiten - 
p und g von E und F a priori gegeben find und die gewiſſen Werthe 


* Rn 
P=— und 9 =7 haben, übereinflimmt. In dem befondern Kalle, 
wo m’=1 und "—=0 ift, bat man H=ı und U Me fo daſſ 
| r 


bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein Ereigniff Z, welches in einer fehr gros 
Gen Anzahl u von Berfudyen zu mal ftattgefunden hat, bei einem’ neuen 


Berfuche noch einmal flattfinden wird, das Verhälmiff pr zum Nähes 


rungswerthe hat, was mit der Regel in $. 49. übereinftimmt. 

wenn die Zahlen m’ und 2° hinfichtlich ihrer Größe mit ber 
von zn und r vergleichbar find, fo ift die Wahrſcheinlichkeit U’ nicht 
mehr biefelbe, als wenn bie Wahrfcheinlichkeiten von Z und F'a priori 


gegeben und zuverläffig gleich 7 und — waͤren. Um dieſes an einem 
Beiſpiele zu zeigen, wollen wir mit A eine ganze ober gebrochene Zahl 
bezeichnen, welche nicht ſehr klein iſt, und: 

m ô/Mmnm, n—nh, wW=uh 
ſetzen; fo iſt die Größe K alsdann faſt gleich van und wegen 
»=m-+n verwandelt ” bie Formel (7) in: 


Tore 


Vergleicht man fie mit der Formel (5), bezeichnet den Werth biefer - 
legtern, wenn man barin: 


fegt, mit U, und fegt m’ und n’ für m md n; fo ergibt fid: 


-—_ I_U, 
vo ! 


152 
woraus folgt, daſſ U’ in dem Werhättniffe von 1 zu Vı rh klei⸗ 
ner iſt, als U,, und daſſ folglich U’ eine ſehr kleine Wahrſcheinlichkeit 
iſt, wenn 7 eine ſehr große Zahl iſ. 

Es findet alſo zwiſchen den nach der Vorausfetzung gegebenen 
Wahrſcheinlichkeiten p und g der Ereigniſſe E und F' und ihren Wahr: 


ſcheinlichkeiten 7 und ze welche aud den Zahlen abgeleitet find, bie an⸗ 


geben, wie vielmal Zunb F'ein einer ſehr großen Anzahl von Verſuchen 
ftattgefunden haben, ein wefentlicher Unterfchieb ftatt. Die Wahrfcheinlichs 
keit, daſſ die Ereigniffe D und F in einer andern Reihe von Werfuchen 
beftimmte Anzahlen von Malen flattfinden werben, ift im zweitert Falle Hei- 
ner als im erften, welcher Unterfchieb daher ruhrt, daſſ die aus der Beob⸗ 
achtung abgeleiteten Wahrfcheinlichkeiten von E und Z’ felbft nur wahr- 
ſcheinlich find, wie groß die Zahlen m und rn, worauf fie fich ‚grün: 
den, auch fein mögen, während die a priori gegebenen Wahrfcheinlichkei- 
tn von E und F' gewiſſe Werthe haben. Wenn man z. B. weiß, 
daſſ eine Urne A gleich viel weiße und ſchwarze Kugeln enthält; fo ift, 
“ wie wir weiter oben gefehen haben, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ in 100 
ſucceſſiven Zügen, wenn bie gezogene Kugel jedesmal wieder in die Urne 
gelegt wird, 50 mal eine weiße Kugel gezogen wirb, = 0,07979; 
aber wenn bad Verhaͤltniſſ der in der Urne A enthaltenen weißen und 
ſchwarzen Kugeln nicht gegeben ift, und man bloß weiß, baff bei 160 
Berfuchen 50 mal eine weiße und 5O mal eine ſchwarze Kugel gezogen 
ift, fo ift die Mahrfcheinlichkeit, daſſ daflelbe bei 100 neuen Verſu⸗ 


0,97979 
chen ftattfinden wird, nur noch = V: =0,05658, wenn manin -- 





der vorhergehenden Gleichung = 1 feßt. 


$. 72. Um für den Fall, wo fi die Wahrfcheinlichkeiten der Er: 
eigniffe E und F während der Verſuche ändern, ein Beiſpiel zu ge 
ben, wollen wir annehmen, eine Ume A enthalte ce. Kugen, wovon 
a weiß und 5 ſchwarz find, man ziehe fucceffive ss Kugeln aus der 
. Ume, ohne fie wieder hineinzulegen, und die Wahrſcheinlichkeit, baff 
in den u Verſuchen in einer beliebigen Ordnung m weiße und n 
- Schwarze Kugeln gezogen werben, wollen wir mit 7 bezeichnen. Be= 
zeichnen alsdann a“ und 5’ die Anzahlen der weißen und ſchwarzen 
Kugeln, welche nach den m Ziehungen noch in der Ume A bleiben 
und ift ihre Summe @-+-bd’=c', fo daſſ man: - 


a=za— m, b’=-b—n, !=c—yu 


= hat, feßt der Kürze wegen: 
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1.2.8...c 
1.2.8...0.1.2.8...0° | 
und eb die Bezeichnung im vorhergehenden $. bei; fo hat man nad. 18: 
P,PyP, 
PaPa P, 


Penn a, b,r m,n fehr große Zahlen find, fo werben bie Berthe 
der ſechs Producte P,, Ps, eic. durch die Formel (3) gegeben, und 
wenn man fie auf ihr erſtes Glied rebucirt, und bemerkt, daſſ: 


u=m-4n, c=a+b 
ift; fo ergibt ſich daraus fuͤr den Naͤherungswerth von 5: 


*0 ——— 


welcher genau der Einheit gleich iſt, wenn 


m 


V=zM 





m=za, n=zb, u=c 


if, und wo man folglich ben Factor 27’ —=1 fegen muff. Die Größe v 
brüdt alddann die Wahrfcheinlichkeit aus, baff bei e Verſuchen die a . 
weißen und die 5 ſchwarzen Kugeln, welche die Ume 4 enthielt; her⸗ 
ausgezogen werben, welches die Gewiſſheit ift. 

Wenn fi die Zahlen = und rn wie a und 5 verhalten, ſe hat 


. man auch: 


und wenn man: 
| b 

-zp, -=q 
fit, L verwandelt ſich der Ausdruck von. Y in: 


1. 2. 8.. ch ‘ 
V = — ——— p gib 1 
\ 1. 2: 3...a.1. 2. 3...6 EL. Pr 7 


Vergleicht man dieſe lebte Formel mit der Formel (5) und be- | 
zeichnet mit F° die Wahrfcheinlichkeit, daſſ zwei Ereigniffe, deren Wahrs 


. , a b: 
fcheinlichkeiten conflant und refp. den Wahrſcheinlichteiten — und — 
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des Zuges einer weißen und bed’ Zuges einer ſchwarzen Kugel zu Ay 


fang der Biehungen gleich find, bei c=a-+5 Verſuchen refp. a’ und 
5’ mal Hattfinden; fo bat man: 


verıy&, 


woraus erhellet, daſſ die Wahrfcheinlichkeit I in dem Verhaͤltniſſe von 
Ve Vu größer ift, ald die Wahrfcheinlichkeit A’, wie groß bie 
Anzahl ec’ der nach den Biehungen in ber Urne A noch zurüdbleibenden 
Kugeln auch fein mag, wofen nur bie naht 1 ber gegogenen Ku⸗ 
geln ſehr groß iſt. 

Auch kann man bemerken, daſſ: 


a =p'(c—u), b’=g'(c—u) 
ift, fo daſſ fi die Anzahlen a’ und 5’ der Kugeln, welche von bei: 
ben Barben in der Ume A zurüdbleibn, wie bie Wahrſcheinlichkeiten 
p' und 9 ober wie bie: Anzahlen = und 5 ber upſpruͤnglich in sie 


Ume enthaltenen Kugeln von benfelben Farben verhalten. Wenn z. 
p=g'=% un folglid a" =b'Z,e if, fo hat man ($. 69.): 


V=1 —, 


und wegen !=c—u ergibt fih: 


F- V ren 


Wenn — u⸗ je ift, fo ift: 


V= = =vy'Yy3, 

woraus folgt, daſſ, wenn eine Ume A fehr große und gleiche Anzab- 
Ien weißer und fchwarzer Kugeln enthält, und die Hälfte der Gefammt: 
zahl beraußgezogen, aber nicht wieder hineingelegt wird, die Wahr- 
fcheinlichkeit, eben fo viel weiße, ald fhwarze Kugeln zu ziehen, in dem 
Berhältniffe von V? zu 1 größer iſt, als bie Wahrſcheinlichkeit deſſel⸗ 
ben Ereigniſſes, wenn die heraudgezogene Kugel bei jedem Verſuche 
wieder in bie Urne gelegt wird. 

$. 73. Wir kommen nun wieber auf den Fall zuruͤck, wo bie 
Bahrfcheinlicleitn p und 9 der Ereigniffe Z und Z conftant find, 
und wir wollen die Wahrſcheinlichkeit betrachten, daſſ das Ereigniff F 
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bei u =m+n Verſuchen wenigſtens mmal und das Ereigniff 7 
hoͤchſtens A mal ftattfindet. Diefe Wahricheinlichkeit ift Die Summe ber 
m erften Glieder der nad) den fleigenden Potenzen von 7 georbneten 


Entwidelung von (p-+4)", fo daff, wenn man fie mit P bezeichnet: 
P=pf+upr-1g94+- — pr Pr.. 


ERT leo. u — * 
1.2.3.. 


iſt (F. 18.); aber unter dieſer Form wuͤrde es ſchwierig fein, ben Ausdruck 
von P in ein Integral zu verwandeln, worauf man alsdann die Me 
thode in $. 67. anwenden fann, wenn zn und n fehr große Zahlen 
find. Wir wollen daher zuerfi einen andern, dieſem Zwecke beffer ent: 
fprechenden Ausdruck von P fucen. 

Man kann auch fagen, daſſ das in Rede ftehende zufammenge- 
feßte Ereigniff darin -befleht, daſſ dad Ereigniff F in den u Verſu⸗ 
hen nicht mehr, ald ramal ftattfindet und, auf diefe Weiſe betrachtet, 
wollen wir es mit G bezeichnen. Es kann aldbann in den folgenden 
n-+-1 $ällen ftattfinden : 

1) Wenn in den en erſten Verfuchen nur das Ereigniff Z ftatt« 
findet; denn alddann bleiben nur nod u — m=n Verſuche übrig, 
worin dad Ereigniff I’ nicht mehr, ald mal flattfinden Tann. ‚Die 

Wahricheinlichfeit für diefen erften Sal ift = p”. 

2) - Wenn in den m-H1 erfien Verfuchen das Greigniff E 
mn wal und. dad Creigniff Z einmal flattfindet, ohne daſſ 7’ zuleßt 
ftattfindet, welche Bedingung erforderlich ift, damit diefer zweite Fall 
nit auf den erften zurücdtäuft. Dffenbar kann das Greigniff 7’ bei 


(8) 


pin —* 


den n—1 folgenden Verſuchen hoͤchſtens r — 1 mal ſtattfinden, fo 


daſſ -Diefeß Ereigniſſ bei allen Verſuchen nicht mehr, als n mal ftatt- 
findet. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ E, mal und das 
Ereighiſſ F', welches einen beſtimmten Rang einnimmt, einmal ſtatt⸗ 
findet, iſt =p”y, und da dieſer Rang einer von den erſten fein 
kann, fo folgt, daft die Wahricheinlichkeit des zweiten, dem Ereigniſſe 
G guͤnſtigen Falle = mpg if. 

3) Wenn bei den m? erften Verſuchen bas Ereigniſſ F 
m mal und bad Ereigniſſ F, 2 mal ſtattfindet, ohne daſſ letzteres den 
zweiten Rang einnimmt, was erforderlich und hinreichend iſt, damit 
dieſer dritte Fall weder auf den erſten, noch auf den zweiten zuruͤck⸗ 
kommt. Die Wahrſcheinlichkeit. des m maligen Stattfindens von Z 
und des zweimaligen Stattfindens von F'in einer beſtimmten Ordnung 
iſt gleich pr y?, und wenn man je zwei der 1 erſten Verſuche 





156 


nimmt, worin das Ereigniſſ F’ ftattgefunden haben Tann; fo erhält man 
amt 1) verſchiedene Combinationen. Die Wahrfcheinlichfeit des drit⸗ 
ten, dem Ereigniff @ günftigen Falles wird folglich autgehrädt durch: 


m(m-+1) 
1.2 pr". 


Schließt man fo fort, fo gelangt man endlich zu dem (n-}-1)ten 
Salle, in welchem bei ben u Verſuchen das Ereigniff Z, m mal und 
das Ereigniſſ 7’, n mal ftattfindet, ohne daſſ Z’ den letzten Rang cine 
nimmt, damit biefer Fall nicht auf einen ber frühen zuruͤckkommt, und 
feine Wahrſcheinlichteit wird ausgedruͤckt durch: 


m,m+1.m-2..... m-—-n— 
1.2.8..n« pm ge, 
. Da diefe n--1 Faͤlle von einander verſchieden find und alle vers 
fhievenen Arten, auf welche das Ereigniff G ftattfinden kann, darbie⸗ 
ten, fo wird die volftändige Währfcheinlichfeit dieſes Ereigniſſes durch 


die Summe ber Wahrfceinlichfeiten der einzelnen Faͤlle audgebrüdt 
($. 10.), und man hat: 


= pm [1-Hmg+ "2 ‚m+1. ge +7 — rar... 
m. rn. ———— 
Mut, 2.8.. 7 ] J. 


welcher Ausdruck mit der Formel (8) w nſtinnen muſſ, aber den 
Vorzug hat, daſſ er ſich leicht in beſtimmte Integrale verwandeln laͤſſt, 
deren Zahlenwerthe nach der Methode in $. 67. mit deſto größerer An⸗ 
näherung beftimmt werden Tonnen, je.größer die Zahlen m und n find. 

$. 74. Zur Verrichtung diefer Zrandformation bemerfen wir, dafl, 
wenn man ni mal hinter einander Integrint und mit GC eine will⸗ 
kuͤrliche Conſtante bezeichnet : _ 


ar da x 
[- ——--0—— 
*F +. (1+2)* 














n a1 n.n—1 2r—2 
n.n—1.n—2...2.1 1 





— —2,0—8.. u—n+1.u—n —E 
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fl. Da u>n iſt, fo verfhwinden alle Glieder biefer Formel mit 
Ausnahme von C, wenn = if. Bezeichnet man alfo mit « 
eine beliebige pofitive Größe, welche auch Null fein kann, fo ergibt 





ardz a" 
“. at 





„—1 (1-oj1 MA—1.u—2 (op: 
n.n—1,n—2...2. 1 1 
——— SEE BE 


p—l.u—2 u. nl. un a Hat 


._ «= N rebucirt fich dieſe Gleichung auf: 


n.n—1.n—2,. ‚2.1 
0 Grfayıtı _ u. B—2.0— 8... u—na-t1., pn’ 


und wenn man bie vorhergehende Gleichung durch dieſe letzte dividirt 
und der win wegen: 


ar 


aha 

feßt; fo erhält man leicht: 

Je za _ a ‚mmtr 0 
Den 


[re — ta at 





„amtlmta.. md Bu 
1,.2.8...2 (1-4«)” 
Benn man yun: 


ol 
pP. 


feht,. und bemerkt, daſſ ptI= 1 ift, fo flimmt der zweite Theil 
dieſer letzten Gleichung mit der Formel (9) überein, und für biefen | 


Werth von @ bat man folglich: 





(10) 


. Fir n=0 und m=u ift P die Wahrſcheinlichteit, daſſ has 
Greigniff E wenigftend uwmal, d. h. bei allen Verſuchen, ftattfindet. 
Folgiich muff P=p* fein, und in der That hat man für n—0: 


Se xae= tr 
. site Rn 
kegih: , J— und Ppr. 

0 . 


Fir n=w—1 und m—1 it P die Babrfheinlichkeit, daſſ Z 
wenigftend einmal ober Z nit bei allen Berfuchen ftattfindet. 
Es muſſ alfo: 


P=1 + g# _ 
fein, was ſich ebenfalls nachweiſen laͤſt. Bu dem Zweite wollen wir: 
.d 1 
tt, de=—-—, a=— 


ſetzen, fo folgt für n — 1: | | 
oo 6 Sy 1 — 1 
J. Kür], a4 RM b rw 


/ Xdz=/ =—, . 
Jo Jo a+y“ı " . 


und wegen 











1 = Wu 
6 == 116 =g 
fallt die Formel (10) mit dem vorhergehenden Werthe von P zuſam⸗ 
men. " 
S. 75. Wir wollen die Methode in & 67. zuerſt auf bad Inte⸗ 
gral Xdx anwenden. Wenn man, wie in biefem 6. mit A 


8 j 
den Werth von — bezeichnet, welcher dem Marimum von X entipricht 
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N 


and mit ZI ben zugehörigen Werth von X; fo ift bie zur Beſtim⸗ 
mung von A dienende Gleichung 20 folgende: 


a1 +) — (u+1)h=0, 
woraus ſich ergibt: 


m" m-- ı)”tı 
Wenn man in den Gleichungen (2): 
An 
armen 


und nad verrichteten Differenzirungen in Beziehung af A für diefe 
Größe ihren vorhergehenden Werth ſetzt, fo ergibt fich: 





HM 2(e--ı)n 
(mn " 

zu kin) 

. s(m-t1)2 ! 

elc. 


und wenn m,», u fehr große Bahlen von derfelben Größenordnung . 


find ; fo üt leicht eingufehen, daſſ diefe Werthe der Größen A‘, A", 
h”', «se. eine fehr fchnelt abnehmende Reihe bilden, deren erſtes Stied 
h' ‚ jmeites A’, drittes Bu. . reſp von berfelben Kleinheitsord⸗ 


ı 
— .. iſt. 
Demnath Heben wir für ben Keihenausdrud bes Berthes des ge⸗ 
gebenen Integrales: 


xds =HVz(h+ —E ei.) (11) 


6. 76. Der Ausbrud des andern in der Formel a 0). vorfoms 
menden Integrales S[. Adr if verfchieben , je nachbem a>h, oder 


a<h if, w h wieder ben Werth von © bezeichnet, welcher dem 
Marimum von X entipriht. Denn bie bei ber Transformation in 
$. 67. mit / bezeichnete Weränderliche muff für alle größern Werthe 


mung, als ber Bud =7= v5 
RB 


'166 


“ 


von x, als A yofitio und für alle Meinem Werthe von x, ale. h 
negativ fein. Wenn man nun die Werthe von Z und X, welde 
z—=@ entfpredhen, mit 9 und A bezeichnet, fo hat man: 
n 
⸗— —, A=He, 
(1 +ajrtt ” 
Wegen “ =, und mit Beruͤcſichtigung des vorhergehenden 
Werthes von ZZ ergibt ſich: 
een, 
n m-1 
woraus 6==+k Bist, wenn man ber Kurze wegen: 


m1 
k2=nlog— — fi arten +1) 4 —— +7) (12) 


fest. Wenn man ÄK als eine pofitive Größe betrachtet, fo muff man 
.. folglid 6A nehmen, wenn —12*4 iſt, und O — k, wenn Ih 


ft. Nach der Transformation in dem angeführten $. haben wir folg« 
lich im erſten Falle: | 


S, —— ee” =.d 


und im zweiten: 


[ Xde=u/, rd 
.=uf nee zunfz: rg di,’ | 


wenn wir, wie in In 67: 
— —e— + etc. 


feßen. ueberdies iſt: 
/ — ee - A ep di, 


[T: Pplgı- J — de 
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wo Z’eine ganze pofitive Zahl if, die auch Ruf fein konn. Wem. 
man alfo allgemein: 


aM ®Pidi=k |, « er pi di =Ru 


ſetzt, und bemerkt, daſſ I7 S. za dt ber Ausdrud von 
— M * 


—2 
f. Xdx:if, fo erhält man für Z>h: 
0 Ä | 


N, Kda=H otrsA"K, +5A’K,-tetc.) | as) | j 
tHah@K, +ahYK, +6h’’K,-+ etc.) 
und für 1<h: 


f° Xdz =/[ Xd«—H (WK5+Sh"K + S5h’K,+ etc.) as 
+ H(ah''K, +ah"K! +ohr'K: +etc)), 


Jede der in biefen Formeln vorfommenden Reihen hat im Alge⸗ 
meinen denſelben Grad von Convergenz, als die Reihe (11). Die 
Werthe der mit A, bezeichneten Integrale laſſen ſich nur naͤherungs⸗ 
weiſe erhalten, wenn X von © verſchieden if. Die mit K, bezeichnes 


ten Integrale dagegen laſſen ſi ſich immer unter endlicher Form aus⸗ 
druͤcken, und man hat: 


Ki=} 1 ek’ (kti-+3. —R +5, j—1k-d | 
+..i—1.. 2ratr. El. 2.1). u 
Ben «=h ift, fo müffen die Formeln (13) und (14) uüͤber . 
einflimmen. Denn ed “ zu are Zeit: 
* _m+1 ' R \ 
— * et P= „+ı’ 


welches den aus der Gleichung (12) gezogenen Werth von X auf Rull | 
reducirt. Hieraus folgt: 


K Vigo 3.5.. 251. ‚Vz 
o air" 


K=}, K=1.23...4 | 
Yolffon’s Wahrfcheinlichkeitsr. ıc. Zw 


103 ' 


und naͤch ber Gleichung (11) reduciren ſich die Formeln (13) und 
(14) beide auf: 


S: xa,-V 3 (# +2; I: BI Teen Sr +) 
Lat. 2. Br, 2.3 Wire. 


$. 77. Wir wollen nun die Zahlen m, n, u fo groß annehmen, 
daſſ man in diefen verfchiebenen Formeln die Glieder mit 4’, A’, 
etc. ‚unberüdfichtigt laffen fann. Nach den weiter oben angegebenen 
Wertben von 4’, A" ift: 


a (Hit VE_ 





—— ——— — — 


—, 


und vermoͤge der Gleichung (10) und der Formeln (11), (13), (14) 
haben wir: 





P=zef, a eV, — 
x 2VAM \. (15) 
P-1-— ed («+n)V 2 ch x2 | 

' up Van‘ | ’ 


wo ber erfie, ober ber zweite diefer Werthe von P ſtattfindet, jenach⸗ 
dem , oder — <h und indem % eine durch die Gleichung 


p 
(12) gegebene pofitive Größe if. Im den legten Gliebern diefer For⸗ 
meln ift der Einfachheit wegen u und. m flatt u--1 und m+1 ge 
fegt und fie geben die zu beftimmende Wahrfcheinlichkeit P mif einer 
hinreichenden Genauigkeit. 
Denn u eine gerade Zahl ift und man m=n—ytu, fowie 
g>p Test, fo bat man: 


h=—-. 1 
572 Fl 


Man muff folglich die erfte der Gleichungen (15) anwenden, unb d dieſe 
und die Gleichung (12) verwandeln ſich reſp. in: 


1 —t .. 
P=y;/Ji k . a4 y zer 
tt, 
er LEITET ner BETZ 
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und P druͤdt die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ in einer fehr großen ge 
raden Anzahl von Verſuchen das wahrſcheinlichſte Ereigniff F dennoch 
nicht oͤfterer flattfindet, ald dad entgegengefegte Ereigniff E. Wenn 
man die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fie beide diefelbe Anzahl von Malen 
ftaitfinden, mit U bezeichnet, fo it P— U die Bahrfeeintichteit, 
daſſ F' nicht fo oft, ald Z flattfindet. In dem alle, wo p=y=1 
ift, druͤkt P— U offenbar auch die Wahrfcheinlichleit aus, daff Zu 
nicht fo oft flattfindet, als F. Wenn man alfo dad Doppelte von. 
P—U zu der Wahrfcheinlihfeit U addirt, fo erhält man die Ge 
wifiheit, oder mit andern Worten, ed iſt 2P— U=1 ‚ woraus folgt: 


U = —— di — 1 ‚ 
| TEN a 77 
was fich in der. That auch leicht nachweiſen laͤſſt. 

Durch Verwandlung in Reihen erhält man: 





1 | 1. 
— — I — — — 1 mn — Ic. 
nl = kl (IH- Fitz, me 


. 1 
WS) = wr2)le(1- —;) 


1 | 
—1 + 2(„+2) + eic., 

und folglich: . 
—_. 1 _ Lete 

4p Alu). | 
Behalten wir alfo blos die Glieder von berfelben Kleinheitdorbnung, 
als der Bruch — bei, ſo haben wir: 

V+ 


Zu gleicher Zeit iſt: 


| m 5 a . 
fe -#gı /Mz gi * di=4V x. 77 
und folglich reducirt ſich der vorhergehende Werth von U auf : 


11° 


113 


welcher Werth wirklich mit dem für. m=n und p =q aus ber For⸗ 
mel (6) abgeleiteten übereinftinmt. 

Wenn u eine ungerade Zahl if, m=4(u — 1) und wieder 
g>p gefest wird, 10 bat man auch >h, und ‘die erfte der For⸗ 
mein (15) und bie Gleichung (12) verwandeln fich refp. in: 


Pf, ar Var, 


Kr HI yog bl ri og — „+3 _ 
2 Bolt). 29(u+1) 


und P ift die Wahrfcheinlichfeit, daſſ in einer fehr großen Anzahl 
von Verfuchen dad wahrfcheinlichfte Ereigniff dennoch nicht fo oft ſtatt⸗ 
findet, ald dad entgegengefegte Denn da u eine ungerade Zahl ift, 
fo können die Greigniffe E und F’ nicht gleich viel Male flattfinden. 
- für P=9=5 muff diefe Wahrſcheinlichkeit P==4 fein, was wir 
auch fogleich nachweiſen wollen. — 








Es if: 

une niet) 

=-27 7 ee, 
(u+3) log“ t* martin 

—— 

| =217.77 * Sg tete . 

und folglich: 

k®= rn, 


unb wenn man, wie weiter oben, das Glied von ber einbeittorbnung 
des Bruches — — I vernachläffi igt; fo ergibt fich: 


—— ———— © N- 4Vs_ VE 


u 
wodurch der vorberschnde Werth von P auf 4 rebucirt wird, 





1065 


» D 


8. 78. Wir wollen nun annehmen, baff die Zahl zu von bem 
Produtte (u--1)g um eine pofitive ober negative, aber gegen biefes 
- Product fehr Heine Größe g verfchieden fei, fo ift wegen p+g=1 
und mt-n=u zu gleicher Zeit: 


 a=a4g—, m+H1=@tDDp+e- 
Der correfponbirenbe Bert) von % if: 
_kt2g=e 
@+2)p-+e’ 
und folglich Meiner, als I wenn man o zuerſt als eine pofitive Größe 


betrachtet. Entwidelt man ben zweiten Theil ber Gleihung (12) nach 
ben Potenzen von _, fo findet man: 


= 


Mm _ Pe 
een! Harte). 


und wenn man, indem r eine pofitive Größe ift: 
e=rV 2u+1)p9 
fest, ſo ergibt fi: 





— @-—gr 
kzrlı ur Zr) 


Wenn man ben Fall außnimmt, wo einer ber beiden Brühe p 
‚und g fehr Fein ift, fo ift die zwifchen den Parenthefen ſtehende Reihe 
fehr convergent, weil fie nad bes Potenzen von — rn 


fortfchfeitet. Behaͤlt man blos die beiden erſten Glieder bei und ſetzt 
der Kuͤrze wegen: 


p— gr? 20 

— —V—— 

fo bat man A=r-+0. .- 

Zu gleicher Zeit hat man: 
 n=(a+1)9—rV Far lpg. 


Aber in dem zweiten Gltebe ber erfien ber Zormeln (15) braucht man 
nm k=r und refp. pw, qu flatt m, ra zu fegen, und fie verwandelt 
fih alddann in: 


“ 


P- ler Pd ataVE, J 

+ 7 Van 
Betrachten wir num 0 als eine negative Größe, in welchem 
Falle h>- 7 iſt. Wenn r’ eine poſitive Groͤße bezeichnet und 


—r'V 2(u4 (u+1)pg für den. Berth von g genommen wirb, fo iſt 
ber Werth von n: 
n=(u+1)g+rV 2u+1)pg; 
da aber der auß ber Oleihung (12) gezogene Werth von k immer 
pofitio fein muff, fo it A=r’— 6’, wenn man der Kürze wegen 
(n — 9) ZA — 8! 
| . sV 2a Dpg 
feßt, und die zweite der Formeln (15), welche man anwenden muff 
verwandelt fih in: 
M Va 
P=1- — + ataV 2 
" V x —*— 2/ XMq 


Wenn man dieſen von dem vorhergehenden Werthe von P ab: 
zieht und den Unterfchied ZI nennt, fo erhält man: 





R=ı — dt Ar” Rd ) - 
55. Ef ‚ V*: —X as 
atHaVE na _ m, . 

3Vrupg 


unb nach der Bebentung diefer beiden Wahrfcheinlichleiten PH leicht 
einzufehen, daſſ AR die Wahrfcheinlichkeit ift, daſſ das Ereigniſſ 7" in 
- einer fehr großen Anzahl u von Verfuchen eine Anzahl von Malen 
ftattfindet, welche den zweiten Werth von r nicht und ben erften we⸗ 
Mgiene um eine Einheit überfchreitet, 
$. 79. Zur Vereinfachung dieſes Reſultates fei N die größte im 
ng enthaltene ganze Zahl, / der Ueberihuff von wg über N und 
durch u wollen wir eine Größe von folcher Beichaffenheit ' bezeichnen, 


daſſ uV 2 (u+1)pg eine gegen IV fehr Heine ganze Zahl if, und dann 
ar VraFDpg=-wV3utnpg u 
at/+r V2aFNpg=uV zu FN)pg 0 





' 
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fegen. Die Grenzen ber Werthe von 7, auf weihe fich bie Biete: 
ſcheinlichkeit ZU bezieht, werden: 
| n=N—uV 2uTpg—1, 
n=N-+uV 2u+1)p9 


und folglich drüdt die Formel (16) alsdann die Wahrſcheinlichkeit aus, 
daſſ z diefe erfte Grenze wenigftend.um eine Einheit, aber die zweite 
nicht überfchreitet, d. h. die abrſcheinlichtet, daff biefe Zahl zwiſchen 
den Grenzen: 


Ed 


N= uV 2up:e upg 


liegt, welche gleichweit von N entfernt find, und worin zu ſtatt u+1 
geſetzt ift, ober einer derfelben gleich ifl. 

Nach den eben angefekten Gleihungen und ben Ausbrüden von Ö 
und Ö’ bat man: 
r-Öö=zu-—e, 


1 
————— 


FE 


wo 3 eine Größe von der Kleinheitdorbnung des Bruches — — if. 


* 
Bezeichnet man nun mit ⸗ irgend eine Größe Diefer Ordnung, deren 
Quadrat vernachläffigt wird, fo’ hat man: 


Ss "a=f, e — dt—ve* 


Wenn man alfo diele Steihung auf bie beiden in ber Formel 
(16) vorfommenden Integrale anwendet und in ben unter dem Inte: 
grationdzeichen ſtehenden, bereitd durch Vu bividirten Gliedern "= zr 
fest; fo ergibt fich: 


| 1 PR | 
R=1 N ce", 17) 








wo in dem letzteh Gliede ebenfalls u ſtatt 41 geſetzt iſt. 
Wenn dad Intervall der Werthe der Zahl m, deren Wahrſchein⸗ 


lichkeit Rift, feine untere Grenze nit mit in fi ich begreifen follte, fo - 


hätte man ben kleinſten der beiden vorhergehenden Werthe von a um eine 


1 
Einheit ven muͤſſen, wodur das letzte Sid — 
inheit vermeh uf ch — ) = 


des Werthed von r +5 und folglich das letzte Glied der Formel (17) 








N 
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e 


verfhwimben wäre. Desgleichen, wenn dieſes Intervall ſeine obere 
Grenze nicht mit in ſich begreifen ſollte, ſo haͤtte man den groͤßten 
der beiden Werthe von n um eine Einheit vermindern muͤſſen, wo⸗ 


durch der Werth von r'—d’ um vermindert und das 





1 
V2WnDpg 
legte Glied der Formel (17) wieder verfhwunden wäre. Endlich müffte 
man dad Zeichen dieſes Glieded verändern, wenn das befrachtete In; 
tervall der Werthe von 73 weder die eine, noch die andere feiner beiben 
Grenzen enthalten folte. Hieraus folgt, daſſ das legte Glied ber 
Formel am) die Wahrfcheinichkeit fein muſſ, daſſ genau: 


‚n=N+uVäupg 


ift, wo u eine pofitive ober negative Größe von folcher Beichaffenbeit 
ift, daſſ das zweite Glied von 7 gegen bad erfle fehr Fein ift, was 
auch aus derFormel (6) folge. Denn wenn man bie Größen von ber 


1 
Kleinheitdorbnung , bed Bruches — „ vernachläffigt, fo hat man: 


2 m 2pq 
gta Va: —=p-u] I, 


RB 
woraus folgt: 


log ns — — — —— ya) 


— mi G-2/ 2), 
mlog > * 
oder, was daſſelbe ift: | 


— —— 
msi VE) | 
ra [a 
6] 


Entwidelt man nun dieſe Gap und läfft wieder die Gtie: 








ee | 5 
der von ber Sieinpeitorbmung von — dinweg fe findet man — u? 
für den Werth des zweiten Theiles biefer Gleichung , und folglid hat 


man: 
ng\n (up\M_ 42 “ 
= 

und. da man nach den vorhergehenden Gleichungen auch: 


oo mn_ , 
ui u =upg 
bat; fo verwandelt fich die Formel (6) in: 








was bewieſen werden ſollte. 


Da der erſie Werth von P im vorhergehenden F die Wahrſchein⸗ 
lichkeit iſt, daſſ die Bahl r die Grenze ug—rV 2upg, worin wir 
p ftatt A1 geſetzt haben, nicht überfchreitet, fo folgt, daſſ, wenn 
man in dem Werthe von U, ur fest, und benfelben dann von dem 
Werthe von P abzieht, die Differenz; P— U die Wahrfcheinlichkeit iſt, 
daſſ die Zahl 73 dieſe Grenze nicht erreicht. Desgleichen, wenn man 
in dem Werthe von U, u=r’ fest, und denfelben dann von bem 
zweiten Werthe von P im vorhergehenden $. abzieht; fo ift die Dif- 
ferenz P— U vie Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl 7 die Grenze 





ug-r' V2u pg nicht erreicht. Bezeichnet man diefe Differenzen 


mit O und ©’, fo fact man: 


1 „2 
= — ——— — ee, . 


hg >) 2 9 — p —2 
a ei di e 
e Vena —— er 


Man muſſ fih erinnern, daſſ in dieſen Zormeln die Größen r und 





(18) 


r pofitio und gegen Vu ſehr Mein find, fo daſſ die Grenzen von n, . 


worauf fich diefe Wahrſcheinlichkeiten © und Q’ beziehen, fehr wenig von 
dem Probucte ug verfchieden find, und zwar- die eine etwas größer 


und die andere ‚etwas Heiner. -Auch find. die Werthe der Größen 5 
0, welche fie enthalten , gegen r und 7’ fehr Hein, und wenn man . 


darin zu ftatt ut 1 fest, fo erhält man: 
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—gV2apg Zupg sV 2upa up 
$. 80. Wenn man bie Grenzen von n, auf welche ſich bie For⸗ 
mel (17) bezieht, duch u ni, pa nd ben Werth von U berhdfich- 
tigt, fo erhält man urn = ya 279 für die Grenzen bed Ver⸗ 
haͤltniſſes Fi wovon die Mahrfcheinlichkeit R if. Wenn man alfo den 
Bruch vernachlaͤſſigt, ſo folgt, daſſ dieſe durch die Formel (12) be⸗ 


ſtimmte Größe Zi die Wahrſcheinlichkeit iſt, daſſ. die Differenz 4 
zwifchen ben beiden Grenzen: 

(2pq 

a 

liegt, welche, wenn man ihre Zeichen verwandelt, auch mit derſelben Wahr⸗ 

ſcheinlichkeit die der Differen, — ap find, weil die Summe m —-p-g 


diefer beiden Differenzen gleich Null ift. 

Man kann u immer groß genug nehmen, daſſ die Wahrichein- 
Tichfeit AR beliebig wenig von der Gewiſſheit verfchieden if. Es ift 
fogar nicht einmal nöthig, für u einen fehr großen Werth zu nehmen, 

um die Differenz 1 —ZL ſehr Hein zu machen, fondern ed iſt z. U. 
hinreichend, v=4 oder =5 IL nehmen, damit die Erponentialgröße 


eur, das Integral SE ee dt und folglich der Werth von 1 - SL. 


faft verihwinden. Wenn die Größe z einen folhen Werth erhalten - 
bat und dann conftant bleibt, fo ziehen ſich die Grenzen der Differenz 


= p defto mehr zufammen, je mehr die ſchon ald fehr groß vor⸗ 
ausgeſetzte Zahl u noch fernerweit zunimmt. Das Berhältniff 7 der 


Bahl m, weiche ausdruͤckt, wie vielmal dad Ereigniſſ Z ftattfindet, zu 
‚ der Gefammtzahl zu der Verfuche, differirt alfo immer weniger’ von der 
Wahrſcheinlichkeit pP dieſes Ereigniſſes, und man kann die Anzahl u der 
Verſuche immer hin reichend veroielfaͤltigen, damit die Wahrſcheinlichkeit, 


daff die Differenz Z—p beliebig. Hein wird, — K ifl. Umgekehrt, 
wern man bie Bahl u fortwährend vergrößert und man nimmt für 





ir1 
jede der vorhergehenden Grenzen eine conflante und gegebene Größe /, 
d. h. wenn man u in demfelben Verhältniffe, als V u wachfen laͤſſt; 


fo nähert ſich der Werth von AR ohne Ende der Einheit, ſo daſſ man 


die Anzahl 1 der Verfuche immer hinreichend. vergrößern kann, bamit 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ .die Differenz —p zwiſchen die gegebe⸗ 


nen Grenzen +/ faͤllt, betiebig wenig von der Gewiffheit verfchieden 


iſt. Hierin.befleht der in $. 49. ausgefprochene Lehrfag von Jacob 
Bernoulli. 


$. 81. In der vorhergehenden Rechnung haben wir den Fall außs 
geſchloſſen, wo die eine der beiden Wahrfcheinlicheiten p und g fehr Hein 
ift ($. 78.), und wir müffen daher dieſen Fall befonders betrachten. 

Wir wollen annehmen, daſſ 7 ein fehr Feiner Bruch fei, ober 
daſſ das Ereigniff Z eine fehr geringe Wahrfcheinlichkeit habe, fo iſt 


bei einer fehr großen Anzahl uw von Verfuchen das Verhaͤltniſſ - der 


Anzahl n der Falle, worin das Ereigniſſ F flattfindet, zu ber Ge⸗ 


fammtzahl der Verfuche ebenfalld ein fehr Heiner Bruch. Setzt man 
in der Formel (9), un für m, 


qu=a,g=— 
A 


und vernachläffigt dann ben Bruch * ſo verwandelt ſich die in dieſer 
Formel zwiſchen den Kammern ebene Größe in: E 


44H ++. — 


1.2.3 
und zu gleicher Zeit on man: . 
PER @ (fı_ NL ,_.N”? 
p=1-—, pr=(1 -) (1 ) 
„ Fuͤr den erſten Factor dieſes Werthes von pm kann man die Er- 
‚ ponentialgröße e-® ſetzen und den zweiten auf die Einheit reduciren. 
Folglich haben wir nad) der Sraaung (9) fehr abe: 
- — 1.) 
P=(140 44 4... 4 45)° 
als die MWahrfcheinlichkeit, daſſ ein Ereignift , beffen Babrfheinticfeit 
bei jedem Verſuche der fehr Keine Bruch — 7 iſt, nicht mehr, als nmal 
in einer: fehr großen Anzahl u von Berfuchen ftattfindet. 


— 
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| hr n=o reducirt fi diefer Werth von pP auf e—o, Folglich 

druͤckt eo die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ das in Rede ſtehende Er⸗ 
eigniſſ bei zu Verſuchen nicht ein einziges Mal ſtattfindet, und mithin 
ift 1—e® die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ed wenigftend einmal ſtatt⸗ 
findet, was mit dem in $. 8. Gefagten übereinflimmt. Sobald n 
nicht. mehr eine fehr Heine Zahl ift, ift der Werth von P fehr wenig 
von der Einheit verfchieden, was erhellet, wenn man bemerft, daſſ der 
vorhergehende Ausdruck von P auf die Form: 

p . arte “ 

1 1: 3...n-1 T7J:T; +? are) 
gebracht werben Tann. Wenn man z. B. o=1 und n= 10 ſetzt, 
fo beträgt die Differenz 1 — P ungefähr ein Hundertmilliontel, fo daſſ 
es faſt gewiſſ iſt, daſſ ein Ereigniff, deffen fehr Heine Wahrfcheinliche 


keit. bei jebem Verſuche — if, in den u Verſuchen nicht mehr, als 


10 mal ſtattfindet. 

$. 82. Das in der Formel (17) vorkommende Integral wird im 
Allgemeinen nach der Methode der Quabraturen berechnet. Am Ende 
der‘ Analyse des refractions astrononiques von Kramp findet 
man eine Tafel feiner Werthe, welche fih von v=0 bit u=8 e- 
Rredt und wornach man: 


“ et Zi 0,00001957729... - 
% 


für u—8 hat. Vem meſ der partielen Integration findet man: 


/. — — (- 7 + gan teie). 


Fuͤr u>8 5 die zwiſchen den Klammern ſtehende Reihe hinreis 
hend convergent, wenigftend in ihren erften Gliedern, und dieſe For⸗ 
mel kann zur Berechnung der Werthe des Integrales dienen. Auch 
bat man: 


Je e"dı=4Vr- [" et dı, 


und wenn man bie. Erponentialgröße et? nach den Potenzen von 22 
entwidelt, fo erhält man. die Reihe: 


JS e* zu tra — tele, 


1.2.5 1.2.8.7 
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weiche für. kleinere Werthe von u, als die Einheit ſehr convergent 


iſt. 
Wenn man den Werth von w berechnen will, fuͤr welchen NA 
iſt, To bedient man fi 6 biefer legtern Reihe, und nach der Gleichung 
(17) hat mans 


eu? 
2V zupg 


Bezeichnen wir mit a den Werth von u, welcher biefer Gleichung, ab» 
‚gefehen von dem zweiten Gliede ihred zweiten Theiles, Genüge leiſtet, 


fo haben wir bis auf Groͤßen von ber Kleinheitsordnung bes Bruches — — 
u 
genau: 


ER =1V x. _ 


“— nt 1.2.3.7 


1 
2V 2upg 
Vach einigen Verſuchen findet man den Naͤherungswerth von a=0 ‚4705, 
woraus folgt, daſſ es eben fo wahrfcheinlich if, deſſ die Differenz — | 
zwifchen die Grenzen : 


(van. RE 


uud 


faͤllt, als nid. . 
Zür einen beliebigen Werth von 1 u iſt R bie Babrfieinlihtet 


n 
daſſ die Differenz der beiden Gröfen — — — P ‚, —— 9 das Doppelte 


von any 8 zur Grenze bat. Wenn af HEHE ift, fo ift 
die Wahrfcheintichkeit, daſſ bie Größe — zwiſchen den Grenzen: 


+ (= — —) 
Va B 


liegt, =4. Wenn alfo die Ereigniffe E und. F’ diefelbe Wahrfchein- 

lichkeit haben, fo ift es gleich wahrfcheinlich, daſſ die Differenz m—n 

zwifchen den Bahlen, welche ausbrüden, wie vielmal jedes Creigniff 

ſtaufindet, ihrem abfoluten Werthe nah größer oder Heiner ift, als 
 oHr30V n—ı. 
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Wenn alfo zwei Spieler A und B ein gleiches Spiel eine fehr große 
Anzaht von Malen 3. B. eine Million Partien fpielen, fo Earn man 1 
gegen 1 wetten, daſſ einer berfelben, ohne anzugeben weldher, 67% 
Partien mehr gewonnen haben wird, ald der andere. In dieſem Un: 
terfchiede, welcher für beide Spieler gleich günflig fein kann, befteht 
der Einfluff des Zufalles. Aber wenn bei jeder Partie die Wahr- 
ſcheinlichkeit ded Gewinnens von A die Wahrfcheinlichkeit q ded Ge⸗ 
winnens von 3 übertrifft, fo nimmt die Wahzfcheinlichkeit A, daſſ A 
‚ulp— — )F2uV 2upg Partien mehr gewinnt, ald B, mit ber 
Zahl u fortwährend zu, und da das Glieb u(p — g), welches von 
der ungleihen Geſchicklichkeit beider Spieler herrührt, der Gefammtzahl 
der geſpielten Partien proportional zunimmt, während dad mit dem 
‚ doppelten Zeichen behaftete Glied nur in dem Verhaͤltniſſe der Qua⸗ 
dratwurzel aus dieſer Zahl zunimmt; fo folgt, daſſ der gefchidttefte 
Spieler, oder für welchen die Wahrfcheinlichkeit ded Gewinnens bei jeder 
Partie am größeften ift, zulegt immer mehr Partien gewonnen haben 
wird, ald der andere, wie klein die Differenz; p — g auch fein mag. 


$. 83. In dem Vorbergehenden haben wir bie Wahrſcheinlichkei⸗ 
ten p.und q ber Ereigniſſe E und F als bekannt vorausgeſetzt und 


bie Verhältniſſe— und z mit einer ſehr großen Wahrſcheinlichkeit und 


Annaͤherung beffimmt, wenn bie Zahl u der Verſuche fehr groß if. 
Umgekehrt, wenn ‚dieſe Wohrſcheinlichkeiten nicht a priori gegeben, aber 


die Verhältniſe — I und — dur Beobachtung beflimmt find, fo geben 


die Formeln, welche wir gefunden haben, die fehr wahrfcheintichen 
und fehr genäherten Werthe der Unbefannten p und g. So gibt z 
B. die Formel (17) die Wahrfcheinlichkeit AA, daſſ die Wehrſcheinlich⸗ 





keit p des Greigniffes E zwiſchen den Grenzen tu) EL legt. 
Wenn die Wahrfcheinlichkeit ZI fehr wenig von der Einheit verfchichen 
ift, fo find die Brühe p,q fe uote reſp. faſt gleich 7 


und — Setzt man alfo — — und : — für p und q in bad Ste 


diefer Grenzen mit dem boppelten Beitpen und in das lebte Glied der 
Kormel (17), welche Vu bereitd zum Divifor haben; fo ergibt fich: 


By 
R= 1, dt+ a 
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für die Vahrſcheinlichkeit, daff die Wahrfcheinlichkeit > von Z zwiſchen 


den n Grenzen: 
mer fen 
Tr" n 


Ben m,n,u fehr große Zahlen find, fo Tann man fich im 
Allgemeinen: zur Berehnung der Wahrſcheinlichkeit eines zukünftigen, 


aus E und F zufammengefegten Ereigniffes der Näherungswerthe = 








liegt. 


und — von p und g bedienen, unb z. B. die Wahrfcheinlichkeit se 


fionnen, baff die Ereigniffe E und F bei w‘ = m'pn’ neuen Ver⸗ 
fuhen refp. m’mal und n’mal flattfinden, wofern u’ gegen u fehr 
flein tft, und wenn zu’ eine ſehr große Zahl ift, fo kann man bie 


m nn . 
Formel (17) anwenden, wem man ““, 77 für u, Pı g in biefe 


Formel und in die Grenzen, worauf fie ſich bezieht, ſetzt. Alsdann“ 
dat man: 


iv >) 2 . . 2 
R=1— —- n et di+ — — — (20) 


‚und fie drüdt die Mahrfcheinlichkeit aus, daſſ bie Zahl n’ zwiſchen 
den Grenzen: 


— — 
Tr —V 2u'mn 


it, worin A — für bie größte in diefem Bea mise ganze 


Zehl geſetzt ro Wie fehr genähert dieſe Werthe — = und _ von p und 


g auch fein mögen, .fo kann man, wie wir im Borbergehenben ($. 71.) 
geſehen haben, von benſelben doch keinen Gebrauch mehr machen, wenn 
die Zahl u’ der kuͤnftigen Verſuche hinfichtlich ihrer Größe mit der 
Zahl zu vergleichbar ift, weil diefe Näherungdwerthe nur wahrfcheinlich 
umd nicht‘ gewiff- find. Aus diefem Grunde wollen wir die aus der 
F abgeleiteten Wahrſcheinlichkeiten p und g der Ereigniffe 
E und F, welche wir dann auf bie Beſtimmung der Wahrſcheinlich⸗ 
Sting Ereigniffe anwandten, noch auf eine andere Art. be 
trachten 
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$. 84. Es wird wieder voraudgefeht, bafl dad beobachtete Ereig⸗ 
niff darin befteht, daſſ in einer fehr großen Anzahl u=m-Fn von Vers 
fuchen die Ereigniffe D und F xefp. m und z mal ftattfinden und daff 
ſich die Wahricheinlicjkeiten > und g.von Z.und F’ während der Ver⸗ 
fuche nicht geändert haben. Nach dem Vorhergehenden findet alsdann 
eine fehr große Wahrſcheinlichkeit ftatt, daſſ biefe unbefannten Wahrſchein⸗ 


lichkeiten ſehr wenig von den Verhaͤltniſſen — und — — verfejeben find, 


welche men folglich für bie Näberungswerthe von > und q nehmen 
Tann. Da diefe Wahrfcheinlichkeiten unendlich viele um unendlich Heine 
Größen wachfende Werthe haben koͤnnen, fo ift die Wahrſcheinlichkeit 
eined genauen Werthes von p und bed zugehörigen Werthed von g. 
eine unendlich Heine Größe, um beren Beftimmung es fi) handelt, 
wenigfiene für jeben der Werthe von p und g, welche ſich wenig 


von — und — — entfernen, und ‚welche wir allein zu kennen brauchen. 
7 


Da die durch die erfle der Formeln (18) beſtimmte "Größe QO bie 
Wahrſcheinlichkeit ift, daſſ die Zahl > kleiner if, als ug—rV 2upg uP% 
fo ift fie auch die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die unbekannte Wahrſchein⸗ 
lichkeit q des bei u Verfuchen » mal flattgehabten Ereigniſſes F F groͤ⸗ 
ßer, als —tr vr m oder größer, ald „+7 iſt, 


wenn man in dem zweiten Gliede dieſer Grenze für p und q ihre Naͤ⸗ 


amn 





herungswerthe Fr und _ fegt. Wenn man in diefer Formel r—dr 
flatt r feßt, und nur die unendlich Meinen Größen der erften Orbs 
d 

nung beibehäit, fo beit Q — "dr folglich auch die Bahrfeheinlich- 
⸗ N — 77€ d 

feit aus, daſſ 9 größer ift, als r +- m jmt 

u 
d . 

Folglich druͤckt — = dr vie ‚unendlich kleine Wahrſcheinlichkeit aus, 


daſſ fuͤr alle poſi und gegen V u ſehr kleinen Bade von r 


genau: 
Bo — r 


iſt. Ebenſo druͤdt bie zweite der Formeln (18) die Wahrſcheinlichkeit @’ 
BE 'r! 
aus, baff bie Wahrfcheinlichkeit 9 größer ift, als +7 vi . 











377 . 
Sat man r’-+-dr' für r’, fo erhoͤlt man folglich Q' +2 Car ‚fi 


| die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Werth von Q größer iſt, als — _—— x 


._ zmn 2 dolglich iſt = dr’ die Batch, 


daſſ g gedßer iſt, als die. zweite Grenze, aber nic größer, als bie 
erfie, ober daſſ man genau: 





n r _zmn 


Boom B | | 





bat, wo r’ ebenfalls eine gegen Vu fehr. Heine pofitive Größe if. 
Aber nach den bekannten Regeln de Differenzirens unter dem Inte⸗ 


gralzeichen / und wenn 7 und — — für p und 7 in bie legten Glie- | 
der ber Formeln (18) geſetzt werben, bat man: Ä 


12 _ vi (@ 243 2). rt)? 2(n— m)r — 





Tan Zu Ä 
20 _ 44 - (n-91)2 2 (2a — m)r’ _ 2 | 
dr' =7 ( in). +; Irumn j 


Bermöge der Werthe von d und 8" und derfelben Subfitutionen 
iſt auch: 
do _ 2{m—n)r d.!_ Im—n)r' 
dr Viamn dr UV aumn 
Bleibt man ferner, wie im Borhergehenben, bei den Gliedern 
von ber Kleinheitsorbnung bes Bruches 7 fiehen und vernachl Afige 
folglich diejenigen, worin als Divifor vorfommt, fo hat man: 


2(m— n) an] Pa 





—J —250) er 1 


Va ZAumn 
(rs? _ 1. arö)e” 1 2(m—n)r® ot” 
e a+3r0ye=[ — 
und aus dieſen verſchiedenen Werthen ent fi: 
Poiffen’s Wahrfcheinlichkeitsr. ze. 18 : 
| . 


m mer —— ——— — hs 
' 
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J \ J dQ 1 Fa a(m—n)r® _. 
Be — NEE N 
dr x sV zrumn 


day 1 rt 2(mon)r? m? 
dr Var 3) Z2xumn 


"Da nun dieſe beiden Auddrüde diefelbe Form haben, und ſich ge⸗ 
genſeitig in einauder verwandeln, wenn man r in —verwandelt, 


ſo folgt, baff, wenn man mit v eine poſitive ober negative, aber ge- 


gen V u fehr Heine Veraͤnderliche bezeichnet und: 


1 2 _ 2(m —n)o3 2 


I = — Zn 
Vz sV 2uumm 21) 





| ſetzt, V dv vie Wahrſcheinlichkeit des Werthes: 





n ımn 
ar Bar 


if, und wegen p=1—g, m=u—n ift dieſe unendlich kleine Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit zugleich die des Werthes: 


u far 


Diefe Größe F nimmt, wie wir fehen, fehr ſchnell ab, je mehr 
v, zunimmt,’ und ehe biefe Iehte Beränderliche einen mit Vu vergleich- 
baren Werth bekommen hat, kann der Werth von wegen des Fae⸗ 
tord ev? außerordentlich Flein werden. Wenn man auf dicfelbe Welle 








vermittelt dieſer Veraͤnderlichen die von und Pr ſehr verfchiebenen 
k 


Werthe von p und 4 ausbrädt und mit 7’dv ihre Wahrfcheinlich- 
keit bezeichnet; fo if 7° eine von verſchiedene Function von ©, 
deren Zahlenwerthe noch weit "Heiner find, ald die von Y, melde der 
(Srenze entfprechen, bis zu welcher die Formel (21) erſtreckt werden 
kann. Man kann alfo diefe Werthe von 7” ald ganz unmerflid Mein 
betrachten, und wir brauchen daher den Ausdruck diefer Größe als 
Sunction von o nicht zu fuchen. 

Nun fei E’ ein aus E und F zufammengefeßtes zukuͤnftiges Ereigniff. 
Die Wahrfcheinlichkeit von EZ’, welche flattfände, wenn die Wahr: 
fcheinlichkeiten von Z und 7” beftimmte Werthe hätten, wollen wir mit 
IT bezeichnen, fo daſſ ZZ eine gegebene Zunction von p und g ifl, und 


mit IT wollen wir die wirkliche Wahrfcheinlichleit von E’ bezeichnen 
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indem die Wahrfcheinlichkeiten der beliebigen Weithe von p und 9 
welche ik 7 fubftituirt werden, in Betracht gezogen werden. Multipli⸗ 
ct man IZ durch dieſe unendlich Heine Wahrfeheinlichleit von ;p und g 
und. integrirt dann dad Product von p=o und g=1bid a=1 md 
9=o, fo erhält man den Ausbrud für IT. _ Aber nach dem eben 
Sefagten kann man den Theil biefed Integrale vernachläfligen, wel⸗ 


cher ſich auf die beträchtlich von — und — verfchiebenen Werthe von 


p und g bezieht. Wenn man al in IT bie vorhergehenden Werthe 
von p und g ſetzt, fo bat man b 


wo faras (23) 


indem man bad‘ Integral auf die gegen Vü fehr kieinen poßt itiven 
oder negativen Werthe von o erſtreckt. 

Dieſes Reſultat ſtimmt mit dem uͤberein, welches im zweiten g 
unſerer Abhandlung uͤber das Verhaͤltniſſ der maͤnnlichen und weiblichen 
Geburten auf eine directere Weiſe erhalten iſt. 

& 85. Um ein Anwendungsbeiſpiel der Formeln (21) und (22) 
zu geben, wollen wir annehmen, IT fei die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
die Greigniffe E und F in einer fehr großen Anzahl W"=m' In! . 
neuer Berfuche refp. m’ und n’mal ftattfinden, und daſſ fi) die Zah⸗ 
Im m’ und n’ fehr nahe wie die Zahlen m und.n verhalten, welche 
ausdrüden, wie viele Male die Greighiffe Z und F bei zu bereits an⸗ 
geftellten Verſuchen flattgefunden haben, oder mit andern Worten bie 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ 


m'=mh—aV u, onktaVi, ‚W= —uh® 


fein muff, wo A und @ gegebehe Größen find, wovon bie zweite po⸗ 
ſitiv oder negativ fein kann, aber gegen Vu ſehr klein iſt. 


Wenn mans 
U— MM 
— 2Amn 


ſetzt, ſo iſt nach der Formel (6): . 


— 10 pm — 1 ” 
n=0() (5) 
wor: ſchon erhellet, baff W’ die Wahrfcheiitigleit bes. betrachteten 
- 12* 
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Ereigniffes 3° fein würde, wenn Z und — die genauen unb gewifs 


B 
“fen Werthe der Wahrfcheinlichkeiten p und g der Greigniffe D und F 
wären und man «* 0 hätte. 


Wegen 
m' m a n' n a 
—— ee... -—=—-+oo, 
a" vr WO fr 


und wenn man: 


r Zmn a 
ve” 


fest, koͤnnen die Werthe von p und g im borhergehenben $. auf die 
Korm: 
m’. n' 


=——r,,94=—+v | | 
pP u‘ „ 7. u‘ ] ’ 


gebracht werden, und wenn man fie in den Werth von IT fubflituirt; 
fo erhält man: 
= ulı #2)" (1 49)" 
a=u(1-#2)” (14 mr. 


Da bie an — , —' von ber Kleinheitdorbnung des Bru⸗ 


7 oder — 7: ind, fo * man in ſehr convergirenden Reihen: 





lg (1), 
6 m /7 m 1m% Zm® J 
u’ v _ u Io! w'20,2 a3 o,? . 
bog (1) an tan ele 
woraus folgt: . | 
io m! 2 2 #33 
-7 =e run zm e 3m? edc., Ä 


_A'20,2 9,32 80,3 


(1 1+ ey ze ET am em? eic. 


ber wegen bed Bactors U von ZZ, welcher ſchon von der Klein. 
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heitgorbnung des Bruches 75 ift, Tann man bie Größen von diefe 


Ordnung in den beiden andern dactoren vernachlaͤſſigen, d. h. alle Er» 

ponentialgroͤßen von der dritten an in jedem dieſer beiden Producte auf 

die Einheit reduciren. Bei dieſem Grade von Annaͤherung hat man alſo: 
p'3 v,? 


I= UT mn. 


Aus bemfelben Grunde kann ‚man. ba8 zweite Glieb ber Formel (31) 
vernachlaͤſſigen, wodurch fich die Formel (22) in: 


w3 0,3 
m= uf een do 
PL] 


verwandelt. | 
Obgleich dieſes Integral nur auf folhe Werthe von 9 erſtreckt 
werden inuſſ, welche gegen Vu ſehr Elein find, fo kann man es Doch, 
ohne feinen Werth merklich zu verändern, auf Werthe von v ausdehnen, 
welche mit Vu ‚vergleichbar find, und, wie wir es wirflich gethan ha⸗ 
ben, daffelbe von v=—o bis v = erſtrecken, weil der Coeffi⸗ 
cient von, dr unter dem Integralgeichen / für folche Werthe von v 
ganz unmerklich wird. Setzt man nun mih und nd ſtatt m’ und n’ 
in den Werth von v,, fo bat man: 


sv V Ah, a? u'?, 
+ =r2 (1 +) — Vamm 7 —— 





> 


und 1 wenn man: 

| vr 

Vith- h— — — _— 
it Vam' a (1-Fh) 
alfo: | 
| dx 

| dv= ⸗— 

Tyirn . 

fest, fo find bie Green ' der Integration in Beziehung auf bie neue 

Beränderlihe z noch LO, und man erhält für die gefuchte Wahr⸗ 

ſcheinlichkeit: 


a2 a3 Ze 
1 Me zmwlırh) (33). 


Vıri 


| 
\ 








* 
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Für «0 hat man bloß: 
M=—— U’, 
ey: 


weiches nach dem Werthe von U’ mit dem in: $. 71. erhaltenen Re 
fultate uͤbereinſtimmt. 


$. 86. Als ein zweites Anwendungẽbeiſpiel der Sormeln (21) und 
(22) wollen wir annehmen, 17 fei die Mahrfcheinlichkeit, daſſ die 


Differen — —_ —_— — die Groͤße —- = nicht überfäreitet welche fie in dem 


vorhergeheaden iſpiel⸗ ende mufite. 


Die Größe I7 drüdt die Wahrfcheinlichleit ald Function der Wahr 
ſcheinlichkeiten p und g von E und F aus, daſſ dad Ereignif] 2” bei 


u künftigen Verſuchen nicht mehr, als n=("-+@V W) mal und 


dad Kreigniff E menigftens m=("—eVR) mal flattfindet.- 


Der Werth diefer Wahrfcheinlichleit wird alfo durch die eine, oder bie 
andere der Formeln. (15) beflimmt, wenn man darin. u’, m’, n’ ftatt 
"u,m,n ſetzt. Für Diet orenmenge von zn’ und zn’ bat man: 





. = m. Have A)’ 
wenn man wieber bei ben Größen von ber Kleinheitsordnung bes 
Bruches * 7 we 7 — fſtehen bleibt. Nah den Werthen von p und 
7 im —— — bat man zu gleicher Zeit: 


Pa (1++ v: 


Wenn man an die Veraͤnderliche o fo begrenzt daſſ abgeſehen 
vom Zeichen: 
2 
—— — 
Veuumn 





n! . A 
I n ® N 
ift, fo iſt n < mLT’ oder 2 > mr jenachdem die Con⸗ 


ſtante & poſitiv ober negativ if. Folglich haben wir im erflen Falle 
vermöge, der zweiten der Gleichungen (5): 





n=ı-ı[ "ar et) 
. V* /, Ze ur 32 2xu'm' ne 
und im zweiten Kalle u ber erften dieſer Gleihungen: 

ı rg? (u tn) —ı2. 

NI=-- *4 

| vl, Ze Hogan — 
wo x eine durch die Gleichuns (12) beſtimmte poſitive Groͤße iſt, 
deren Quadrat: 


k2 zn! log —— + 1 


m’ +1) log — —— 
260 tu⸗ A— 
iſt. 
Aus den Grenzwerthen von m’ und n und von 2,9, weiße in 
dieſen Formeln angewandt werben muͤſſen, ergibt fih: - 
m 4-1 
iu — — 
wenn man der Kuͤrze wegen: | 
“ oV mn n' y 


Vr DZ A wr Rt) 
fest. Diefe Größe o* ift von der aueinheitzordnung u ruhe vr 


man hat folglid in fehr convergivenben Reihen: 


ng _ echt 
logg=lo “+1 Zu n'2. 


I)JS 948 
4 - etc. \ 
" nt 


m +1 (te „te 
logp= bt mr T Wr 


(„’-F1)3 08 
—1- um’ 5 -ele., 


woraus bis zu dem Grade von Annaͤherung, wobei wir ſtehen bleiben: 


{ N 
at. (m m'—n')wtold \ | 
2m! n Sm?na 


ß 


und folglich: 
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am! —n') k' 
kz +k —— 
i li- 2V um! ne] 
folgt, wenn man den Werth von e’ berudfichtigt und der Kürge wegen: 


au! ou Vulmn mn 


Van'n uV um’n' m'n! = 

febt. Wegen der der Größe v angewiefenen Grenze iſt die Größe A’ 
von bemfelben Beihen, ad «. Sol alfo der Werth von A pofitiv 
fein, fo muff man da8 obere oder untere Zeichen nehmen, jenachbem 
& eine pofitive.oder negative Größe ifl.., Das zweite Glied dieſes Wer⸗ 


thes von k iſt auch von der Kleinpeitdorbnung des Bruches * oder 


— und folglich haben wir: 


Vu 
—2 —WVMN 
— _?2 2(m'—n ) k'? kt? —* 
M. e di — he di + F vr 7 7* 2 


Zu gleicher Beit verwandeln ſich die vorhergehenden Werthe von 
IE in; 


1 nn 42, In! 42 
T=1— — e di» ————e". 
vr "Var u 
. 1 _p? 
— — ee ee”, 

Vz re a 'm!n! . — 
und vermoͤge ber Formeln an und (22) j nd ‚bie correfpondirenden 
Werthe von IP: ' 

ui JS“ 0 dee 
m et ee, 
Var, x u! m! n!" 
_ eo) ( (ra ER Je" od), 
v3 RAMRn 


— er 
—k aau Vazu mn. 


⸗ 


2(m—n) ee 8 
vn) nf‘ vB di.dv. 
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Da die Coeffiientn von dv unter den Sntegralgeichen / wegen 
ber Exponentialgroͤßen e??, e-?—0?, eK? 02 fir Werthe von 
v, welche außerhalb ver dieſer Größe angeroiefenen Grenze liegen, un: 
merklich werben, fo folgt, daſſ man die Integrale in Beziehung auf 
diefe Veränderliche ohne merfliche Veränderung ihre Werthes, wie weis 








ter oben, von v=— © bi v=w erfireden kann. Ferner fei: 
au" uV u'mo WW 
— +8, — = i=0 v; alſo di=do, 
Vam'n ' uV um! u‘ r +7 j 


wo & eine pofi itive Groͤße iſt, und die obern oder untern Zeichen gei⸗ 
ten, jenachdem & eine poſitive ober negative Größe iſt. Im dem er 
fin Ausdrucke von IT, welcher & als pofitio vorauslegt, nimmt man 
folglich : 

k'=e—ye, 1=0—yr 


und die Integrationdgrenzen in Beziehung auf "die neue Verinderliche 0 


find H=E und 0=@. In dem zweiten Ausbrude von 17, welcher 


fi) auf ben Ball bezieht, wo @ negativ iſt, muſſ man: 
k’=—e—yv, 1=09-+yv 


nehmen, und die Grenzen biefed Integraled find wieder = Eundd=w. 
Auf diefe Weiſe erhaͤlt man: 


I=1— — * . 02+278° —(1472)0? do dv 


| ee, 
Far zum a 


um „arte turn 2.d0dr 
Haydn Sr ’ “ 


. Be 3 3y80—(117?)0? do dv 


JS. 0 - 2612 do 








ts | 

77% n! . j 
mn) "r ee ddr. 
fe. 


Die Antegrationen in Beziehung auf v Taflen ſich leicht verrichten, 


fo daſſ die zu beſtimmende Wahrſcheinlichkeit IP nur noch ein einfaches 


Integral in Beꝛichung auf 6 enthaͤlt. Wegen: 
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_.,6V3m'n 
— —— | 
ift der erfte Werth von 17° die Wahrfcheinlichleit, daff die Zahl n’ 


nicht größer ift, als die Größe ne ver m ‚ welche bie Größe 


‚ | 
* ſehr wenig uͤbertrifft, und ber zweite Werth von IT druͤckt bie 





— — 
Ym'n! 


| Deurſheinlchtet aus, daſſ die Ba n’ die Größe m Y —, 
P 


’ 





welche etwas kleiner iſt, als —, nicht werichrellen 


$. 87. Bemerken kann man, daſſ die beiden erften Integrale we⸗ 
gen der Gremien Zoo in Beziehung auf v in den beiden Werthen 
von IT diefeiben find und bad dritte bis auf dad Zeichen ebenfalls 
daſſelbe iſt. Wenn man den Ueberſchuſſ des erſten Werthes uͤber den 
zweiten mit 9 bezeichnet, fo hat man folglich: 


1 /"/" „Piapte- (de döde, 
zaJ6 _ on 


und diefe Größe p 9 ift die Wahrſcheinlichkeit, bafl die Zahl 73° die Größe 











nee am'n r übertrifft, aber die Größe 46 8* nicht. 
u ni 
Wenn BAG ER 
, —_—_ 76 
oVıtY vit? — *7 
alſo: 
—— 
dv= 
"Yırn 


feßen ,. fo find bie Grenzen in Beziehung auf dieſe neue "Beränberliche 
z wieder EX, und wir haben: 


07 
o -— 
1 er — /, e 1 do, 
Yza4r3/ 
ober was daſſelbe ift: " 
9=1—7=[, “rar, 











1 
wenn man auch: 
o=ıV 1 +y?, do—-V ıt y2dt,e- uV 1+y? 


fett. 0. | | 
Wenn man den Werth von y berüdfichtigt, fo ſieht man, daſſ 
p wirklich die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ die Zahl =’ zwifchen 
den Grenzen: 


nu! uVꝛ2 (us mn-Pus mn) 
R Ya 


liegt, ober der obern Grenze gleih if. Wenn diefes Intervall der 
Werthe von 7° auch die untere Grenze enthalten fol, fo muff man 
zu g die Wahrfcheinlichkeit addiren, daſſ die Zahl 7’ genau diefer Grenze 
gleich iſt, weiche Wahrfcheinlichkeit Durch die Formel (38) gegeben 
wird, wenn man barin: 


uV 2(u3 min’ 3 mn 
eV ev 2uim — 
uY au 


ſetzt. Bezeichnet man die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl n zwiſchen 
die "beiden vorhergehenden Grenzen fällt, oder einer berfeiben gleich iſt, 
mit @; fo hat man auf diefe Weile: 


— 2 (uBın'n'kulömn) ' 
2 1° a V aut ee a u Zu 
=ıi — — e du . ———e urm'n'(u+u) 
ef, a) 

Vergleiht man diefen Werth von @ mit dem von AR, welchen 
die Formel (21). gibt, fo ſieht man, daſſ diefe beiden Wahrfcheinlich- 
keiten fih nur durch ihre legten Glieder von einander unterſcheiden, und 
folglich faſt einander gleich find. Aber wenn die Zahl der kuͤnfti— 
gen Verſuche gegen die Bahl 1 der bereitd angeftellten, nicht fehr Hein 
ift, fo find die mit dem doppelten Zeithen behafteten Glieder der Gren⸗ 
zen von n°, welchen biefe Wahricheinlichkeiten @ und AR entiprechen, 
nicht biefelben, und die Grenzen, deren Wahrſcheinlichkeit or ift, Fön, 
nen nei weniger sufammengezogen fein, als die, deren Wahrſcheinlich⸗ 
keit A ifl. 

Denn wenn die Wahrſcheinlichkeit © wenig von der Gewiffheit 
verſchieden if, fo kann man in den Grenzen, worauf fie ſich bezieht, 
fr, n’ und m n ’ ihre fehr genäherten und ſehr wahrfcheinlihen Werthe 
n 


7 und —-  feben, wodurch fi ſih dieſe Grenzen in: 
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— ty 2 h 
„Fr w'nm(L-+R) 


verwandeln, indem Fi das Verhältniff von m’ zu ss bezeichnet. Wer- 
gleicht man fie nun mit denen in 6. 83., welden bie Wahrſcheinlich⸗ 
keit IR entſpricht, To ſieht man, daſſ fie für denſelben Werth von u 
in dem RWerhältniffe von V 1-+ 4 zu 1 weiter find. Um fie eben 
fo eng, als die in dieſem $. zu machen, müflte man z in dem Vers 
bältniffe von 1 zu Vırh verminden, woburd auch ihre Wahrs 
fcheinlichleit vermindert und Heiner, als AR gemaht würde Wenn 3 
- ein fehr Heiner Bruch ift, fo flimmen die Formeln (20) und (24), 
fo wie die correfpondirenden Grenzen der Werthe von 7° faft überein. 
Dieſes Refultat ſtimmt mit dem überein, welches wir in der oben 
angeführten Abhandlung bereit auf einem andern Wege gefunden haben. 

Die Jorme (24) druͤckt auch die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ die 


Difieen ð = —— — wifihen den Grenzen: 


 V2Go min tem) 


un! Vap! 
" fegt, ober. ‚eine derſelben gleich iſt, und daſſ daſſelbe hinſichtlich der 
Differenz u — der Fall iſt, wenn man ihre Zeichen verändert. 


Kenn man folglich für z eine folche Bahl, z. B. die Zahl 3 ober 4, 
genommen hat, für welche die Mahrfcheinlichleit w fi) der Gewiffheit 
fehr nähert 6 80), und man findet dennoch durch die Beobachtung 
für 47 oder‘ 777 Werthe, welche fich merklich von vielen 
Grenzen entfernen; fo kann man mit einer fehr großen Wahrſchein⸗ 
lichkeit ſchließen, daſſ ſich die, Wahrſcheinlichkeiten der Ereigniſſe Z 
und F innerhalb des Zeitraumes der beiden Verſuchsreihen, oder ſelbſt 
waͤhrend der Verſuche geaͤndert haben. 
Auch kann man bemerken, daſſ die vorhergehenden Grenzen fuͤr 
denſelben Werth von z und folglich bei gleichem Grabe ber Bahı- 
fcheinlichkeit die größte Amplitude haben, wenn die Zahlen u und u" _ 
einander gleich find, und. die Heinfte, wenn die eine dieſer Zahlen ge⸗ 
‚gen die andere fehr groß if. Wenn w’ =u ift, fo ift auch fehr 
2Vmn mE 
uYa 
rebuciet wird, Wenn bagegen u gegen u fehr groß it, fo vebucirt 





nahe m" =m und =n, wodurch ber Coefficient von z auf 
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fi diefer Coefficient, weil ſchr nahe —— und — iſt, auf 


Vımn 
wYu 
gehende. 

6. 88. Allgemein, wenn bie beiden entgegengefehten Greigniffe 
E und F, deren unbelannte Wahrfcheinlichleiten p und g find, in 
einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen refp. m mal und nmal flatte 
gefunden haben, und wenn zwei andere entgegengefeßte Greigniffe E, 
und F,, dem ebenfalls unbekannte Wahrſcheinlichkeiten mit >, und 
q, bezeichnet werden, in einer fehr großen Anzahl vn, =m, +n, 
von Berfuchen zei m, und n, mal Rattgefunden haben, und die Ver 


haͤltniſſe —, 7 ſowie — und —& — fi nb beträdhtlih von einander 
1 


verlchieden ſo muff man es als faft gewiff annehmen, daſſ Die Wahrs 
feheinlichkeiten p und >, , fowie g und g, ungleich find. Aber wen 


die Differenzen . und = — kleine Bruͤche ſind, ſo iſt es 


möglich, daſſ die Wahrſcheinlichkeiten > und p,, ſowie 7 und g, nicht 
merklich von einander verfchieden find, und daff die beobachteten Unters 
ſchiede daher rühren, daſſ in den beiden Reihen von u und u’ Werfuchen 
die Ereigniffe nicht fireng in dem Verhältniffe ihrer reſp. Wahrfcheinlich 
Leiten ftattgefunden haben. Es wird .daher von Nutzen fein, die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit einer Ungleichheit zwifchen den unbekannten Wahrfcheinlichkeiten 
g und p,, g und q,, welche gegebenen, wenig beträchtlichen, gleichen 
und mit autg.aengeſceim Zeichen behafteten Differenzen zwiſchen den 


Berhäuniffen — und 4, und —U entfpricht, zu befinmen, und 
a a DE Bı 


womit wir und nun — * wollen. 
Wie in 8. 84. wollen wir mit: 





und iſt in dem Verhaͤltniſſe von 1: V 2 Heiner, al der vorher 


p=- v Zmr 
BA "*" u 


einen Werth von p bezeichnen, welcher ‚wenig von — verfejieben if, 


fo daff v eine pofitive oder negative, aber gegen V u ſehr Heine Ver⸗ 
ünberliche iſt. Ebenſo ſei: 


m „ am,n, 
per y 
Mı Kkı Y. Aı 
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Zur 2=o hat man bloß: . 
| 1 
IP’ — —— U’, 
Yızh 


weiches nad) dem. Werthe von U’ mit dem in $. 71. erhaltenen He 
fultate übereinftimmt. 


5. 86. Als ein zweites Anwendungẽbeiſpiel der Formeln (21) und 
(22) wollen wir annehmen, ar fei die Mahrfcheinlichkeit, daſſ bie 


Differen — — — — die Groͤße * > nigt überfchreitet, welche fie in bem 


vorhergehenden Beifpiee ende muffte. 


Die Größe I7 drüdt die Wahrfcheinlichleit als Function der Bahr: 
-fcheinlichleiten p und q von E und F auß, baff das Ereigniff 2” bei 


ww kuͤnftigen Verſuchen nicht mehr, als n’ =(+0V ma und 


das Creigniff EZ wenigſtens m’ (2 —eV%) mal flattfindet.- 


Der Werth diefer Wahrfcheinlichkeit wird alfa durch die eine, oder bie 
andere der Formeln. (15) beflimmt, wenn man darin. u’, m’, n! ftatt 
“u,m,n febt. . Für vide Oꝛennoente von zn’ und n’ hat man: 





. m’! *7* m tv Fr)’ 
wenn man wieber bei den Größen non der Kleinheitgorbnung des 


Bruches * = ober = — ſtehen bleibt. Nach den Werthen von p und 
Va Vu 


7 im vorhergehenden $. hat man zu gleicher Zeit: 


L=— (14. y? / Ei ‘ 


Wenn man ae die Veraͤnderliche © fo Sgre, daſ abgeſehen 
vom Zeichen: 
2 
oe —H__ 
Vzu wmn 
Ve SI jenachdem bie 6 
it, fo iſt << — 277 —, oder — r 5 jenachdem die Con⸗ 
flante @ boft itiv oder negativ if. Folglich baben wir im erften Kalle 
vermöge, der zweiten der Gleichungen 5): 


488 
D f 
n-ı [ "art 
. V* /. * m' tn 
und im zweiten Zalle mie der erften dieſer Gleichungen: 
1 ze) 2(«+-.n') —k3 . 
e @dı 
=, y —— mm ’ 


wo k eine durch die Bricung (12) beflimmte pofitive Größe if, 
deren Quadrat: 





NI=-— 





Rz ‚Jo mt 
Ent ln 


iſt. 
Aus den Grenzwerthen von m’ und m’ und von 2,9, weiche in ) 
diefen Formeln angewandt werden muͤſſen, ergibt ſich: 


y=———e,p= ml 
* 1 * P- 4 “+ i wies ⸗ 
wenn man der Kuͤrze wegen: | 
_“._ oV zmn "m! gt 
Vr Wr p (eich 5= 
fest. Diele Größe v* ift von ber Aueinheitzordnung ne Br v 


men hat folglich in fehr convergirenden Reihen: 


"he _ ach 


logy = log — a m nn 
‚8 08 
ee N 


m’+1 , (+1), (# +1)? 7 

ogp= ee az 
1) 008 

—ı gerne elc., 


woraus bis zu dem Grade von Annäherung, wobei wir ſtehen bleiben: 
uls „802 (m! — n') u'4 gs ‘ — Lv 
Kam — _—, 


be EEE 


und folglich: 
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uf. -Um—n)k 
k=-+klı— Sy 
i | v3 um! 1 
folgt, wenn man ben Werth von ⸗ berüdfichtigt und der Kürge wegen: 


a! ou Vumn mn _ 
V2n'n' aY um'n‘ . 


ſetzt. Wegen der der Größe v angewiefenen Grenze iſt die Größe A 
von demfelben Zeichen, als «. Sol alfo der Werth von A pofitiv 
fein, fo muff man dad obere oder untere Beichen nehmen, jenachbem 
@ eine pofitive.oder negative Größe ifl.., Das zweite Glied dieſes Wer: 


thes von iſt auch von der Kleinheitdorbnung des Bruches * oder 


I und folglich haben wir: 


vr 
An- 2(m—n)k2 ya 
— ai u a — 


Zu gleicher Zeit verwandeln ſich die vorhergehenden Werthe von 
IE in: 


1 en? 
IZ1— — 2 dı e”". 
iR — Koll m! n' ' 
=-. 2 gi ze — 
Vz BE +7 u m'n! ’ , 4 


und vermöge ber Donnen, (21) und (22) ſind die correſpondirenden 
Werthe von IT: ' 


| In == EN 
7 vera‘ a Zn 
zu! . 
EN, (fern u [fer nan), 
PS — —— 


® 


__2(m—n) ur 8 
—— ⸗ di. de. 
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Da die Coefficintn von dv unter ben Integralzeichen S wegen 
der Erponentialgrögen e-?, e-1?—-02, ek? v2 für Werthe von 
v, weldhe außerhalb ber diefer Größe angeroiefenen Grenge liegen, un⸗ 
merklich werben, fo folgt, daſſ man die Integrale in Beziehung auf 
dieſe Veraͤnderliche ohne merkliche Veränderung ihred Werthes, wie weis 
ter oben, von v=— bis 00 erftreden kann. Ferner fei: 

au! pV u'mu _ 6 _ 

—* 0, =, I=0FYP; alfo dt=d9, 


uV um'n‘ 
wo 85 eine poſitive Groͤße iſt, und die obern oder untern Zeichen gei⸗ 
ten, jenachdem c eine pofitive oder negative Größe if. Im dem em 
fien Auddrude von IT, welcher « als pofitio voraudfegt, nimmt man 
folglich: 





k"=8—yv, =0—yr 


und die Integrationdgrenzen in Beziehung auf "die neue Beränderlice 4J— 
find 0=E und 9=@. In dem zweiten Ausdrucke von IT’, welcher 
fi auf den Zall bezieht, wo & negativ iſt, muſſ man: 


k=—e—yv,t=0-+4yv 


nehmen, und bie Grenzen dieſes Integrales ſind wieder 0= 3 und = wm 
Auf dieſe Beife erhält man: 


I=1-— FL erarde- u et — — — 
St J —o 


— [7 Zu 
* zum! Re Ban) 


mn) „Ptapte-(urn dad, 
Haydn Ss ' ” 


Im- = N BR ?—_ a. do do 


6? — —* do 





e 


td — 
(m —n) Zaren a dode, ' 
BEL. 


Die Integrationen in Beziehung auf 9 Taflen ſich leicht verrichten, 
fo daff die zu beſtimmende Wahrfcheinlichkeit IP nur noch em einfaches 
Integral in Beziehung auf 0 enthält Wegen: | 


\ 


| Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ die Zahl n’ die Größe -6 Y —, 
p 
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eVamn 
e— En, 
3 u , 
ift der erſte Werth von I’ die Mahrfcheinlichkeit, daff die Zahl m’ 


2 m! n 


nicht größer it, als die Größe 46 Y — welche die Groͤße 


4 J 
FE ſehr wenig übertrifft, und der zweite Werth von If weüdt bie 
A - 





nd 





welche etwas kleiner if, als * ‚ micht uͤberſchreitet. 

$. 87. Bemerken fann man, daſſ die beiden erflen Integrale we⸗ 
gen der Grenzen X in Beziehung auf # in den beiden Werthen 
von IT’ diefelben find und dad dritte bis auf dad Zeichen ebenfalld 
daffelbe if. Wenn man den Ueberſchuſſ des erfien Werthes über den 
zweiten mit 9 bezeichnet, fo bat man folglih: 


2 —AVV — — — vu o | 
ef Je ande, 


und biefe Größe p ift bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl 7’ die Größe 


LT [| 3 
2 m’ n' 











‘ 3 In! 1 
BE _e Y —_ übertrifft, aber die Größe _£ +8 Y nicht. 
Bo ei r Wo 
Wenn wir: 
— 6 
»Vı 2— — _—;z 
+7 Vi+r? 
alfo: | | . 
da=-— | 
"viı+r 


feßen,. fo find die Grenzen in Beziehung auf dieſe neue Weränberliche 
z wieder 0, und wir haben: 


92 

_ 2 n” — 1*2 
* 1 — /, e dd 
’ VzQatrJF 6 


oder was daſſelbe ift: 


3 & _ 
9=1- 7= . € te dt, 
bj 
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wenn man aud: 
o=-1V iF7%, do=ViFr2dt,e=uV iF}y? 
fett. U | | 
Wenn man den Werth von y berüdfichtigt, fo ſieht man, daſſ 


Y wirklich die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ die Zahl =’ zwifchen 
den Grenzen: 


nu uV 2 (us m‘ n'- 8 mn) 

MY ap 
liegt, ober ber obern Grenze gleih if. Wenn dieſes Intervall der 
Werthe von 7” auch die untere Grenze enthalten fol, fo muff man 
zu y die Wahrſcheinlichkeit addiren, daſſ die Bahl >’ genau diefer Grenze 


gleich iſt, welche Wahrfcheinlichkeit durch Die Sormel (238) gegeben | 
wird, wenn man darin: 


— ernten 
uV au 
ſetzt. Bezeichnet man die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl mn’ zwiſchen 
die "beiden vorhergehenden Grenzen fällt, oder einer derſelben gleich iſt, 
mit @; fo hat man auf dieſe Weile: 
u Van _ 12 Bminttuiämn) 
= — — e di . ——e u°m'n‘(uput) 

— * * 4) (24) 

Vergleiht man diefen Werth von @ mit dem von A, welchen 
die Formel (21), gibt, fo ſieht man, daſſ diefe beiden Wahrfcheinlicy 
keiten fih nur durd ihre letzten Glieder von einander unterfcheiden, und 
folglich faft einander gleich find. Aber wenn die Zahl der kuͤnfti⸗ 
gen Verſuche gegen die Bahl zu der bereitd angeftellten, nicht fehr Hein 
ift, jo ſind die mit dem doppelten Zeichen behafteten Glieder der Gren⸗ 
zen von nn’, welchen biefe Wahrfcheinlichkeiten & und FR entfprechen, 
nicht dieſelben, und die Grenzen, deren Wahrfcheinlichkeit ift, koͤn⸗, 
nen nei weniger sufammengezogen fein, ald die, deren Wahrſcheinlich⸗ 
keit R if. 

Denn wenn die Wahrſcheinlichkeit & wenig von ber Gewiffheit 
verfchieden ift, fo kann man in den Grenzen, worauf fie fich bezieht, 
für n’ und m’ ihre fehr genäherten und ſehr wahrfcheinlihen Werthe 


- und — ſetzen, wodurch ſich dieſe Grenzen in: 
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—_ 2 V 2wW h 
Fr ViWnmath 


verwandeln, indem A dad Verhältniff von zw’ zu bezeichnet. Wer 
gleicht man fie nun mit denen in $. 83., welchen bie Wahrfcheinlich- 
feit IR entforicht, fo fieht man, daſſ fie für denfelben Berth von u 
in dem Verhaͤltniſſe von 11177 zu 1 weiter find. Um fie eben 
fo eng, als bie in biefem 8. zu — muͤſſte man u in dem Ver⸗ 
bältniffe von 1 zu Vıth +h vermindem, wodurch aud ihre Wahr: 
fcheinlichkeit vermindert und Meiner, als A gemadht würde. Wenn 4 
ein fehr Heiner Bruch ift, fo flimmen die Zormeln (20) und (24), 
fo wie die correfpondirenden Grenzen der Werthe von 7’ faft überein. 
Diefed Refultat flimmt mit dem überein, welches wir in der oben 
angeführten Abhandlung bereitd auf einem andern Wege gefunden haben. 
Die Formel (24) drüdt auch die Wahriheinlichfeit aus, daſſ die 


Differenz 3—7 zwiſchen den Grenzen: 


uV 2 (u8 m’ n’- 3 mn) 
nu Y au! 


" liegt ‚ oder ‚einer derfelben gleich. ift, und daſſ daſſelbe Hinfichtlich der 
Differeng - — der Fall ift, wenn man ihre Zeichen verändert. 


Wenn man folglich für z eine folche Zahl, 3. B. die Zahl 3 oder 4, 
genommen hat, für welche bie Bohrfeheinfihteit © fi der Gewiſſheit 
fehr nähert „G 80), und man findet dennoch durch die Beobachtung 


für 47 ober‘ 377 Merthe, welche ſich merflih von dieſen 


Grenzen entfernen; fo fann man mit einer fehr großen Wahrfcheins 
lichkeit fchließen, daſſ fih die Wahrfcheinlichkeiten der Ereigniffe E 
und F innerhalb ded Zeitraumes der beiden Veriuchdreihen, oder felbft 
während der Verfuche geändert haben, . 
Auch kann man bemerken, daſſ die vorhergehenden Grenzen für 
denſelben Werth von w und folglich bei gleichem Grabe ber Babı- 
ſcheinlichkeit die größte Amplitude haben, wenn bie Zahlen u und u" 
einander gleich find, und bie Heinfte , wenn bie eine diefer Zahlen ges 
gen die andere fehr groß if. Wenn w=u ift, fo iſt auch fehr 


Ymn 
nahe m’=m und n'=n, wodurch der Eoefficient von z auf — 





rebucirt wird. ‚Wenn bagegen u’ gegen u fehr groß ift, fo vebucirt 
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et | m‘ nu! 

ſich dieſer Coefficient, weil fehr nahe e— und — iſt, auf 
V2 m n 
uVr 
gehende. 
$. 88. Allgemein, wenn bie beiden entgegengefehten Greigniffe 
E und F, deren unbelannte Wahrfcheinlichleitn p und q find, in 
einer fehr großen Anzahl u von Verfuchen refp. m mal und nmal flatts 
gefunden haben, und wenn zwei andere entgegengefehte Greigniffe E, 
und F,, bern ebenfalls unbekannte WBahrfcheinlichkeiten mit >, und 
71 bezeichnet werden, in einer ſehr großen Anzahl k,=zm,-+n, 
von Verſuchen refp. m, und z, mal flattgefunden haben, und die Wer 


haͤltniſſe = — , fowie — und rn find beträchtlich von einander 


verſchieden; fo muff man es als faft gewiſſ annehmen, daſſ die Wahr⸗ 
febeinlichleiten p und p, , ſowie q und g, ungleich find. Aber wenn 


die Differenzen 723 und 7 23 kleine Bruͤche ſind, ſo iſt es 


möglich, daſſ die Wahrſcheinlichkeiten p und p,, ſowie g und q, nicht 
merflih von einander verfchieben find, und baff die beobachteten Unter⸗ 
ſchiede daher rühren, daſſ in dem beiden Reihen voh zz und u’ Berjuchen 
die Ereigniffe nicht flreng in dem Verhaͤltniſſe ihrer refp. Wahrfcheinliche 
keiten ſtattgefunden haben. Es wird daher von Nutzen fein, die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit einer Ungleichheit zwiſchen den unbekannten Wahrſcheinlichkeiten 
g und pr, g und q,, welche gegebenen, wenig beträchtlichen, gleichen 
und mit entgegengefegten Beichen behafteten Differenzen zwifchen den 


Berhästniffen — und an *8* und entſpricht, zu beſtimmen, und 
1 


womit wir und nun befchäftigen wollen. 
Wie in $. 84. wollen wir mit: 





und if in dem Verhaͤltniſſe von 1: V? Heiner, als der vorher 


m v Zmn 


0] 


m u u 


einen Werth von p bezeichnen, weicher "wenig: von — =. verichieben iſt, 
fo daff # eine poſitive ober negatior, aber, gegen vi fehr Heine Ver: 


duderliche if. Ebenfo ſei: 


1 0 am,n, 
psy 
Mı Aı #ı 
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An Werth von Pı , welcher von p wenig verfchieden ift, und worin 
die pofitive oder negative Veränderlihe ©, gegen Vu, ſehr Hein iſt. 
Wir wollen annehmen, es fei: 
— — _— ö, * 
Aı H | 
wo Ö ein Heiner Bruch iſt, welcher pofitio oder negativ fein kann, fo 
haben wir: | . 


v mn 2 Zm,n, 
pı -p=9+— Y — — — 
# 4 M1 —* 


Bezeichnen wir dieſe Differenz mit z, fo ergibt fi: 
| vo 
li _ " rt khmn | 
. 1=0 Kr Var aVam;n, d 


und wenn e ein Heiner pofitiver Bruch ift und die Wahrſcheinlichkeit 
beſtimmt werden ſoll, daſſ p3, p um eine beſtimmte Größe, welche we⸗ 
nigſtens —=e ift, übertrifft; fo muſſ man der Veraͤnderlichen z nur po⸗ 
fitive Werthe geben, welche Eleiner find, als e. 

Hiernach find die unendlich Beinen Wahrfcheinlichkeiten der vorher- 
gehenden Werthe von p und p, reſp. Vdo und U, dv, ., wo ber 
Goefficient 7 durch die Formel (21) gegeben wird und 7, den Werth 
biefee Formel bezeichnet, wenn man darin u,, n,, ni, 9, ftatt 
u,m,n,v fest. Die Wahrfcheinlichleit des gleichzeitigen Stattfin= 
dens biefer beiden Merthe ift dad Product von Vdo und Y,de,, 


v 











‚und wenn man bie gefuchte Wahrfcheinkichkeit mit A bezeichnet; fo wird 


fie durch das doppelte Integral: 
„= [rrıdoae, 


Größerer Einfachheit wegen wollen wir das zweite Glieb der For⸗ 
mel (21) vernachläffigen, fo folgt: 


a1 / fe” — dedv,. 
% 


Benn man in dieſes Integral die Veraͤnderliche z für v, einführen 
will, fo muff man für dv, dad Differenzial des vorhergehenden Wer: 
thes von v, in Beziehung auf z nehmen, und da die Veränderliche v, 


audgebrüdt. 
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bier alß wachfend vorausgeſett iſtz fo muſſ men, bamit z auch zu⸗ 
nimmt, das Zeichen von dv, verändern, fo daſſ man 


hat. : Außerdem ift: 
v2-- rtv? (1 + a) 26 2)2, Vmn —— 2 ar 
wem,n, mn, uaV Bu: Zm,n, 


Dad Integral in Beziehung auf 9 kann, wie in den vorhergehen- 
den Unterfuhungen, von v=—@ bis v=0 erſtreckt werben, und 
wenn mar: 


eV pennın,--eimn (—:2)u2 Vmn 





— — — — 2 
„Yum,n, Vzm, n, Yadmın, Feimn ' 


ar: | 


#«V um, n, ds ‘ 
— — 
Yatmın, +uimn 


ſetzt, ſo find die Integrationdgrenzen in Beziehung auf die neue Ver: 
änderlihe = wieder Zo. Das Integral in Beziehung auf z darf 
nur von z=e bi zZ=W@ genommen werben, und be: 


dv— 


_ au uf 
J 


—R 
2 — 
/ ee” dı—V x 
—— 


iſt, ſo verwandelt fi der Werth von A in: 


ARkı Va Kı ® __ aD! 
= — — —— — 9y +u3mn) @ =. 
Vaz(u®mın, u? md Be a 


Es fei nun: 


(z—d)uu, Van, Rkı Var,da 





=t, alfo — = di 
Vz(an, +uimn) Valsmın, -+u$ mn) 
und außerdem wollen wir: 
| Dun Yım 0 | 
te -BunYum _,, (25) 


. YE0m, a, tel mn) | 
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ſetzen, wo u eine pofitive Größe if, umb bad obere ober untere Zei⸗ 
chen genommen werben muf|, jenachbem e>6 oder e<6 if. Die 
Sntegrationdgrenzen in Beziehung auf 2 find = Hu und 2=w, unb 
wenn man bemerkt, daſſ: 


[_, — — — 9*——— /7 Fa 
—Y = /, et dı 
if; fo ergibt fih endlich: u 
It f* „en 3-1 _ I [a 
A= Ze „e dt, i=1 * dt, (26) 


x % 
wo der erſte Werth 'flattfinbet, wenn bie Differenz; ⸗ — õô poſitiv iſt, 
und der zweite, wenn biefe Differenz negativ ifl. 

Da das zweite Glied der Formel (21) vernachlaͤſſi igt iſt, ſo iſt 
zu bemerken, daſſ die Wahrſcheinlichkeit des Falles, wo die Differenz 
„—p genau —e wäre, auch vernachlaͤſſigt wuͤrde, fo daſſ A bie 
Mahrfcheinlichkeit ift, dafl a, —p>e und nit, da p, —p <e oder 
pp ze il. Im dem Zalle, wo e=6 ift, iſt die Größe u— O, 
und die beiden Werthe von A find A=4, d. h. man fann I gegen 1 

wetten, daſſ 9, um mehr, ald Ö größer ift, als p. 

Die Formeln (26) dienen auch zur Berechnung der Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ die unbekannte Wahrfcheinlichkeit Pı größer ift, als ein 
gegebener Bruc) Bu dem Zwece wollen wir in der Gleicuns (25) 


ur, 76, e=—a 
⁊ ky 


ſetzen, wodurch fie ſich in folgende verwandelt: 


m Va, 
u=zt(e+0o— Bra) Eu 
Vım 1m 


Da aber die Zahl u als unendlich groß angenommen wird, ſo 
iſt die Wahrſcheinlichkeit p zuverlaͤſſig dem Verhaͤltniſſe — oder dem 
Bruce o gleich, und folglich iſt A alddann die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
p, >:ero if. Nimmt man größerer Einfachheit wegen @ ftatt <+@ 
und ſetzt auch 1, m, n für u,, my, Rı, fo bat man: 


u= (0) HE, 4227) 
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und jenachdem die Differenz co — — pofitio oder negativ ift, Brück, 


die erſte oder bie zweite der Kormeln (26) die Wahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ die unbekannte Wahrfcheinlichkeit eines, in einer [ehr großen An⸗ 
zahl u=m-+-n von Berfuchen amal flattgehabten Ereigniffed den ges 
| gebenen Bruch © überfleigt. 

6. 89. Um von den verfchiedenen vorhin abgeleiteten Formeln eine 
numerifhe Anwendung zu geben, wollen wir z. 3. ben. bereitö im 
8. 50. betrachteten Buffon’fchen Berfuch nehmen. | 

Dad Ereigniff Z ift alddann das Treffen des Wappens und daß 


Creigniff F das Treffen der Schrift in einer langen Reihe von Wür« 


fen mit demfelben Münzftüde. Nach diefem Verſuche haben die Zahs 
Im m und rn, weldhe ausdrüden, wie vielmal jedes der Greigniffe E 


und F' refp. bel »—=4040 fucceſſiven Verſuchen ſtattgefunden hat, 


folgende Werthe gehabt: 
m=2048, n=10998, . 


und wenn man biefe Bahlen in die Formel (19) fubflituirt, und u 2 
nimmt; fo erhält man: 


2 ” 12⸗ 
— di=0 00468, R= 0,99555. 
Yale ° ' 


Zu gleicher Zeit findet man: . 
0,50603 F 0, 02225 | 


für die Grenzen bes Werthes von p, worauf fich dieſe Formel beziehe, Ä 


fo daff man, ungefaͤhr 224 gegen 1 wetten kann, daſſ die unhefannte 
Wahrſcheinlichkeit p des Xreffend des Wappens zwiſchen 0,48468 
und 0,52918 liegt, oder daſſ die MWahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes 
— 0,99555 iſt. 

Wenn man die Wahrſcheinlichkeit willen will, daſſ fie größer, als 
J iſt, oder daſſ die Wahrfcheinlichleit des Treffend des Wappens grö- 
Ber iſt, als die fuͤr das Treffen der Schrift; ſo ſubſtituire man die vor⸗ 
hergehenden Werthe von u, m, n in vie Formel (27) und ſetze darin 
o=4. Wenn man bad untere Zeichen, und fotglich die zweite ber 
Formeln (26) nimmt, fo erhält man: 


u— 0,62298, A—=0,81043, 1—A=0,18057, 


weißes zeigt, daſſ man nicht ganz 5 gegen 1 wetten kann, daſ die 
Wahrſcheinlichkeit für dad Treffen des Wappens groͤßer ſei, als 3 
Doiffon's Babefäriniätete ꝛc. 13 
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Der Buffon’ihe Berfuh Tann in zwei Abtheilungen getheilt 
werden, wovon die erſte aud 2048 Verſuchen und die zweite aus 
1992 Verſuchen beſteht, und wo in bes erften Abtheilung das Wap⸗ 
pen 1061 mal und die Schrift 987 mal getroffen it, waͤhrend in ber 
zweiten Abtheilung dad erfte Ereigniff 987 mal und das zweite 1005 mal 
ftattgefunden hat. Wermittelft des Reſultates bed‘ Gefammtverfuches 
- und der Formel (24) fann man nun auch leicht die Wahrſcheinlichkeit 
berechnen, daſſ die Anzahlen ded Treffens ded Wappens oder der Schrift 
in den beiden einzelnen Abtheilungen des Gefammtverfuches zwifchen 
gegebenen Grenzen haben liegen müflen. Zu dem Zwecke ſetzt man in 
diefer Formel und in den Grenzen, welchen fie entſpricht: 


m Ä „" nn 
—— — 0,50693, — =— =0,49807, 
r RP" . m 


d. h. man fest für die Verhaͤltniſſe er und — r — , welche nicht old be 


kannt angefehen werben, ihre fih aud dem Gefammtverfuche ergeben- _ 
den Näherungöwerthe, was geftattet ift, weil die Zahlen 7. und m 


nur in den Gliebern von der Kleinheitsordnung des Bruches * 
vorkommen, und für m ſetzt man die Geſammtzahl der Verſuche 4040. 
In Beziehung auf "die erfle Abtheilumg ber Verſuche hat man außerdem: 


u 2048, 
und wenn man, wie weiter oben, u=2 nimnit, fo findet man: 
. 0=0,99558 | 


für die Woeheſcheinlichteit, daſſ Die Zahl m’, weiche ausbrädt, wie viel⸗ 
mal bie Schrift getroffen ift, zwifchen den Srenyn: 


100179 


hat liegen müffen, was wirklich der Fall gewefen ift, weil in biefer 
erſten Abtheilung des Verſuches die Schrift 987 mal getroffen ift. 
In Beziehung auf die zweite Abtheilung des Werfuches kat man: 


u'=1992, 
und wenn man wieder u=2'nimmt, fo findet man: 
co 0,09560 


für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Scheift eine Zahl 7° von Malen. ge⸗ 
troffen iſt, welche woiſchen den Grenxn: 
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liegt, zwiſchen welchen die Zahl 1005, welche ausdruͤckt, wie vielmal 
bie Schrift getroffen iſt, wirklich Liegt. Die Brüche find in dieſen 
und in den vorhergehenden Grenzen weggelaffen. 
Wir wollen nun annehmen, daſſ man nicht wife, ob in ben 


beiden Abtheilungen des ˖ Gefammtverfuches daſſelbe Münzftüd anges 
wanpt ift, und nad. den Beobachtungsreſultaten die Wahrfcheinlichkeit A 


. 
us 


fuchen, daſſ in der erften Abtheilung des Geſammtverſuches die Wahr⸗ 


ſcheinlichkeit für das Treffen des Wappens bie Wahrfcheinlichfeit deffel, 
ben. Ereignifies in der zweiten Abtheilung um einen gegebenen Bruch 
übertrifft. Zunächft fege, man in der Gleichung (85): 
| #=1992, m = 987, n —1008, 
4, =2018, m, =1061, n, =983, 


und außerbem: 
e- ı_ N — ‚02257, 
Mı ud 
fo. verwandelt ſich diefe Gleihung in: 
uz+(2— 0,02257) (44,956). ' 

Wenn man z. B. e=0,02 fest, fo muff man’ das untere Zei- 
hen nehmen, und von der zweiten der Formeln (26) Gebrauch ma⸗ 
hen, und auf diefe Weile erhält man: N 


u=0,11553, A=0,565689, 1—A = 0,43411, 


fo daff man kaum 4 gegen 3 wetten koͤnnte, daſſ bie Wahrſcheinlich⸗ 
keit für das Treffen des Wappens in ber erſten Abtheilung des Ge- 
ſammtverſuches um zz größer fei, als im ber zweiten. Seht man 


2 0,0256 fo muff man dad obere Zeichen nehmen und die erfte ber, 


Formeln (26) anwenden. Alsdann erhält man: 
u 0,10925, 4—0,48861, 1 — A = 0,56139, 


und man koͤnnte noch nicht 1 gegen 1 wetten, daff der in Rede fie 


hende Mehrbetrag größer fei, als „I,. | 
$. 99, Wir wollen bier noch die Auflöfung einer Aufgabe mit 
theiten, welche eine intereflante Anwendung darbietet und auf dem vor 
bergehenden Formeln, fowie auf einem fogleich anzuführenden Lehnſatze 
beruf. 
| 13* 


ı 
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Eine Ume 4 enthält eine Anzahl c von Kugeln, worunter ſich 
a weiße und 5 ſchwarze befinden, fo daſſ a+b=c if. Zuerſt 
zieht man ganz zufällig fuccefive, oder mit einem Male / Kugeln aus 
der Urne, ohne fie wieder hineinzulegen, und dann zieht man wieder 
w„=m--n andere Kugeln heraus; fo behaupten wir, daſſ die Wahr⸗ 
fcheintichkeit, bei dem zweiten Zuge m weiße und n ſchwarze Kugeln 
zu ziehen, unabhängig ift von der Anzahl Z und der Farbe der zuerft 
gezogenen Kugeln, und biefelbe, ald wenn Z= 0 wäre, 

Denn wir wollen annehmen, baff die /-+- u fuccefliven Ziehungen 
geſchehen; ed fei # die Gefammtzahl ber verfchiedenen Verbindungen von 
I-- u Kugeln, welche gezogen werden können, 2’ die Anzahl diefer Vers 
bindungen, worin die z legten Kugeln aus m weißen und 7 ſchwarzen 
Kugeln beftehen und z, die Anzahl der Verbindungen, worin bie u erften 
Kugeln m weiße und rn fchwarze find; fo ift die Wahrſcheinlichkeit, 
m voeiße und n ſchwarze Kugeln zu ziehen, nachdem bereitd.Z beliebige ° 


| Kugeln gezogen find, = =—, unb die Wahrfcheinlichkeit, m weiße und 
n ſchwarze Kugeln au ziehen, bevor irgend eine Kugel aus der Ume A 
gezogen ift, iſt = "Nun find aber die beiden Zahlen #’ und 3, 


einander gleich. Denn im Allgemeinen find zwei Verbindungen, wos 
von die eine aus Z beftimmten Kugeln befteht, worauf z andere ebens 
falls beflimmte Kugeln folgen, und wovon bie. andere diefe m leuten 
Kugeln zuerft enthält und die‘ Z erften zuletzt, gleich moͤglich, und ins⸗ 
beſondere gibt es fuͤr jede Verbindung, worin ſich unter den / legten 
ber /-+- u aus der Urne A gezogenen Kugeln m. weiße und n ſchwarze 
befinden, immer eine andere Verbindung, worin dieſe ſchwarzen unb 
weißen Kugeln unter ‚den u grien Kugeln vorlommen, und umge: 


kehrt. Die Brühe — und — —., und mithin die Wahrfcheinlichkeiten, 


welche fie ausprüden, f nd alſo jr einanber gleich, was b wieſen wer⸗ 
den ſollte. 

Die Richtigkeit dieſes Satzes laͤſſt ſich auf folgende Weiſe dar⸗ 
thun. 

Wenn die Ume A urfprünglih @ weiße und 5 fchwarze Kugeln 
enthält, fo ift die Wahrfcheinlichkeit bei den m-++-n erften Zichungen, 
m weiße und  fchwarze Kugeln zu ziehen, eine Function von «, b, m, n, 
welche wir mit (a,b, in, m) bezeichnen wollen, und ebenfo ift bie 
Wahrſcheinlichkeit, in ben g+h fe Biehungen g weiße und 4 
ſchwarze Kugeln zu ziehen, —f(a, 5, 8, h). Da die Anzahl ber in 
der Urne A urfprünglich enthaltenen weißen und ſchwarzen Kugeln auf 
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a—g und 5—h reducirt ift, fo wirb die Wahrfcheinlichkeit, hierauf 
in u=m+tn neum Verfuhen m weiße und 7 fhwarze Kugeln zu 
ziehen, durch fa—g, b—h, m, n) ausgedruͤckt, und dad Pro⸗ 
duct diefer beiden legten Functionen druͤckt folglich die Wahrfcheinlichkeit 
aus, m weiße und n fchwarze Kugeln. aud ber Ume a zu ziehen, 
nachdem bereitd g weiße und A ſchwarze aus berfelben gezogen find. 
Wenn man folglich die Summe der +1 Werthe dieſes Productes bil: 
det, welche allen ganzen Werthen ober dem Werthe Null von g und A 
entforechen, und deren Spmme —/ ift; fo erhält man den vollſtaͤndi⸗ 
gen Ausdrud der Wahrfcheinlihkeit, aud der Ume A, m weiße unb 
z» fhwarze Kugeln zu ziehen, nachdem, bereits J beliebige Kugeln aus 
derſelben gezogen find. Es kommt nun darauf an, zu zeigen, bafl 
Diefe Wahrſcheinlichkeit von Z unabhängig und —=f(a, b, m, n) if, 
d. 5. zu zeigen, daſſ man: 
Ja, b, m, n)=Zf(a, b, 8, h)fa—g, b-——h,m, n) 

bat, wo fih die Summe zZ vn ge=0 und h=/ bi g=/ und 
A=0O erfiredt. 


Zu dem Zwecke bemerken wir, baff man nah $. 18. für belie⸗ 
bige Zahlen = und db, dern-Summe =e if: 
' — m b— 
ja b, m, —E * 5 2 
bat, wenn man ber Kürze wegen: 
1.2:8...c N 


ERTETEE N Tr A d) 


” eins folgt: 


J(a, 5 5 hfa—g,b— h, m,n)= . 
oß, Hola—Br b—8) plm, Del em, Im 


ober was. baflelbe ift: 
fa, b, 8, hy f(a—g, b—h,m,n)= 


un m. 9(8, hy (a—g— m, b—h—n). 
Hiernach und vermöge bed Werthes von /(a,b, m, n) verwandelt 
ſich die zu verificirende Gleichung in: | 
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| 9(@—-m,b—n)= 296, h)y(a—g-m, b—-h-n) 
wenn man ben allen Gliedern beider Xheile gemeinſchaftlichen Factor 
an . > binwegläft, und da a und D beliebige Zahlen find; fo kann 
man auch, wenn man will, an und b-4-m ftatt a und 5 eben, 
wodurd fie ſich in folgende verwandelt: 


90, b)=29(8, ya —g,b— h). 


Nun iſt aber ihr erfter Theil ber Eoefficient von zey® in ber 
Entwidelung von (z+y)C und ihr zweiter Theil iſt ber Coefficient 
von zayd in dem Producte ber Entwidehmgen von (z-+y)! und 
(z+yy>— oder in der Entwidelung von (e-+y)°, wie der erfte 
Theil, und. folglich find bie beiden heile diefer Gleihung. identiſch, 
was bewiefen werben ſollte. 


8.91. Wir wollen nun annehmen, dafl die Zahlen z, b, a—m, 
a—n fehr groß find, fo laffen fich die Näherungdwerthe von $(m—n), 
p(a—m, b—n), p(a, 5) und hierauf ber von (a, b, m, n) ver 
mittelft der Reihe (3) berechnen, und wenn man diefe Reihe auf ihr 
erſtes Glied rebucirt, fo ergibt fich daraus ein Werth von f(a, b, m, n), 
welcher auf folgende Form gebracht werden Tann: 


fa, b,m, n=H(**)” ) —E (a 


(a—m) Gen 


L 


wenn man der Kürze wegen: 
| abulc—u) — 
Van Tg uk] 


Wenn m und n und folglih auch a—m und b-—n fi wie a 
und 5 verhalten, fo erreicht jeder der vier legten Kactoren fein Maris 
mum und wirb ber Cinheit gleih. &ie nehmen fehr fchnell ab, wenn 
ſich m und rn von diefem Verhaͤltniſſe entfernen und werben ganz un- 


merklich, fobald dad Verhaͤltniſſ -— nicht mehr ſehr wenig von * ver⸗ 


ſchieden iſt, ſo daſſ man die durch die Function f(a, b, m, n) aus: 
gedruͤckte Wahrſcheinlichkeit nur fuͤr Werthe von m und 73 zu betrach⸗ 
ten braucht, welche ſich faſt wie = und 5 verhalten. Wenn wir alſo: 





fett. 


— b 
| m = eVc,n= —+BVe 
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und Folglich: 
am Have, b- n—_ „ent -eVe 


fegen, fo koͤmen wir 6 als eine pofitive ober negative, aber gegen 
Ve ſehr Heine Größe betrachten, fo bafl —= ein fehr Heiner Bruch 
ift, deffen Quadrat, fowie alle Größen von * Kleinheitzorvnung von 
— wir unberuͤckfichtigt Iaffen: 

Hiernach haben wir: 








cm 0.Vce en‘. 6cVce 
Free ap ' „rt bu’ 
N am _ 74 2eVe BeVe e(b—n)_ 6cVe 
a ie) ienm’ 


und wenn wir .die Quadrate ber zweiten lieber diefer Binome ver- 
nachläffigen , fo finden wir zunächft durch eine ähnliche Rechnung, wie 
die in $. 88: | 


— = _ WW 
— Ve m n 92.3 m n 
— —— 


Wenn wir für die Zahlen m und n ihre vorhergehenden Werthe 
ſetzen, fo verwandelt ſich dieſe letzte dormel in: 


02.3 
au\m/bu\n _ Hla—b)etVc‘ T arab 
(er (5) =|1 - 3,202 ° —. u 
Ebenſo findet man bie Gleihung: 
(Amen in _ 
(a— m) c(b— m) 
0° (a— b)c* ve)” 3, 
——— Je N 


- weiche fich auch aus der vorhesgehenden ergibt, wenn man darin m, 7, 14 
ina— m,b—n,c— 1 und bad Beihen von © in bad entgegen: 


geſetzte verwandelt. Hieraus ergibt fih mit dem Grabe von Annaͤhe⸗ 
rung, wobei wir ſtehen bleiben: 
Ja, b, m, ı)= 


vo‘ 62:4 
— un — 6 
alı 8(c—u2utarıe |° 2(c—p)uab. 


oder, wenn man: 
| 41V 2(c— u)uab 


c 


. 6 


jet: 
J«a, b, m, n)= 
afı Pe Meam],n I 
‚8VY2(c— y)uabe 


für bie Wahrfcheinlichkeit, bie m weißen und n ſchwarzen Kugeln zu 
zieben, indem: " on 


(28) 


40 eV 2(c— 
eV 2(c—u)uabe | (29) 
Tann 


c 


’ 


_ ib 

n=— + 

iſt. 

Jenachdem bie Zahl gerade ober ungerade iſt, iſt auch die Difs 

ferenz n — m gerade oder ungerade. Wenn man mit 2 eine ganze po⸗ 

fitive Zahl und den Ueberſchuſſ von A über m mit 27 oder 2!’ —ı 

bezeichnet, fo muſſ der correfpondirende Ausprud bon Z vermöge der 
Gleihungen (29): " | 








122104 
fein, wenn man der Kürze wegen: 
| — — 20 
23V 2(c—pjnabe j 


ſetzt und mit Y eine ber beiden. Größen bezeichnet: 
= EM, __ de, 
2Y2lcMnabe Val 
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nämlich die erſte, wenn u gerade und die zweite, wenn zu unge: 
rabe ift. 


. Die Formel (28) drücdt alfo, nachdem diefer Werth von Z hinein- 
fubftituirt ift, die Wahrfcheinlichleit aus, daff in den u fucceffiven. Zie⸗ 
hungen die ‚Anzahl der fchwarzen Kugeln die ber weißen um 22 ober 
22— 1 Einheiten übertrifft. Wenn man folglich fucceffive >=1, —=2, 
—3, ... bis die Erponentialgröße e-!? unmerlli geworben ift, oder 
wenn man will, bi8 = febt, und dann die Summe der Reſul⸗ 
tate nimmt; fo draet dieſe Summe die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ in 
ben u Biehungen die Anzahl der fhwarzen Kugeln die ber weißen um 

eine beliebige gerade oder ungerade Anzahl von Einheiten übertrifft. 
Bezeichnen wir dieſe Wahrſcheinlichkeit mit s, fo haben wir: 


a1d(a—b)(c—2)] _ra 
= zHiı —— — FL 
’ | ne 


wo 3 eine Summe bezeichnet, welche fih auf alle Werthe von 
Z=y+265 bi 20 erflredt, welche um gleiche Größen, nämlich 
um 205 zunehmen. Da nun 26 'nacdı der Voraudfegung ein.fehr klei⸗ 
ner Bruch ift, fo läfit fih die Summe 3 durch eine nad den Poten- 
zen biefer Differenz geordnete, fehr ſchnell convergirende Reihe ausdruͤ⸗ 
den. Denn wenn man die unter dem Summenzeichen 3 ftehende Zun- 
etion von 2 mit T bezeichnet, und bemerkt, daſſ diefe Function, fowie 
alle ihre Differenziale an der Grenze = verfchwinden; fo hat man 
nach einer von Euler berrührenden Zormel: 


_ı ‚@ (2 5) ; 
=), Tdi— Rate ET Ku 


| oT dsT 
wo k,K, KW, ... die Werthe von T, ur a find, welche 


Z=y entſprechen. Nach den Gleichungen 2) bat man überbied bei 
demfelben Grade von Annäherung, ald vorhin: Ä 


u? ab nad) 2(c— u)nabo 


n— c? .c8 
en ab 


(4 — m) (b— = 


on (—b) v2 (c — —X⸗ð 
c3 


und wenn man ben, Werth von Ö berhäfihtigt;.fo folgt: 





202 
In- ——|1 _ Mad) - ==) 
2(c—u)nabe 
c? er? 
V3rl-nnabe 
Da die von A, K'" ... abhängigen Glieder in dem Ausdrude von 


s mit H multiplicitt find, fo, enthalten fie die Factoren 62, öt,... 
und müflen vernachläffigt werben, und wegen: 


— 
/. e tdi =jet .J, eFrdızy J 
ergibt ſich aus dieſen vnſci dmer Werthen: 
1 et y3 
s= 72), dt—Te’, 
wenn man ber Kürze wegen: 
e-Ne-2N@ te) ts _ 
6Y2=(c—p)nabe 


fett. | Ä 
Es fei o eine pofitive Größe, und jenschdem bie Größe Y pofitio 
oder negativ if, wollen wir v==Y fegen, fo erhalten wir wegen: 


[., eraı=VE- ee" dı 


endlich: 
| en une, 
. (80) 
s-_[  ct®dı-Te”” 
Vx‘ ' 
wo ber erfie Werth von s flattfinbet, wenn y<O it, und ber ‚weite, 
wenn Y>6 ifl. 


Wenn man in der Formel (28) 2=Y fest und das Reſultat 
mit 0 bezeichnet/ ſo erhält man? 
—_y: 
et _ 1) 
V2ex(l—u)uabc 


für die Wahnſcheialichkeit, daſfſf in u Ziehungen die Zahlen m und rn | 


4 














der weißen und ſchwarzen Kugeln einanber gleich find und. jebe die 
. Hälfte. von u iſt, was nur möglich if, wenn A eine gerade Zahl if. 

$. 92. Wir wollen nun ‚annehmen, daſſ, nachdem ans ber Urne 
A, 1 Kugeln gezogen find, fucceffive m’, dann u”, u. f. f. andere 
Kugeln gezogen werben, bis alle in biefer Urne enthaltenen c Fugen 
aus berfelben heraudgezogen find, fo daſſ: 


e=u+u'+u"tu”-r... 


iſt. Ferner wollen wir annnehmen, daſſ jede der Zahlen * WW" 1.5 
fo wie die. Zahl u febr groß: ifl, und mit s’, s”, bie Werthe von s be 
zeichnen, wenn man fucceffive u’, u, ... für m ſetzt und von ber er⸗ 
fien. oder zweiten der Formeln (80) Gebrauch macht, jenachdem im 
Anfange der Ziehungen die Anzahl 5 der in der Ume A enthaltenen 
ſchwarzen Kugeln größer ober Heiner ift, als die Zahl = der weißen 
Kugeln, fo daff die Größe Y negativ oder pofitiv wird. Nad dem 
Lehnſatze in $. 90. werden die Wahricheinlichkeiten, in: den fuccefliven 
Zügen von u, u, u", ... Kugeln mehr fchwarze, ald weiße Kugeln 
zu ziehen, durch die Größen s, s’, s", ... auegebrüdt, fo daſſ fie fich 
nur nach Verhaͤltniſſ des Unterfehiebes von u, u, u”, ... ändern und 
alle einander gleich fein würden, wenn dieſe Bablen einander Brei 
wären. Es fei r das Nittet aus den Werthen von s, s’, s’,., 


d. h.: 
= _i (s+s’ Hl Le Lee), 


wo « bie Gefammtzahl der Biehungen ausdruͤckkt. Wenn man wieder 
annimmt, daſſ @ fehr groß- ift und bie Anzahl diefer « ——— 
worin mehr ſchwarze, als weiße Kugeln gezogen werden, mit 
zeichnet, fo if die Wahrſcheinlichkeit, daf 7 zwiſchen gegebenen —* 
zen liegt, nach dem erſten Satze in $. 52. dieſelbe, als wenn alle 
Wahrſcheinlichkeiten s, 5’, s”, ... unter einander und ihre Mittelmerthe 
- r gleich wären. Segen wir alſo @,r, I—r für u, g,p in bie 
Formel (17), fo Di wir; | 


1 

R=1- — = Aka erw 

‚für bie itiennndnn. daſſ bie Zahl zwiſchen den Grenzen: 
—E 

kegt, ober einer derſelben gleich if, wenn u eine ggrV a | ſehr Heine 
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Bayı iſt. Dieſes if die Aufldſung der Aufgabe, welche wir und ge: 
ftellt haben, und die Anwendung berfelben bezieht fi ‚auf die Wahlen 
der Deputirten in einem großen Lande, wie 3. B. In Frankreich. 

Die Zahl der Waͤhlenden in ganz Frankreich wird durch c aus: 
gebrüdt, die unter ihnen, welche eine beſtimmte Meinung haben, durch 
a und die Anzahl der von ber entgegengefegten Meinung durch 5 ‚ober 
ce — a. Die Sefammtzahl c wird in « Wahlcollegien getheilt, wovon 
jebeö einen Deputirten wählt, fo daſſ der. in einem Wahlcollegio ge: 
wählte Deputirte von ber zweiten oder der erfien Meinung iſt, je nach⸗ 
dem bie Anzahl ber der einen ober der andern Meinung angehörigen Waͤh⸗ 
Imden das Uebergewicht hat. . Man fol alsdenn die Wahrfcheimlichkeit 
R beftimmen, daff die Anzahl / der Deputisten, welche, der zweiten 
Meinung angehören, zwifchen gegebenen Grenzen liegt, wenn voraudgefeht 
wird, daſſ die Abtheilung der Wählenden in & Wahlcollegien zufällig 
geicheben ift, d. b.. wenn man annimmt, daſſ auf der allgemeinen Liſte 
u Waͤhlende für ein erſtes Wahlcollegium, u’ für ein zweites, u” für 
ein drittes, u. ſ. f. zufällig genommen werden, und Wenn man für 
die Grenzen von 7 die eben angeführten nimmt, fo wird bie gefuchte 
Wahrſcheinlichkeit A durch die vorhergehende Formel ausgebrüdt. 

Obgleich jedes Wahlcollegium aus Waͤhlenden beffelben Bezirkes 
und nicht aus Wählenden befteht, welche, wie wir es voraußfeken, 
ganz zufällig aus ber allgemeinen Lifte genommen find, fo kann es 
doch von Nutzen fein, zu erfahren, was in diefer Vorausſetzung flatt- 
finden würde und nun an Beifpielen gezeigt werden foll. 

§. 93. Su Frankreich beträgt die Anzahl der Wahlcollegien, fo 
wie die der Deputirten 459, und man Tann die Gefammtzahl ber 
MWählenden auf ungefäße 200000 anfchlagen. Wir wollen annehmen, 
baff die Bahlen 1, u’, a", ... alle einander gleich find, und wenn für 
1 eine ungerabe Zahl genommen wird, 


«—450, u=435, c—au=199665 
ſetzen. Berner wollen wir annehmen , daſſ: 
494825, b=104835 


iſt, ſo bafl der Unterfchieb zwifchen der Majorität und Minoritaͤt uns 
gefaͤhr Zi ber Gefammtzahl der Wählenden beträgt. Die Größe y ifl 
negativ. an fegt daher ⸗ — Y, und wenn man ben zoeiten der 
beiden Werthe von y in $. 91. nimmt, fo folgt: 


v=0,77896 ’ 7 ul 


ei" di — 0,13684, 
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und venndse der erſten der Formein (30) het man: 
>= 60,86420, 1 - s=®, 14574. 


Die Bahrfcheinlichkeit einer Wahl In dem Sinne der Majorität 
der Wählenden würde alfo größer fein ald 2}, und obgleich die Mi⸗ 
norität nicht beträchtlich von der Majorität verſchieden iſt, fo wuͤrde fie 
doch kaum mehr, ald „A ber.- Deputirten zu. wählen hoffen Binnen. 
Setzt man’ diefe Werthe von s und 1L—s fürr und 1—r in den 
Ausdrud von A im vorhergehenden $., ſetzt «= 459 und nimmt u=2; 
fo findet man: 


R= 0,99082 
für die MWahrfcheinlichkeit, daſſ die Anzahl der durch die Majorität ges 
wählten Deputixten zwifchen ben Grenzen 392-521 unb bie Anzahl 
der von ber Minerität gewählten Deputirten zwifchen den Grenzen 

67T E21 liegt. Die Amplitude diefer Grenzen ift gegen die Zahl « 
beträchtlich, weil & nicht fehr groß ifl. 
Bir wollen wieder annehmen, daſſ die Differenz 5 — 4 ungefäh: 


wi von c beträgt, aber für zu eine gerabe Bahl nehmen. Wir fehen 
daher: 


v—=450, u—=486, c=eu—= 200124 | 
und außerdem: | 
. 0 = 05064, 5 =105060. 


Es ift wider v=—y, aber män muff für y den erſten Werth in 
$. Ol. nehmen. Auf dieſe Weiſe findet man: | 


\° 0) 
=, et di 0,14704, 





v— 0,24006 N vr 
A 


und hieraus folgt: | 
s=0,81279, 1—s=0,15721. 


Aber da u eine gerade Zahl ift, fo ift der Fall von m=n mög» 
lich; feine Wahrfcheinlichkeit ift nach ber Formel (81) 7 0,92218, 
und wenn man bie Hälfte davon zu dem Werthe von s abbirtz fo 
bat man = 0,85388, welche Größe wenig Heiner iſt, als bie, 
welche flattfindet, wenn m eine ungerade ‚Zahl iſt. 


Um den Einfluff der ungteichen Anzahl der Waͤhlenden in ben 
verſchiedenen Wahlcollegien nachzuweiſen, wollen wir annehmen, daſſ 


. 
° 


die eine Häffte der Gefammtzahl der Wählenden unter das eine Drit⸗ 
tel der Wahlcollegien und bie andere Hälfte unter die beiden andern 
Drittel gleich vertheilt fei. 

Um die vorhergehenden Formeln auf das erfte Drittel anzuwenden, 
ſetzen wir: 


je=153, u=654, 14100062, 
und um fie auf die beiden anbern Drittel anzuwenden, fegen wir: 
0 = 806, u=327, tau= 100062. | 
Ferner wollen wir: . 
2=95062, b= 105062, c= 200124 


(sten, fo daſſ ber Unterſchied zwifchen der Majorität und Minoritaͤt 
ungefähr wieder „I, der Gefammtzahl der Waͤhlenden beträgt. Im 
erften Zalle, wo u eine gerabe Zahl ift, finbet man: 


is s70,89429, 0=0,01376, s+ }0= 0,90117 
und im zweiten Falle, wo p eine ungerade Zahl iſt, erhält man: 
| s= 0,81981. 


Hieraus vo alſo: 
= 4(0,90117 4 0,81981)= 0,86049 


für die mittlere Wahrſcheinlichkeit einer Wahl im Ginne der Mejorität, 
welche, wie man fieht, etwas größer iſt, ald wenn alle Bapkollegien 
aus derfelben Anzahl von Waͤhlenden beftehen. 

Wenn der Unterfhied 4 — a zwifchen der Majorität und Mino⸗ 
rität zunimmt, fo nimmt die Wahrfcheinlichkeit der Wahlen in dem 
Sinne der Minorität fehr ſchnell ab, fo daſſ fie fehr bald Null wird. 
Um biefes zu zeigen, wollen wir annehmen, daſſ die Wählenden unter 
die Wahlcollegien gleich vertheilt find, für a, u, € biefelben Bahlen 
nehmen, als im erſten Beifpiele und außerdem: 


4280835, 5=109830 


ſehen, ® daſſ die Differenz. b—a ungefähr ge und folglich boppelt 
fo groß, als vorhin iſt; ſo ergibt fich:- 


s=0,98176, 1—s= 0,01824, 
fo daſſ die Wahrfcheinlichkeit einer Wahl in dem Sinne der Minoritäe 





ungefähe war nech „I, beträgt. Wegen ber Rieinheit von s muſſ man 
fich zur Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeit P, daſſ die Anzahl ſolcher 
in der Gefammtzahl der Wahlcollegien ftattgehabten Wahlen eine gege⸗ 
bene Zahl 7 nicht überfchreitet, ber Bormel in $. 81. bedienen. Gebt 
man in biefer Formel: 


= WV — Ss) 8,3718 ‚n=1b, 
te. ‚esibt fi daraus: | | ur 
P=0,98713, 1— P0 ‚01287, 


woraus erhellet, daſſ man faft 100 gegen 1 weiten kann, daſſ nicht 
mehr, ald 15 Depntirte von der Minoritaͤt gewählt werben. Wenn 
man den Unterſchied zwifchen der Majorität und Minorität auf 30000, 
d. 5. auf „I, der Gefammtzahl der Wählenden fleigen laͤſſt, fo findet 
man, daſſ die Wahrſcheinlichkeit 1—s unter gly herabſinkt, und 
daſſ es folglich ſehr wahrſcheinlich wäre, daſſ fein einziger. Deputirter 
von der Minorität gewählt würde, 


Biertes Kapitel 


Fortfegung der Werechunug ber Wahrſcheinlichkeiten, 
welche von fehr großen Zahlen abhängen. 


$. 94. Wir wollen und nun mit ber Ableitung ber Formeln für 
veraͤnderliche Wahrfcheinlichleiten befchäftigen, welche uns zu den Be 
weifen ber drei in $. 52. und 6. 53. auögefprochenen allgemeinen 
Säge, woraus wir das Geſetz der großen Zahlen abgeleitet has 
‚ben, führen werben. 

Bir wollen daher eine Reihe. von u — m-+n fucceffiven Verſu⸗ 
chen betrachten, waͤhrend ‚welcher ſich die Wahrſcheinlichkeiten der bei⸗ 
den entgegengefeßten Ereigniffe E und F auf eine beliebige Weife dn- 
bern, diefe Wahrfcheinlichkeiten bei dem erflen Verſuche mit p, und g,, 
bei dem zweiten Werfuche mit >, und Y,, ... und bei dem legten 
Berfube mit p„ und 9, bezeichnen, fo daſſ: 


Pıtgi=1, Pat9s=1, .. -Putgu=1 


iſt und die Wahrſcheinlichkeit, daſſ E und F’ in einer beliebigen Ord⸗ 
nung m mal und nmal ftattfinden, U nennen; ſo iſt U nach der 





Regel in $. 20. ber Goeficin von mon in der Entwidelmg bes 

Productes: 
(up, +9)) wat. .. upteg,). | 

Setzt man aber: 
umeV 1, pgzeVi, 

fo wird das Glled Uumyn dieſes Probuctes = Uam-mavVZiı, und 
alle übrigen Glieder enthalten andere Erponentialgrößen, ald lm-wmeV 1. 
Bezeichnet man alfo dieſes Product mit X, multiplicirt daffelbe, fowie - 
feine Entwidelung, mit e-m-meV Zi dr und integrirt dann von 


z = —ı bis cn, fo verſchwinden alle diefe Übrigen Glieder, und 
man hat blos: 


SZ, Xen Ide=2zU, 


welche dataus folgt, daſſ, wenn und 2° zwei ‚ganze Zahlen aub⸗ 
druͤcken, welche poſitio, negativ, oder Null ſind, und wovon die erſte 
i=m—n iſt, man hat: 


J. re a 3 


S.. [eos ?— x -+ sin @-D:V —ı] dz=®, 
wenn & und 2° von. einander verfchieben find, und: 
JS: gav-ı eV Age, 


IL 


wenn =: iſt. 
Zu gleicher Zeit haben wir: 


up-trg=cosz+(p—g)sinaV —1, 
und wenn wir: 
052 2-4 (p,—gy)? sin? z=o} 


feßen, fo wird «8 einen seelen Winkel L geben, weicher po beſchaffen 
iſt, daſſ man: 


1 1 
— (05S2Z.00Sr,, — Dr — qg)sinz=sinr, 
9% 173 


u | 











bat, woraus folgt: . 
. aptrnmie 


Das Zeihen von 0, ifl zweideufig, und sum bie Begriffe zu firiren, 
wollen wir dieſe Größe als poſitiv betrathten. Seht man der Kürze 
wegen: 


rYyZı 1 


0ı 02 03 --- 9u=f, 
r,. Ar, +tr+...t+r,=Y 
fo vermanbe ſich das mit X bezeichnete Pröbuct in: 
xXoryavı, 
und ed, 6 folglich: 
m Yesfym—n)s]dr+ 


ar. Ysin y-(m—ne]dz. 


Wenn die Be von x einander gleich und don entgegengeſetztem 
Zeichen find, fo find kt) bie von 7, auch und Die von 9, find einander 
glei. Das zweite beflimmte Integral verfchwindet folglich, weil es 
aud Flementen befteht, welche paarweife einander gleih und von ents 
geg Reſettem Zeichen ſind, und, dieſes muſſ in der That der Fall ſein, 
weil U eine reelle Größe iſt. Wenn die Winkel — einander zu zwei 
rechten ergänzen, fo ift biefed mit den Winkeln v, vermöge der Aus⸗ 
brüde für sunr, und cosrpaud der Fall; die Summe der beiden 
Werthe von y—(m—n)x, weldhe ihnen entfprechen, ift alfo = zun— 
(m —n)3, oder =2nn, und folglich ändert ſich der Gofinus von 
-y—(m—n)z nicht. Daffebe gilt binfichtlich der Werthe von F, 
fe daff die z und m— x, fo wie bie z und — x entiprechenden Ele⸗ 
mente des erflen befiimmten Integrale einander gleich find. Läfft 
man alfo das zweite Integral hinweg, rebuchtt die Grenzen bed erften 
auf Nul und Zr und multiplicirt das Nefultat mit 4, fo erhält 
man: 





=} Fosy- mn x!dz. (1) 


Die angezeigte Integration laͤſſt ſich nach ben gewöhnlichen: Re⸗ 
Poiſſone Vehrlqheinlichtetter. ic 14 


— — — — 








gefehte verwandelt... Hieraus ergibt fi wit bem Grade von Anndhe 
zung, wobei wir ftehen bleiben: 
J(a, b, m, n) = 
_ 62.4 


a a ne DEE Par rer 


—— 


oder, wenn man: 
| 0!’ 2(c— u)uab 
. 7] Bu 
jet: 
J (a, b, Mm, n)= 
Aſi ———— — =. J 
| ‚8VY2(c—u)uabe 


für die Wahrfcheinlichkeit, die m weißen und n ſchwarzen Kugeln zu 
ziehen, indem: " 0 


(28) 


_ ha — 
=.” c?, ’ 
Ä | Var: (29) 
_ab  EY2lc—u)uabe | 
nz—-+t ⸗ 


c c 
ifl. | | 
Jenachdem bie Zahl gerade ober ungerade ift, ift auch die Difs 
feren; n — m gerade ober ungerade. Wenn man mit 7 eine ganze po⸗ 
fitive Zahl’ und den Ueberfhuff von 2 über m mit 27 oder 2?—1 - 
bezeichnet, fo mufl-der correfpondirende Ausdrud von 2 vermöge ber 
Gleihungen (29): ” 








!=2jö+y 
fein, wenn man ber Kürze wegen: 
. . c3 
=6 
2V: 2(0— p)nabe 


ſetzt und mit Y eine der beiden. Größen bezeichnet: 


y _ le-bdus yv= (a — 5) p6 ö 
2Yal—puabe  yYV 2(c— 
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nämlich bie erſte, wen u gear unb die zweite, wenn 1 unge: 
rade iſt. 


.. Die Formel (28) drüdt alfo, nachdem biefer Werth von Z hinein⸗ 
ſubſtituirt iſt, die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ in den u ſucceſſiven Zie⸗ 
hungen die ‚Anzahl der ſchwarzen Kugeln die der weißen um 22 oder 
2 — 1 Einheiten übertrifft. Wenn man folglicy fucceffive =1, —=2, 
—3, ... bis die Erponentialgröße 1? unmerklich geworben ift, oder 
wenn man will, bi — m febt, und dann die Summe ber Reful- 
tate nimmt; fo drüdt diefe Summe die Wahrfcheinlichkeit aus, daff in 
den ss Biehungen die Anzahl der ſchwarzen Kugeln die der weißen um 
eine beliebige gerade oder ungerade Anzahl von Einheiten übertrifft. 
Bezeichnen wir diefe Wahrfcheinlichkeit mit s, fo haben wir: 


8 — — 
s=zulı _41°(a—b)(e le 
3Y2(c—pn)nabc 
wo 3 eine Summe bezeichnet, welche ſich auf alle Werthe von 
i=y+26 bi 1=@ erflredt, welche um gleiche Größen, nämlich 
um 36 zunehmen. Da nun 26 nach der Vorausſetzung ein.fehr Heis 
ner Bruch ift, fo laͤſſt ſich die Summe 3 dur eine nad) den Poten- 
zen biefer Differenz geordnete, fehr fchnell convergirende Reihe ausdruͤ⸗ 
den. Denn wenn man die unter dem Summenzeichen 2 ftehende Fun⸗ 
ction von Z mit T bezeichnet, und bemerkt, daſſ diefe Function, fowie 
alle ihre Differenziale an der Grenze 7S verſchwinden; fo hat man 
nach einer von Euler herrührenden Formel: | 


_ı Prdi-ı 238 u. 
"al Tai —k— + nz ke 1, 
sT 
wo k,K, HM, .. . die Werthe von 7,7 Tamm find, welche 
2=y entfprehen. Nach den Gleichungen (29) hat man überbied bei 
demielben Grade von Annäherung, ald vorhin: Ä 
TE Me TE v 2c—mpabs 
(c—u)? ab 
 (@— m) G—_n-H 
. 6- nrabe 


und wenn man den, Werth von d berhdfichtigt;.-fo folgt: 


1 H- —|ı _ tee ——e) 
28 Val Vee-mnabel 
| rer? 

— Vorl nmabe 


Da bie von Ak‘, K'" ... abhängigen Glieder in dem Ausbrude von 
s mit H multipficiet find, fo, enthalten fie die Factoren 02, öf,.... 
und müflen vernachläffigt werben, und wegen: 


—A O 
tdti=4e?, PB de=yilı t+Y2)e—r”, 
J, : Je” * ———— | 
ergibt fich aus dieſen verficbenen Werthen: 


ı „ee 
s= * dt - T, 
wenn man der Kuͤrze wegen: 
(a -b)(c—2 Data) Hsc® _ 
6V2x(—p)nabe 


fett. Ä 
Es fei v eine pofitive Größe, und jenachdem die Groͤße y poſitiv 
oder negativ iſt, wollen wir » ſetzen, ſo erhalten wir wegen: 


Ser a=V#- [” rd | 





endlich: 
. & 
s=1— — et di- Te, | 
| . (30) 
1 © ua ] —2 
— i—rT 
VX ⸗ 
wo der erſte Werth von s flattfindet, wenn y<0 ift, und ber zweite, 
wenn Y>0 if. 
Wenn man in ber Formel (28) 2=y ſett und das Reſultat 
mit o bezeichnet, fo erhält man: 


‘ 


s= , 





— Axr(c— u)uabc 
für die Wahfheitiäkeit, daff in 1 Zichengen big Bahlen.m upb n 


(81) 


der weißen und ſchwarzen Kugeln einander gleich finb und. jede bie 
. Hälfte. von u ift, was nur möglich if, wenn u eine gerade Zahl ifl. 

$. 02. Wir wollen nan ‚annehmen, dafl, nachdem aus ber Urne 
A, u Kugeln gezogen find, fucceffive m’, dann u”, u. f. f. andere 
Kugeln gezogen werben, bis alle in diefer Urne enthaltenen c Fugen 
aus berfelben herausgezogen find, fo daſſ: 


c=u+u+u" tut... 


it. Berner wollen wir annnehmen, baff iebe ber Zahlen u’, un. 7 
fo wie bie Zahl u febr greß- ifl, und mit s’, s”, bie Werthe von s be 


zeichnen, ‚wenn man fucceffive u’, u, ... für u ſetzt und von br m 


ſten oder zweiten der Formeln (80) Gebrauch, macht, jenachdem im 
Anfange der Ziehungen Die Anzahl 5 der in ber Ume A enthaltenen 
ſchwarzen Kugeln ‚größer ober Heiner ift, als bie Zahl = ber weißen 
Kugeln, fo daſſ die Größe y negativ ober pofitiv wird. Nach dem 
Lehnſatze in $.,90. werden die Wahrfcheinlichkeiten, in: den fuccefliven 
Zügen von u, ww, u, ... Kugeln mehr ſchwarze, als weiße Kugeln 
zu ziehen, durch die Größen s, s’, s”, ... auegebrüdt, fo daſſ ſie ſich 
nur nach Verhaͤltniſſ des Unterſchiedes von u, u°, u”, ... ändern und 
‚alle einander gleich fein wuͤrden, wenn dieſe Zahlen einander ati 
wären. Es fei r das Ring aus den Werthen von s, s', 8. 

d. h.: 


= _: stets ste), 


wo © bie Gefammtzahl der Biehungen ausdruͤckkt. Wenn man wieher 
annimmt, daſſ @ fehr groß. ift und bie Anzahl biefer & Biehungen, 
worin mehr ſchwarze, ald weiße Kugeln gegogen werben, mit / bes 
“ zeichnet, fo ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 7 zwiſchen gegebenen Are. 
zen liegt, nach bem erſten Satze in $. 52. dieſelbe, als wenn alle 
Bahrfcheinlichkeiten s, s’, 5”, ... unter einander und ihre Mittelmerthe 
7 gleich wären. Geben wir alfo@,r, I—r für u, g,p in bie 
Formel (17), fo erhalten wir: 


2 © 7,1 Br 3 
R=1 _ — di —e* 
Fl. ° t7 ern 


„für die Mahrſcheinuchbeit/ daſſ bie Zahl / zwiſchen den Grenzen: 
arzuV sard—n) 


legt, ober‘ einer betjelßen gleich il, wenn u eine ggarV a | ſehr Meine 
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Baht iſt. Dieſes ift die Aufldfung der Aufgabe, welche wir und ge- 
ſtellt Haben, und die Anwendung derfelben bezieht fich auf die Wahlen 
der Deputirten in einem großen Lande, wie 3. B. in Frankreich. 

Die Zahl der Wählenden in ganz Frankreich wird durch c aus⸗ 
gebrüdt, bie unter ihnen, welche eine beftimmte Meinung haben, durch 
a und die Anzahl der von ber entgegengeſetzten Meinung durch *3 oder 
c— a. Die Sefammtzahl c wird in « Wahlcollegien getheilt, wovon 
jedes einen Deputirten wählt, fo daſſ der in einem Wahlcollegio ge⸗ 
waͤhlte Deputirte von der zweiten oder der erſten Meinung iſt, je nach⸗ 
dem bie Anzahl der ber einen ober der andern Meinung angehörigen Waͤh⸗ 
lenden dad. Uebergewicht bat. . Man fol alsdenn die Wahrſcheinlichkeit 
R beflimmen, daſſ die Anzahl 7 dex Deputicten, welche, der zweiten 
Meinung angehören, zwilchen gegebenen Grenzen liegt, wenn voraudgefeht 
wird, baff die Abtheilung der Wählenden in « Wahlcolegien zufällig 
geſchehen iſt, d. h. wenn man annimmt, daſſ auf ber allgemeinen Liſte 
u Waͤhlende für ein erſtes Wahlcollegium, u‘ für ein zweites, u’ für 
ein drittes, u. f. f. zufällig genommen werben, und wenn man für 
die Grenzen von 7 bie eben angeführten nimmt, fo wird bie gefuchte 
Wahrſcheinlichkeit AA durd die vorhergehende Formel ausgedruͤckt. 

‚Obgleich jedes Wahlcolleggum aus Waͤhlenden deſſelben Bezirkes 
und nicht aus Wählenden befteht, welche, wie wir es voraußfeben, 
ganz zufällig aus der allgemeinen Lifte genommen find, fo kann es 
‚doch von Nusen fein, zu erfahren, was in dieſer Vorausſetzung flatt- 
finden würde und nun an Beifplelen gezeigt werben ſoll. 

6. 98. In Zrankreich betraͤgt die Anzahl der Wahlcollegien, ſo 
wie die der Deputirten 459, und man kann bie Geſammtzahl ber 
Wählenden auf ungefähr 200000 anfchlagen. Wir wollen annehmen; 
daff die Zahlen ıu, w’, a, ... alle einander gleich find, und wenn für 
1 eine ungerade Zahl genommen wird, 


«—459, u=435, c—au=199005 
fegen. Berner wollen wir annehmen, daſſ: 
| a=94825, b=104835 


ift, fo dafl der Unterfchleb zwiſchen der Majorität und Minorität uns 
gefaͤhr 25 ber Gefammtzahl der Wählenden beträgt.. Die Größe y iſt 
negativ. an fegt daher v= — Y, und wenn man ben poeiten ber 
beiden. Verthe von y in $. DL. nimmt, fo folgt: 


et dı= — 0,13684, 


T 


Y.) 
v„= 0,77306, af, 








und J* der aiten der Formeln (30) het man: 
5— 0,86426, 1 — 5 —0 ‚14574. 


Die Bahrfcheinlichkeit einer Wahl In dem Sinne der Majorität 
der Waͤhlenden würbe alſo größer fein ald 24, und obgleich die Mi⸗ 
norität. nicht beträchtlich von der Majorität verfhieben ift, fo würde fie 
doc kaum mehr, ald „4 der.- Deputirten zu. wählen hoffen koͤnnen. 
Sept man’ diefe Werthe von s und L—s fürr und L—r in den 
Ausdruck von. im vorhergehenden $., feht «459 und nimmt u—2; 
fo findet man: 


R= 0,99682 


für die Wahrſcheinlichkeit daſſ die Anzahl der durch die Majoritaͤt ge⸗ 
wählten Deputirten zwiſchen den ˖ Grenzen 392721 und bie Anzahl 
der von der Minerität gewählten Deputirten zwiſchen ben ‚Grenzen 
67 +21 liegt. Die Amplitude diefer Grenzen ift gegen bie Zahl « 
beträchtlich, weil & nicht fehr groß ifl. 

Wir wollen wieder annehmen, baff die Differen; 5 — 4 ungefäh- 
Vr von e beträgt, aber für m eine gerade Zahl nehmen. Wir fehen 


daher: | 
e=459, u=4836, c=a#u=200124 | 
und außerdem; 
-_ a=95064, 5=105060. 


Es ift wider = — y, aber män muſſ für y ben erflen Werth in 
$. 91. nehmen. Auf diefe Weiſe findet man: 


v=0,74006, =/[, e-® dt=.0,14764, 





| F 
und hieraus folgt: 
—0,84279, 1—s— 0,15721. 


Aber da 1 eine gerade Zahl ift, fo if der Fall von mn mögs 
lich; feine Wahrſcheinlichkeit ift nach der Formel (81) 0 0,92218, 
und wenn man bie Hälfte davon zu dem Werthe von s abbirt; fo 
hat man e=0,85388, welche Größe wenig kleiner iſt, als bie, 
welche flattfindet, wenn u eine ungerabe Zahl iſt. 


Um den Einfluff der ungleichen Anzahl der Waͤhlenden in den 
verſchiedenen Wahlcollegien nachzuweiſen, wollen wir annehmen, daſſ 
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bie eine Häffte ber Geſammtzahl der Wählenven unter dad eine Drit- 
tel der Wahlcollegien und bie anbere Hälfte unter die beiben anbern 
Drittel gleich vertheilt fei. 

Um die vorhergehenden Formeln auf das erſte Drittel anzuwenden, 
ſetzen wir: 


zye=153, u=654, 10410008632, 
und um ſie auf die beiden andern Drittel anzuwenden, fegen wir: 
30 = 306, u=327, $@«u—=100062. 
Zerner wollen wir: = | 
a=95002, 5b=105062, c= 200124 


haen, ſo daſſ der Unterſchied zwiſchen der Majoritaͤt und Minoritaͤt 
ungefähr wieder Iy ber Geſammtzahl der Waͤhlenden beträgt. Im 
erften Zalle, wo zw eine gerade Zahl ift, findet man: 


k 57089429, 0=0,01876, s+}o= 0,9017 
- und im zweiten Falle, wo / eine ungerade Zahl iſt, erhaͤlt man: 
| s=0,81081. 


Dieraud folgt alſo: 
r=4(0,90117-+ 


fuͤr die mittlere Mahrfcheinlichkeit einer Wahl im Sinne der Majoritaͤt, 
welche, wie man ſieht, etwas groͤßer iſt, als wenn alle Wahicollegien 
aus derſelben Anzahl von Waͤhlenden beſtehen. 

Wenn der Unterſchied 5 — a zwiſchen der Majorität und Mino⸗ 
rität zunimmt, fo nimmt die Wahrfcheinlichkeit der Wahlen in dem 
Sinne der Minorität fehr ſchnell ab, fo daſſ fie fehr bald Null wird. 
Um dieſes zu zeigen, wollen wir annehmen, daſſ die Wählenben unter 
die Wahlcollegien gleich vertheilt ſind, für @, u, € biefelben Bablen 
nehmen, ald im erften Beifpiele und außerdem: 


_ 4=89835, b=109830 


ſeten, ſo daſſ die Differenz d— a ungefähr 15° und folglich bepeie 
fo groß, ala vorhin iſt; fo ergibt fih: 


s—0,98176, 1-50 ‚01824, 
fo daſſ die Wahrfcheinlichleit einer Wahl in dem Sinne der Minorirät 
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ungefähe wur noch 7i, beträgt. Wegen der Kieinheit von s muſſ man _ 
fih zur Beflimmung der Wahrfcheinlichleit 2, daſſ die Anzahl folcher 

in der Gefammtzahl der Wahlcollegien ftattgehabten Wahlen eine gege⸗ 
bene Zahl rn nicht überfchreitet, ber Formel in $. 81. bedienen. Setzt 
man in diefer Formel: 


o=ell: — s)=88713, n=15, 
fa rgibt ſich daraus: 
P=0,88713, 1— P=0 ‚01287, 


woraud erhellet, dafj man faft 100 gegen 1 wetten Tann, dafj nicht 
mehr, ald 15 Deputirte von der Minorität gewählt werben. Wenn 

man den Unterfchieb zwifchen der Majoritaͤt und Minorität auf 30000, 
d. h. auf „3, der Gefammtzahl der Wählenden fleigen laͤſſt, fo findet 
man, daſſ die Wahrfheinlichleit 1—s unter ln herabſinkt, und 
daſſ es folglich ſehr wahrfcheinlih wäre, daſſ kein einziger Deputirter 
von der Minoritaͤt gewaͤhlt würde, 


Biertes Kapitel 


Fortfegung der Berechnung ber Wahrfeeinlichfeiten, 
welche von ſehr großen Zablen abhängen. 


$. 94. Wir wollen und nun mit der Ableitung der Formeln für 
‚veränderliche Wahrfcheinlichkeiten befchäftigen, welche und zu ben Bes 
weifen ber brei in $. 52. und $. 53. auögefprochenen allgemeinen 
Säge, woraus wir Dad Geſetz der großen Bahlen abgeleitet has 
ben, führen werben. 

Wir wollen daher eine Reihe. von u— mn fucceffiven Verſu⸗ 
chen betrachten, waͤhrend welcher ſich die Wahrſcheinlichkeiten der bei⸗ 
den entgegengeſetzten Ereigniſſe E und F auf eine beliebige Weiſe aͤn⸗ 
den, diefe Wahrfcheinlichfeiten bei dem erften Verfuche mit p, und g,, 
bei dem zweiten Werfuche mit >, und y,, ... und bei dem legten 
Berſuche mit p, und 9, bezeichnen, fo daſſ: 


Pıtg1=1, patg2 =... Putguml 


M und die Wahrſcheinlichkeit, vaff Z und F in einer beliebigen Ort 
nung mmal und mal ftattfinden, U nennen; fo iſt U nad ber 





iſt, daff man: | 


Regel in $. 20, ber Coefficient von umo®. in der Entwidehmg bes 


Productes: . | 
CGVGpi -eę)) WP2+r93) ... (uputegu). 
Seht man aber: 

u=eV-1, ve v1, 


fo wird das Glied Uumyn piefes Productes = Uelm-wavVZı , mb 
alle uͤbrigen Glieder enthalten andere Erponentialgrößen, ald em-wmuvV Zi. 
Bezeichnet man alfo diefed Product mit X, multiplicirt daffelbe, fowie - 
feine Entwidelung, mit e-(m-»)2VY 1 dx und integrirt dann vom 
r=—ı bi 27, fo verfhwinden alle Diefe übrigen Glieder, und 
man hat blos: - 


S.. Xen Igdr=2rl, 


welches baraus folgt, daſſ, wenn 2 und 2’ zwei ‚ganze Zahlen atıbe 
drücken, welche pofitiv, negativ, ober Nul find, und wovon bie erſte 
i=zm—nift, man hat: 


J. ‚ VE AV Tg 
S”. [eos@—Yz+ in @—HzV —ı] dz=®, 


wenn & und 2’ von. einander verfchieben find, und: 

J- av 1 et -Agz—2n, 
wenn iſt. 

Zu gleicher Zeit haben wir: 
up g=cosz+(p—gı)sineV —1, 
und wenn wir: 
cos? 24 (py—gp?sin2z—gf 

fegen, fo wird e einen reellen Winkel L geben, welhher ſo beſchaffen 





1 1 
cos z=0051,, — O q)sinzZsinr, 
% 17: 


Du } 


hat, woraus folgt: . " 
| RER ger . 


Das Zeichen von 9, iſt zweideufig, und um bie Begriffe zu firiren, 
wollen wir diefe Größe als poſitiv betrathten. Seht man ber Kürze 
wegen: 


Pı 02 Ps --- u=Fı 
r,tr+r+... trru=Y 
fo vermanbet fü) das mit X bezeichnete Pröduct in: 
x=yev”t, 
und eq m folglich: 
7, Yes —m—ne]dr+ 





= Stein y-(m-ne]dz. 


Wenn die Werthe von z einander gleich und don entgegengeſetztem 
Zeichen find, fo find es die von 7, auch und die von 9, find einander 
glei. Das zweite beſtimmté Integral verfchwindet folglih, weil es 
aus Glementen befteht, welche paarweife einander gleih und von ents 

gegerigefeutem Zeichen find, und ‚diefed muff in der That der Zall fein, 
weil U eine reelle Größe iſt. Wenn die Winkel x einander zu zwei 
rechten ergänzen, fo ift biefed mit den Winkeln 7, vermöge der Aus: 
brüde für sunr, und cosrpaudh der Fall; die Summe der beiden 
Werthe von y—(m—n)z, welche ihnen entfprehen, ift al =ur— 
(m —n)s, oder =2nn, und folglich Ändert ſich der Gofinus von 
V— (m—n)x nicht. Daſſelbe gilt binfichtlich der Werthe von F, 
daff die z und m— x, fo wie die z und — x entfprechenben Sie: 
mente des erften bejliimmten Integrales einander gleich find. Läflt 
man alfo dad zweite Integral hinweg, reducirt die Grenzen des erften 
auf Null und I und multiplicirt das Reſultat mit 4, fo erhält 
man: 






_. * _ _ 7 
U= S. Ycos[y (m n) ide. (1) 


Die angezeigte Integration laͤſſt ſich nach den gewöhnlichen Res 
Poiſſon's Bapricheinlichkeitse. ıc. 14 


210 


geln immer unter enblicher Form bewerffictigen. Wer wenn -ı Feine 
fehr große Zahl ift, fo iſt diefe Formel bei der Verechnung des Ber: 
thes von U von keinem Nuten. Iſt dagegen diefe Zahl fehr groß, fo 
ergibt fih aus biefer Forwel, wie man fogeic ſehen wird, der Werth 
von U mit einer fo großen ‚Annäherung, ald man nur will. 

8. 95. Für 20 rebucirt ſich jeder dercFactoren von F’ auf die 
Einheit und ift für jeden, zwifchen den Sntegrafionögrenzen liegenden 
Werth von x Heiner, als die Einheit. Wenn alfo z eine fehr große 
Zahl ift, fo ift diefes Product im Allgemeinen für alle Werthe von a, 
welche nicht fehr Hein find, eine fehr Meine Größe und P verfchwinbet 
für alle endlichen Werthe von x, wenn u unendlich wird. Hiervon 
findet nur dann eine Ausnahme ftatt, wenn die Factoren von F ohne 
Ende gegen bie Einheit convergiren; denn bekanntlich kann dad Pro 
duct aud einer unendlichen Anzahl folcher Factoren eine endliche Groͤße 
zum Werthe haben. Wegen: 


—1— 4p5940 Sins 

würde biefer Umftand nur ftattfinden können, wenn eine ber Wahr: 
fcheinlichkeiten der beiden Ereigniſſe Z und F oder ihr Product P,9; 
während der Reihe der Verfuche ohne Ende abnähme. Wird alfo die 
fer befondere Fall auögefchloffen, Jo kann man, wenn / eine fehr große 
Zahl ift , bie Veraͤnderliche x ald eine fehr Heine Größe Betrachten und 
den Theil des vorhergehenden Integrales, welcher den uͤbrigen Werthen 
‘von = entipricht, unberuͤckſichtigt laſſen. 4 


Entwickelt man alsdann nach Den Potenzen von x?, fo erhält inan 
"die fehr convergirende Reihe; 


9 =1—- 2942’ +GprAr2pige)z* — ee. 
und folglich: 
s =—2Pı9=? +apg—apf gB)z4— ehe , 
"woraus folgt: 
lg Y=— uks 22 Kur k'2)24—2te., 
wenn man ber Kürze wegen: 
2249 =uls, 42p7 9? =uk?, etc. 


fett und die Summe I von — 1 bie = u eifiredt, Wenn man 
fema: 
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2 
rn 
fest, die neue Veränderliche = al eine fehr Meine Größe gegen V u 
betrachtet und die Größen von ber Kleinheitdorbnung von — unbe⸗ 
ruͤcſichtigt kaͤſſt, fo folgt: 
Y= Fu 


Nach den Werthen von go, und sin r, hat man ferner: 


. neo WELL Nz tee | 
Mit p und g wollen wir die mittlern Wahrfcheinlichkeiten von 
E und F während der ganzen Verſuchsreihe bezeichnen , fo bafl: 
1 1 
P=—:Prr 9= 3%, prg=1 

| m 

Mt, wo fi die Summe 8 wieder von 21 bis 2= u erfiredt, und 

ber Kürze wegen: 


4 
3A mMAru=h 
ſetzen, Behaͤlt man blos die Größen von der Kleinheitsordnung von 
75 bei, fo ergibt ſich zunaͤchſt: 
BR. 
23 h 


Y=z(p4- Vut —, 
*9 tr 


und on: j 


za {y— (m —n)2]= cos (26 Vo- R sin (zg Vu, 


* 
wo der Kuͤrʒe wegen: 
P—— - (9— 9 8 
giſeht iſt. 
Subſtituirt man dieſe Werthe von Y und cos (Y—(m- —n)?} 


in die Formel @ und fest darin v5 dz flatt dx, fo kommt: 
14* 
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= elf [ — 
— — 28 sin(zgV Wdz ] . 


Da der Fall, wo die Werthe von p, und q, ohne Ende. abneh⸗ 
men, ausgeſchloſſen iſt, fo Tann X2 Heine fchr - Feine: Größe fein. 
Fur Werthe von z, welche mit Vu vergleichbar find, iſt folglich die 
Exponentialgroͤße e222 unmerklich, und obgleich man dieſer Veraͤnderli— 
chen nur ſehr kleine Werthe gegen Vr geben darf, ſo kann man nun 
das Integral über dieſe Grenze hinaus erſtrecken und es, wenn an 
will, von z=0 bi8 z=w@ nehmen, ohne feinen Werth merklich zu 
verändern. Nach einer bekannten Formel bat man alßdann: 





— ug? 


ve) 
J. ehe Ccosz eV WdIz= ie e aM, 
0 


Differenzirt man dieſe Gleichung fuef ve in Beziehung auf g und M, 
fo ergibt ſich daraus: 


| i _ ug 
YA e #22 .8 (inzgVn)da=V (+25). u 
J, . > | 














8%5 2 k2 
unb vermittelft diefer Verhe verwandelt ſich der von U in: = 
1 | 2 Kur. 
U- _e (3 BE ak? 
kV au 78 *ãAæ ka 


Wegen der Gpponentialgröße e u ift dieſe Bahrfgrifl chkeit 


unmerklich, ſobald g nicht von der Groͤßenordnung bes Brucdes * 
iſt; aber wegen p+g=1 und m-+n=u kann dieſe Größe g nicht 
von diefer Größenorbnung fein, wofern dieſes nicht einzeln für p * 


und g— — welches uͤberdies gleiche Größen mit entgegengefegtem Bei 
chen find, der Fall if. Wenn man folglich: 
| m ko n ko 2 ko 


p Ti v:'' A Va” 15 
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= 
fest, fo bat die Wahrſcheinlichkeit U’ nm für Werthe von 9, welche 
pofitiv, negativ, nder Null, aber gegen Vus ſehr klein fd, merkliche 
Wertbe, und hieraus ergibt fich endlich: 
u=-—ıoe" _ ke _ am, %r20° e (2 

für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Aa m und n folgende Werthe 
haben: 
m=pu—0okV u, n=qu+6kV u; 
d. h. Werthe, welche faft den mittleren Babrfheinlihteiten p und q 
und der Zahl der Verſuche proportional find. 

$. 96. Sollen m und n ganze Bahlen fein, fo mufl 6 ein Viel⸗ 


faches von vr ober 0 fein. Sebt man in der Formel(2) H=0, 








fo erhält man Nr - für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Zahlen m 
und 7 fich genau wie € und g verhalten, Bezeichnet man mit Z eine 
poſitive Größe, welche ein Vielfaches von iv; ift, feßt in der vor 
bergehenden Formel fucceffive 9= — und OL „uud addirt die bei- 
den erhaltenen Refultate; fo brüdt ihre Summe v=° Ede Wahr: 





fheinlichkeit aus, daſſ m eine der beiden Zahlen purkt V u, und 
n eine der bAben Zahlen guckiV u iſt. Es fei: 


_ © — —0 
kV 
u ein ‚gegebenes Vielfache von 5; ferner merde in der vorhergehenden 
Sunme fucceffive =, =25, =306,... his d=u gefeht und 
die Summe aus den erhaltenen Refulten und dem 6 0 entſprechen⸗ 
den Werthe von U mit R bezeichnet; fo haben wir: | 





_At ,3 „on 

R= var zu Wa” \ 

für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahlen m und 7 zwiſchen ben Grenzen: 
puFukVu, qutukV u 

, fegen, ober einer derſelben gleich find. 

















Pr — — — — —— ——— 
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Das Summergeihen Z bezieht ſich auf bie Werthe von 2=6 
bis E=u, welche nach derſelben Differenz © zunehmen; allein man 
kann für diefe Summe den Unterfchied der Summen von ce” für 
die Werthe von 2=06 bi und von Z=mut+db neh⸗ 
men. Nach der bereits in $. 91. angewandten Euler’fchen Formel 
wird dad Product aus diefer lebten Summe und Ö mit dem Grade 


‚von Annäherung, bei welchem wir ſtkhen bleiben müffen, d. h. indem 


man bad Quadrat von ô vernachläfligt, durch: 


vo] yo Ö 2 
ed —e* 
SU 2 


ausgedrudt. Wenn man a0 fegt, fo erhält man auch: 
ıV a—ı8 | | 
für die von 2=0 bi = genommene und mit :Ö multiplicirte 


Summe. Wenn man alfo von diefer legten Größe bie vorhergehende 
abzieht und durch Ö dividirt, fo erhält man: 


—t _ı Bu 1 oo —e2 1 — 32 


3. | a. . 
für die im Ausbrude von AR vorlommende Summe, und mit Beruͤd⸗ 
fihtigung des Werthes von Ö verwandelt ſich dieſer Ausdruck in: 


* et ee | 

R= A 4 Hy‘ . 8) 

Wenn bie — pP: ua gg; conflant und folglich 

ben mittleren Wahrfcheinlichkeiten p und g gleich find, fo hat man 

k-=V 2 P4g, fo daſſ die Formel (3) und die vorhergehenden Grenzen 

von m und rn ‚mit der Formel (17) in $. 7°. und den ihreentfpre 

chenden Grenzen "übereinftimmen. Diefe Uebereinflimmung zweier Re- 

fultate, welche durch fo verſchiedene Methode erhalten find, koͤnnte, 

wenn es nöthig wäre, zur Beilätigung der Richtigkeit unferer Rechnun⸗ 
gen dienen. 

Nimmt man fie u eine etwas beträchtliche Zahl, z. B. die Zahl 

3 oder 4, fo iſt der Werth vom I? fehr wenig von der Einheit ver- 

fhieden. Wenn man alfo bie Anzahl u der: Verſuche ſehr groß an⸗ 


nimmt, ſo iſt es faſt gewiſſ, daſſ ſich bie Verhaͤltniſſe Pr und — 


ſehr wenig von den mittleren MWahrfcheinlichkeiten p und g entfernen, 
welchen fie fid) defto mehr nähern, je größer 1 noch wird, und welchen. fie 














u‘ 


in allee- Strenge glei werben würden, wenn z umenblidh groß wlrhe, 
wodurch alfo der erſte der beiden allgemeinen Säge in $. 52. bewies. 
ni “ 

$. 97. Es fei nun A irgend eine zu beflimmende Größe, welche - 
mehrere pofitive ober negative Werthe haben Tann und weiche wir als 
Bielfache einer gegebenen Größe @ betrachten wollen. Diefe Werthe 
follen zwiſchen den. Brenzen «w biß&@ incl. liegen, ſo daſſ — 1 
ihre Anzahl iſt, wo @ und E ganze Zahlen bezeichnen, welche aud) 
=0 fein Fönnen, und wovon die zweite, ihrem abfoluten Werthe 
nad, größer ift, WB die erfte, und 5=« ift, wenn A nur einen ein- 
zigen Werth haben fang. Es find nicht blos alle möglichen Werthe 
der zu beſtimmenden Größe A, bei jedem Verſuche ungleich wahrfchein- 
lich, fondern es wird auch größerer Allgemeinheit wegen voraudgefegt, 
daſſ fi die Wahrfcheinlichkeit deffelben Werthes von einem Berjuche 
zum andern ändert. Wenn n alfo eine beliebige Zahl. ift, welche, 
zwiſchen & und & liegt, ober einer biefer Grenzen gleich ift, fo wollen. 
wir die Wahrfcheinlichfeit ded MWerthed no von A bei dem erften Ber: 
fuhe mit N, , bei dem zweiten Verſuche mit N,, eic. bezeichnen. . 
Iſt alsdann die Summe der Werthe von A, welche bei 14 fuccef- 
ſiven Verſuͤchen ftattfinden fo kommt es darauf an, bie Wahrſcheinlich⸗ 
keit zu beſtimmen, daſſ dieſe Summe zwiſchen gegebenen Grenzen liegt. 

Mir wollen die Wahrſcheinlichkeit, daſſ s genau =mow ill, 
wo m Wine gegebene Zahl bezeichnet, welche zwiſchen « und 8 liegt, _ 
odero einer diefer Grenzen ‚gleich ifl, mit IT bezeichnen. Bildet man 
das Moduct: u 


ZN te ZN, zN,0® 2,2, 


worin 2 eine unbeflimmte Größe ift und dad Summationdzeichen 
fi) auf alle Werthe von n=« bi n—6 erftredt, und entwidelt bie: 
ſes Product nach den Potenzen von 29, fo ift leicht einzufehen, daſſ 
IT der GSoefficient von 2£”® in dieſer Entwidelung iſt. Fuͤr den Fall 
u=1 ift dieſes einleuchten. Wenn u—=2ift und n’o, no be⸗ 
zeichnen zwei Erponenten von 2, ber eine aus ber erften und der 
andere aus der weiten Summe 5; fo ift Har, dafj der Werth mw 
von A auf fo viele verfchiedene Weifen ſtattfinden Tann, als die Gleis 
chung n'’-+n"= m verſchiedene Auflöfungen geftattet, wenn man für 
n’ und n'" Zahlen von @ bis E nimmt. Die Wahrfcheinlichkeit jeder 
diefer Arten ift daB Product der Werthe von N, und: N,, welche je 
dem Paare der Zahlen nn’ und 7° entfprehen. Folglich wird die To⸗ 
tapwahrficheinlichleit von sS=mw durch den Coefflcienten von 27° im 
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bem Producte ber beiden erſten Summen ? ausgebrüdt. Diefe Schluͤſſe 
laſſen fi leicht auf den Kal von U— 8, —=4, etc. ausdehnen. 
Benn alle die Größen N,, N, N, . .. einahber gleich find, fo 
verwandelt fih ihr Product in die ste Potenz eined der Polynome, 
welche den Summen 3 entſprechen, und dieſer Fall iſt bereits in & 17. 
betrachtet. . 

Seken wir nun: 


P—-AV—ı 


und bezeichnen das Product ber # Summe 2 mit X, fo haben wir 
wie weiter oben: 


-mOVY Zi . 


N=-- __Xe do. 


2x 
Es fein num 2 und 2° zwei gegebene Zahlen und P die Wahrfchein- 
lichkeit, daff die Summe s zwifchen den Grenzen zo und 2’ Tiegt, 
oder einer berfelben gleich ift, fo ergibt fi der Werth von P aus 
dem von I7, wenn man barin fücceffive m=2,—=.!-+1,=:+32, 
.=!’ fest, und da die Summe der corgfpemdirenden Werthe von 


e eva durch: 


2 


V-ı J | . 
2sin} 0 
' . = * 
außgebrüdt wird; fo folgt: ® 
Hd V-I 2 -d-HOV = Xd0 
e —e —. 
sin 40 





Zur Vereinfachung diefer Formel wollen wir annehmen, daſſ co 
“eine unendlich kleine Größe ſei, für und 2’ zu gleicher Zeit unendlich 
große Zahlen nehmen und: 


‚o=c—e, !oa=c-te, O=azr, dd=odz 


feßen, wo ce und e gegebene Conftanten find, wovon die zweite pofitiv 
ift, damit >: fei, wie ed der Ausbrud für P vorausfegt. Die 
Grenzen der Integration für die neue Weränderlihe x find ER; 
ferner ift an$0=4oz, und wenn man +4 gegen 2 und 2° ver 
nachlaͤſſigt, ſo verwandelt fich diefer Werth von P in: 


-ı/ XeraV—l smex da 0) 
Bi — = 
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Da die möglichen Werthe von A nach unendlich Heinen Incre⸗ 
menten wachen, fo muff ihre Anzahl als unendlich groß und die 
Wahrſcheinlichkeit eines jeden als unendlich Hein angenommen werben. 
Bezeichnet man durch = und 5 gegebene Gonftanten und duch z eine 
fletige Beränverlihe, fo kann man: 


coa=a, &w=b, n0=z 
fegen. Zu gleicher Zeit hat man: 
Pe, 
‚und ed werde: 


N,=of,z, N,=wf,z, N,=o@fsz, etc. 
geſttzt. Jede der in X vorkommenden Summen Z verwandelt ſich als⸗ 


dann in ein beflimmtes Integral, wovon 4 und d bie Grenzen find, 
und wenn man @ für bad Differenzial von z annimmt, fo ergibt ſich: 


bu b =T 
af ya] EN Fgpede.... 
DB .. 1. 
SE rad:  @ 


für dad Probuct der zu Factoren, welches man für X in bie Formel 
(4) fubftituiren muff. 


$. 88. Diele Formel druͤckt die Wahrfcheinlichkeit aus „daſſ bie 
Summe der Werthe von 4 in u Berfuchen zwiſchen den gegebenen 
Größen c—e und c-+H3 liegt. Bei dem nten Verſuche ift die un⸗ 
endlich Heine Wahrſcheinlichkeit eines Wertpes z von dI— /nzdz, und 
da Es der Vorausſetzung ae möglichen Werthe von A zwifhen a 
ugd Wiegen, und bei jedem Verſuche einer derfelben nothwendig flatts 
finden muff; fo muſſ: Ä 


2 
J. :dz=1 
a 
fen, wo die Function nz übrigens continuirlich oder discontinuirlich 
fan Tann, wofern fie innerhalb diefer Grenzen @ und d nur eine po⸗ 
fitive Größe fi. " | 
. Benn fi) die Wahrfcheinlichkeit jedes Werthes yon = wahrend 
der Verſuche nicht verändert, fo iſt die Function von nz unabhängig 
von rn, und ‚bezcihnet man fie mit /z, fo bat man: 


18 


2=(/,- VA yzde)‘, Sfede=r 


Ban ferner die Werthe von A gleich wahrſcheinlich ſind, ſo iſt 
Fz eine Conſtante, welche, um der letzten Gleichung zu genügen, 


=—— fein muff. Setzt man: 
' | a-h—g,b=h+g, 
fo bat man folglich: 
„Lt [eva _ MED hayT. 
re Szd — 
und vermoͤge dieſes Werthes verwandelt ſich die Formel (4) in: 
_ı Sing x u sins% _ 
P= Ze a cos(uh Oxd». 
„va 


sing æ u sin eu 


nu —oaden 











oder blos: 
En (re) 7 sines cos(uh _ — X (6) 


weil dad zweite Integral verſchwindet, indem es aus Elementen beſteht, 
welche paarweiſe einander gleich und- von entgegengefeßtem Zeichen find, . 
während das erſte Integral paarweife gleihe Elemeute mit demfelben 
Zeichen hat. Da der Erponent u eine ganze und poſitive Zahl ift, fo 
tollen wir zeigen, daſſ diefer Werth von P immer unter enblicher Form 
erhalten werden kann, wenn man bie ute Boten; von sing x vermit⸗ 
telſt der bekannten Formeln: 


2 song z— | . 





o 
(— 1 cosugz— cos u 2) get cos u—)g= 
— TE su) get etc. | 
1.2.8 | 9 
2sınFg=— 
4-1) 
(-1) [e* ug=—usinu-Dge+- —sin(u-. 4)ex 
Kämlıu— 2 


age etc.) 
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- nach den Sinus ober Cofinus der Vielfachen des Bogens gx entwi⸗ 
delt, wovon jede aus einer endlichen Anzahl von Gliedern befteht, ins 
dem bie erfte flattfindet, wenn die Zahl u gerade, und die. zweite, 
wenn fie ungerade ift. 


$. 99. Zu dem Zwede wollen wir bemerken, daſſ bekanntlich: 


—W 
SuMVV 
S. —  de=+}R 
0 x 


iſt, wo das obere oder ımtere Zeichen angenommen werben muſſ, je. 
nachdem die Eonftante Y pofitiv oder negativ if. Es fein « und E 
zwei andere pofitive Größen, imb wir wollen 8x und 8dx reſp. für 
x und dz ſetzen, wodurch die Grenzen des Integrales nicht geänbert 
werben, fo erhalten wir: 


>D sin6y& 
f. r de=+1a 


0 x 





und wenn man mit do multiplicirt und hierauf von ge=i1 bi e=o 
integrirt, fo folgt: | 


S; (os y2— say Er jr —e)y. 8 
Diefe Gleihung findet offenbar für y- —0 flatt, obgleich bie, 


woraus fie abgeleitet. ift, in biefem befondern Falle nicht flattfindet. 
d 
hr erfter Theil iſt die Differenz zweier . Integrale S. cosay=” 


CL) 


dx 
und J. cos Yy 25, wovon jede einen unendlichen Werth hat. 


Aus ‚biefem Grunde nnen fie nicht einzeln betrachtet, und ber. Werth 
von x Tann in dem einen nichk geändert werden, ohne dafj ed in dem 


andern gefgieht. Setzte man z. B. — und = fir z und dx in 


© ds 
das erſte, fo verwandelte ed ſich in @ J. cos YxZzı und wenn man 
die beiden Theile der vorhergehenden Gleichung durch 1 — @ dividirte, 
fo erhieffe mp: 
25 do 
[. cosyzz =FbrY, 


was ungereimt wäre. Diefelbe Bemerkung ift auf jedes Integral, wel⸗ 
ches, wie der erſte Theil der Gleichung (8) einen endlichen Werth hat, 
der der Unterſchied zweier unendlicher Integrale iſt, anwendbar. j 


Bir wollen diefe Gleichung (8) mit — dy multipliciren, und“ 


dann ihre beiden Theile fo integriren, daſſ ihre Integrale für 0 
verfchwinden, welche: | 


Sf” (nr 7 Gera) 


. gibt. Integrirt man ein zweites Mal auf dieſelbe Weiſe, kommt: 


M (cosyz— er? = )=2u-0) — 


eine dritte und eine vierte Integration, würben ebenfalld 


. > 0) , ” 1 — 2 d 
af [sing +] 
Pr 0 ao 


a) 











a? 25 
yt 
| =E+(10) 57’ | | 
FIN non re et | 
ys - 
=Fil— 2.8.18 


geben, und wenn man auf biefe Beile fortführes fo würde man zu 
Gleichungen von der Zorm: 


— Garen 


= + (1-— e) a 








1.2.8. 
” wwsayx d 
2 feste 
ne ——— 


gelangen, wovon die erfie dem Kalle entſpricht, wenn A efhe gerabe 
Zahl und bie zweite dem Zalle, wenn 24 eine ungerade Ku ft. Die 
Größen C und C' find beflimmite Gonftanten, welche von @ und Yy 
abhängen; ' aber deren Teicht zu bildende Ausbrüde wir bier nicht zu 
 Iennen brauchen. j 

Setzt man in jeder dieſer Gleichungen y-te und y—e ſtatt Y, 
fo erhält man durch Subtraction der Refultate: 
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[7 [oosyzsinez _ ment Lan] 
ar oft! 


— 11 
— Ko AMetst-@- 7], 


af [siny = sine-— m ta-02] 
fat „uri 
— 19-1. 
sr] 


wo bie Conftanten D und » von C und verſchieden find. Seht 
man ferner ſucceſſive y+(u-—2n) g und y—(ü—2n) g für y, 
fo erhält man, indem man bie aus ber erfien Gleichung erhaltenen 
Refultate addirt und die aus der zweiten erhaltenen fubtrahirt: 


8 «XD u 
HJ. [eos uZamgresyzener— 


Pu | ra-e) 2 —- 
_A-c)(- 1)# 


Fury —— ————— 
FYrtug— 228g - SV FYy—ugt2ing— Dat 
—* ———— 


—ADVV——— _ 
v Fi rd) 2]; 


(ed | 
a 1) all —EDE Fygteng-te)' 


FYytug—2ng— ty — ugdane — A 


‚wo, E und E’ aud von D und D’ verſchiedene Eonftanten find, 
Gibt man ber Zahl 7 die fucceffiven Werthe 0, 1, 2, 3,..., fekt 
der Kürze wegen: 


um [cosug2>-cos wg cos (14 — 44* 
u. - 1 -2 


— — — (05 (u —XR | 


1.2.8 


cOsyxsins% 


Fu 
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Ki 
= [sinugz=—usin a 2)g2+°— sin N)gz 
cosyxsinex 


sin u 6)gx+ u.) — 5 


__BB—1.p— 
1.2.8 








und bezeichnet mit u’ und v’ die Werthe von u und v, wann man 
darin x in @z verwandelt; ſo ergibt ſich aus den vorhergehenden 
Gleichungen: 


* —-4 % — a) (— 1)%% 
SS, er 41-0 


a1 x? 1. 2. d,.. «PR 


zu 1. 2. Bio 


wo F und F wieder von E und Z’ verfchiebene Conſtanten ſind. 
In dieſen letzten Gleichungen iſt: 
be A A 


HI — "(ytug-4g+9% 


. 1. 2 
—— —(r+ug- gt tete. 


gefeßt und mit Z’ der Werth von Z' bezeichnet, wenn darin daB Zei⸗ 


chen von g geändert wird, und ebenfo "bezeichnen T, und I”, bie 


Werthe von I’ und I”, wenn man darin daß Zeichen von e verän- 
dert. Kehrt man nun die Ordnung der Glieder von I’ und I”, 
welche nur in endlicher Anzahl vorhanden find, um, fo’ ift leicht ein⸗ 
zufehen, daff I’=T und I",=T, iſt, wenn u eine gerade Zahl ift; 
aber 7, =—T und I’, = —T,, wenn u ungerabe if. Die vorher⸗ 
gehenden Gleichungen rebnciren ſi daher auf die folgenden einfachern: 


‚, (-e)Fidas ' 
[Tr ut — Fu | — 1a ’ 
_a-o)(-rle—r) lI | 


1.2.8..% ( ) 


Nſ⸗ +5 j 


_a-e)(- Hr or). 
1L.2. 83... u 


8 [pr „zarte da _ ao rn on rn, 4m), 





In jeder der beiven Größen T' und 7”, welche diefe Gleichungen 
enthalten, muff man nad) dem Urfprunge ber doppelten Zeichen ihrer . 
verſchiedenen Glieder das obere oder untere Zeichen eines beliebigen 
Glieded nehmen, je nachdem die darin vorkommende, zur Potenz 1 er- 
hobene Größe poſitiv ober negativ ifl. 

Nun bat man aber vermöge der Gleichungen @: 


uda Au S ds 
=(—1) 2 x zu, 
SS =(—]) sin" g=rcosyxsine 2 


P 2. — 
=(— Vi » * /” sin "grcosyzsines I. 
0 





at 
Die in den zweiten Theilen diefer Gleihungen enthaltenen In⸗ 

d ( 
tegrale ſind endliche Größen; bie Integrale * —* und odz 
0 & @ 0 1? 


und folglidy die, welche fih daraus ergeben, wenn man u’ und v 
flatt zu und © ſetzt, haben auch emdlihe Werthe, und mithin ift 
die, in Beziehung auf die Gleihung (8) ‚gemachte Bemerkung nicht 


mehr auf die Gleichungen (9) anwendbar. Gebt man nun — und 
Z fer md de in bie u! und o" entfprechenden Sntegralb, ſo 
erhält map: 


u —F udæ er © odz 

| ‚fi = 
und F dieſer und ber —— * verwandeln ſich 
die Geichungen (9) in folgende: 


4 — sin“ ——— (— rl —| 








ı Tr-n *# 
7. 2.3... 
Ei — sin" g=00syzsines TH— 1) Kr Oft nn 
r—T, 


— 1. 2. 3... . 


Rn 4 
Da aber das Integral ur unendlich ift, fo Fönnten biefe 
. , 0 , . . 
beiden Gleichungen nicht flaftfinden, wenn bie Gonftanten F und F 





vw 
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nicht Null wären, und es muſſ folglich identiſch f=-0 und F=0 
fein, was ſich übrigens darthun ließe, wenn ed nöthig wäre. Dem⸗ 
nach rebuciren ſich die beiden letzten Gleichungen auf eine einzige, 
nämlich: | j 
2 — 

2*. sin" gzcosyzsinea ꝰ 

r 0 j fer . 1.2.8...# 
welche für beide Fälle, 1 mag gerabe oder ungerade fein, flattfindet. 
Wenn man darin: - 


yzuh-c 
fegt, und die Formel (6) berüdfichtigt , fo ergibt fich daran endlich die 
Gleihung: j 


T—T, 
1.2.8...#° (10) 


welche den gefuchten Werth von P unter enbliher Form gibt. 

$. 100. Fuͤr 4*1 oder bei einer einzigen Beobachtung iſt ? 
die Wahrfcheinlichkeit, dafl der Werth yon 4, welcher nach der Bors 
ausfegung zwifchen den gegebenen Grenzen @ und d, oder A— g und 


2(2 2)" P- 


46 liegen muff, nad) der Beobachtung zwiſchen den ebenfalls ge⸗ 


gebenen Grenzen c—e und c-te liegt. enn diefe legten Grenzen 
die erften zwifchen fich fchliegen, fo muff folglich P=1 fein; wenn bä= 
gegen die legten Grenzen innerhalb ber erfien Iegen, fo muff P das Ver⸗ 
hältniff des Intervalles Ze ber lebten zu bei Intervalle 24 der erfien 
fein. Wenn die legten Grenzen beide außerhalb des Intervalles der erften 
fallen, fo muff P=0 ſein. Wenn c— e in das Internal von b — 
und s+g und ce außerhalb deſſelben fänt, fo muſſ P das 2 
hältniff des Unterfchieded zwifhen A+g und 'c— e zu dem Snterfhlle 
28 fein, und wenn endlih ce in daß Intervall von a— g und 
A-+-g und c — e außerhalb deſſelben faͤllt; fo muff P das Verhaͤlt- 
niff des Ueberfhuffes von c+e über — g zu dem Intervalle 2g 
fein. Dieſe 5 verfchiedenen Werthe von P, naͤmlich: 


P-1, P-—, P=0, 
8 


p"tezct, p-T:-hte 
28 Ag 


ergeben fich in ber That aus der Gleichung (10), weiche für u—ı 
gibt: 
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P=(T— T,). 


Au vi Beit ft y=b— c und folglid: 


+(h+8—c+)F (—g—c+:) 
IT —— — 


In dem erſten der eben angeführten 5 Faͤlle iſt offenbar c 
htg und c—e<h—g; die zwiſchen den Parentheſen ſtehenden 
Größen find in dem Werthe von I’ pofitiv und in dem von T‘, ne 
gativ; man muſſ alfo bei dem erflen die obern und bei dem lebten - 
die untern Zeichen nehmen, und hieraus ergibt ſich: 


T=z2g8,1,=—2g, P=1. 
. Sm zweiten Falle bat mm — g >c+te und Ah — g<c—e 


Man muſſ alfo in den erften Gliebern von IT’ und T', die obern und in den 
zweiten Gliedern berfelben die untern Zeichen nehmen, fo daff man hat: 


1 
T=2h—_2c+2:,T T=2h—2c—2e, =T- 


Am dritten Falle iſt A—g>c-e, und man muff in den Aus⸗ 
brüden von T' und T', die oben Beichen nehmen, welches: 


T=2g, I,=2g, P=0 


gibt. Man kann in. biefem britten Falle auch A+g<c— e haben, 
fo daſſ man die untern Zeichen nehmen muſſ, die Werthe von T' und 
T, das Zeichen verändern und außerdem PSO ift. 

Im vierten Falle  c—e>h—g, c—e<h-+tg,cte>h+g' 
fo daſſ man in den beiden Gliedern von T, die unten Zeichen, in 
dem erfien Gliede von I’ dad obere und in dem zweiten bad untere 
Zeihen nehmen muſſ, woraus folgt: | 
he ete 

u Tu 

Endlich iſt im fünften Falle c—e<h—g, cte>h—g, 

ct. <h+g Man muff folglih in dem Ausbrude von T' die obern 


Zeichen beider Glieder, in dem Ausdrucke von T, das obere Zeichen 
des erflen und das untere des zweiten Gliebed nehmen, welches gibt: 


=2h—2c+2e, W=—2g, P=— 


T=2g,T T,=2h— 2c-- 28, — — — — 
Yolfon’s Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 15 
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‚Zür den Fall einer einzigen Beobachtung Tann die Nachweiſung 
der Nichtigkeit des MWerthed von P auch vermittelft ded allgemeinen 
Merthes geichehen, welchen die Formel (4) gib. Wenn man in die= 
fem Falle. f, z ald eine discontinuirliche Function betrachtet, welche für 
alle, nicht zwilchen den gegebenen Grenzen a und 5 liegenden Werthe 
Null iſt; fo wird die Wahrfcheinlichleit 2, daff der Werth von A zwi⸗ 
fhen die Grenzen c=Fe fallen m ‚ offenbar ausgedruͤckt durch: 


P= or fe: :dz. 
Nun bat man aber für u=1 nach den $ormeln (5) und (4): 


X= Bi VI Yrdz, 


— —* (Se: nz, ? dz)e -ay=i sinea , 


und wenn man die Orbnung der Integrationen nach x und z umlehrt, 
und die imaginären Auddrüde fortfchafft, fo laͤſt ſich der Werth von P 
Me ausdrüden: 


—* * he SE a]yzar 


Es ift aber wie oben: 


[, de= +4 
JO —2 


jenachdem die Größe Y poſitiv ober negativ iſt. Der Unterſchied ber 
beiden Integrale nach x ift folglich — O oder =, jenachdem die bei- 
den Größen c+e — z und c— e— z gleiche ober entgegengefegte Zei⸗ 
chen haben. Das Integral in Beziehung auf z rebucirt ſich alfo für 
ıcden Werth von z, melcher entweder größer, ald ce, oder Kleiner, 
als c — e if, auf Null. Es muff fi alfo nur auf die Werthe von = 
erftredten, welche gleichzeitig zwifchen den Grenzen a und 5 und ben 
Grenzen c— e und c-+e liegen, und ba wir /,z für alle außer- 
halb der ‚Grenzen 4 und 5 fallende Werthe von z als gleich 0 be: 
trachten; fo rebucirt fi) der Werth von P auf das Integral: 


SEI2d:, 


was bewiefen werben follte, | 
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$. 101. Wenn' u eine fehr große Zehl iſt, ſo kann man de 
FZormel (4) durch aͤhnliche Transformationen, wie bie in $. 95., 
eine andere verwandeln, welche einen Näherungswerth von gibt. 


Zunaͤchſt wollen wir bemerken, daſſ ſich die Formel (5) ſolgender⸗ 
maßen audbrüden laͤſſt: 


x=/, nz, 21 da, /. N, dz,... 


SET pzudzu. | | 
Seben wir ferne: 


(fi Inn cosxz,dz „) fe Inn sinzz,dz,) =g}, 


fo wird ed einen’ reellen Winkel r, von der Befchaffenheit geben, daſſ 
At 
Pn 
1 b . d D j 
—S, Ininsin x Zn zu=sinT, 
iſt, und wenn man ferner ber Kürze wegen - 
P1 0203 .. -A=Fı 
ritr,. tr... tr,=Yy 
feßt; fo verwanbelt fich ver vorhergehende Werth von A in: 


j d 
n Inn 05% 2, 92, COST, 


X yväi 


Subftituirt man denfelben in die Formel (4), fo erhält man 
folglich: u 


@ . __da . 
=-/ Yoos(y—.cz)sinexz—-+ 
x —v % 


V-i 





© . . dz 
Ysıny—cz)snes—, 
— x 


und da die Elemente’bed zweiten Integrales paarweiſe einander. gleich 
und von entgegengefeßtem Zeichen find, während die des erſten paar⸗ 
weile einander gleich find und daſſelbe Zeichen haben; fo rebucixt ſich 
Diefer Werth von P auf: 

.ı15* 








o | 
= M. Yoos(y—ca)sines“. | (11) 


Für z—=0 if 0,=1 und für jeben andern Werth von x iſt 
J der von go, kleiner, als die Einheit; denn ber Ausbrud von 03 läfft 
fi) offenbar in folgenden verwandeln: 


W — Asaszzde. ], In ooszz’de + 
J 


[. Jn:sinxzdx, JS: Aasinzdi, 
weicher gleichbedeutend ift mit: 


————— 


Dieſe Groͤße iſt aber offenbar fuͤr jeden von der Einheit verſchiedenen 
Werth von = Heiner, als: 


[Spez ded , oder —VV———— 


und folglich Heiner, als die Einheit, weil: 
Jp2d= 1 m Ss de'=ı 


fein muſſ. 

Iſt nun die Zahl zu fehr groß, fo folgt, daſſ das Product FV, 
welches für z= 0 der Einheit gleich iſt, ſich im Allgemeinen auf einen 
fehr Heinen Bruch rebucirt, fobald ‘die Werthe der Veränderlihen * 
nicht mehr fehr Mein find, und welcher ftreng gleich Null fein würde, 
wenn A unenblih werden koͤnnte. Wird alfo, wie in $. 96., von 
dem befondern Falle abflrahirt, wo F gegen eine von Null verfchies- 
dene Größe convergirt,*)fo. darf die Eröße z in dem in der Formel 
(11) vorfommenden Integrale nur fehr Pleine Werthe befommen, an 
deren Grenze der Werth von F unmerfiih wird, fo daſſ, wenn man 


_ 92 
Y=e 


ſetzt, die Veraͤnderliche 0 an dieſer Grenze unendlich groß angenommen 





- ") legen ber Unterfuchung biefes beſondern Falles verweifen wir auf unfere bes 
reits in $. 60. angeführte Abhandlung: in der Connaissance des Tems 1827. 


- 
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werben Fann, und daſſ man, wenn man biefe Weränberliche für = _ 
in das Integral fubftituirt, Null und das Unendliche für die Groyen 
des Integrales in Beziehung auf 9 nehmen muſſ. 


Um = md dæ vermittelſt 0 und d0 außzubrüden, entwideln- 
wir bie vorhergehenden Werthe von g, cos r, und Q,„ sin r, nad 
den Potenzen von x. Set man unter den "Antegraheichen * ſtatt 
2, md: 


B \ . 
J. zf,2dı=k, ‚]. =2/uzdı=ks, 
S; Zöfyede—k“ , ec, 


fo hat man im convergirenden Reihen: 


- a3 u 
g„C0sr „=1—-— —J—— Fr. a —.edc., 


Onsinr, =; 5 


— Kat etc. 
Seht man ferner: 
ER Kb, HR SKuku + 2KB)=g, etc. 
ſo ergibt ſich aus dieſen Reihen: 
, txt, —- ee, 
r ck, —xdgut eec., 

und aus dem Werthe von Q, ergibt fi alsdann: | 
log,= — hut xt (lu hi) —ede. 
Seat man femer: | 

zk„=uk, zh,—uh, Zg,—=uß, 

| 3(, —4h2)=ul, ete., 


wo ſich die Summen 2 immer von *1 bis n—u erfireden, 6 


bat man: 
le = —- = — z2uhtztul— eic,, 


und folglich: \ 


EN . j 
estate 
und zu gleicher Beit bat man: 
.y—c:—=(uk— dx — I_rec, 


Va 
cos V - cx)=cos(uk — $)xc+ 





ER sintuk- — —X 
Vermittelſt dieſer verſchiedenen Werthe verwandelt ſich die Formel (1 1) in: 


do 
P=-/ e 9° vos(tuk — Jzsinex = 
" 0 6 


2 62 ir 
+ Va ee. sin(uk — c)xsinex.02.d0, (12) 





wenn man bie Glieder nmesii, worin u ald Divifor vorkommen 


würde, und = für feinen Werth unter den n Zeichen sin und cos bei- 
behält. 


Segt man: 
ce=uk, 

fd rebucirt ſich dieſe Formel auf: 

_ [ec 02. in | — do 

u Vrh 6 
wenn man annimmt, daſſ das Berpätniff von e zu V u keine große 
Zahl ift, fo daſſ man den Werth von ex auf fein erſtes Glied —— Y5 
reduciren Tann. Da aber @ eine unbeftimmte Gonftante it, fo bat 
man nach einer"befannten Sormel: 


\ 


5 
/ e 0° cos La 


Multiplicirt man dieſen Ausdruck mit * und integrirt dann 
von e=0 bis &=e, fo ergibt ſich: 
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und wenn man 0 
e—=21V uh, da=23V uhdi,e=2uV uh 
ſetzt, und erwägt, daſſ: 


ra dt = ıVYa— 127 
- 0 j 
ift; fo folgt endlich: _ 


P=z1— 





2 p© a 

— di . (18 
7. ⸗ ) 
für die MWahrfcheinlichkeit, daſſ bei einer fehr großen Anzahl u von 
Verſuchen die Eumme s der Werthe von A zwifchen den Grenzen: 


ukzF2%u Vu: h 
liegt, ober was daſſelbe ift, für. bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ der ſich 


aus dieſen 4 ſucceſſiven Verſuchen ergebende mittlere Werth — — von A 
zwiſchen den Grenzen: 


kz 2uVh 
Vr 





liegt.. 
$. 102. Wenn man ber Größe u einen wenig beträchtlichen 
Werth gibt, fo daff aber 'die Formel (13) einen fehr wenig von der 
Einheit verfhievenen Werth gibt, fo folgt daraus, daſſ dad Verhältniff 


7 wahrſcheinlich ſehr wenig von der Größe A verſchieden iſt, und da 


diefe Größe die Summe der möglichen Werthe von A, mit ihren refp. 
Wahrſcheinlichkeiten multiplicirt und durch die Zahl us der Verfuche divi⸗ 
Dirt, ausdrüdt, d. h. die Summe diefer mit ihren reſp. Wahrfcheinz 
lichkeiten multipkicirten Werthe; fo folgt endlich, daſſ der Sat in 8.53. 
auf diefe Weife in feiner ganzen Allgemeinheit bewiefen ift. 
Bei einer fehr großen Anzahl » von Verſuchen nähert fich alfo 
die Wahrfcheinlichkeit, daff der mittlere Werth von A fehr wenig von 


der Größe % verſchieden iſt, fehr der Gewiſſheit. Die Differenz fr —k 





nimmt fortwährend ab, je’ größer u wirb und würde vdllig 0 fein, 
wenn dieſe Zahl unendlich groß wuͤrde. 


Wenn man eine ebene Curve conftruirt, deren veränberliche Coor⸗ 
binaten z und /, 2 find, fo drüdt fie das Geſetz der Wahrſcheinlich⸗ 
feit der Wertbe von A in bem nten Berfuche aus, fo daſſ das 
Element f, zdz der von diefer Curve eingefchloffenen Fläche die un⸗ 
endlich Meine Wahrſcheinlichkeit des Werthes von A iſt, welcher durch 
die Abſciſſe z ausgedruͤckt wird. Die Curve, deren veraͤnderliche Coor⸗ 


dinaten z und m Zf, 2 find, drüdt ebenfo daB Geſetz der mittlern 
Bahrfcheinlichkeiten der Berthe von A für die Reihe von u Verfuchen 
aus. Da bad Integral J. In2zdz=1 if, fo wird bie von biefer 


Gurve eingefchloffene Zlähe von z=a bis z=b5 auch burd die Ein- 
heit ausgebrüdt, und wenn man bie Abſciſſe ihres Schwerpunktes mit 
Tbezeichnet, fo hat man: 


k= LE f, efnede =L, 


fo daff diefe Abfeiffe "die Größe A ift, gegen welche in allen Fällen 
der mittlere Werth von A convergirt. Diefe Größe ift jedesmal = 0 
wenn bie Werthe von A ihrer Natur nach bei jedem Verſuche gleich 
und von entgegengefeßtem Zeichen find und gleiche Wahrfcheinlichkeiten 
haben, d. b. wenn für alle Werthe von 2 und z: 


Ji „(—--2) ni nz 
if. 

Die Groͤße 3 muff poſitiv fein, damit die Grenzen von — reell 
find, was fich auch leicht barthun aͤſt; denn nach dem Wenhe von 
A, und wegen n I zdz'=1 kann man fegen: 


b b , B . 
ah, [, 2: /aede. | Sarde'— |, efazde. |, z’faz'dz’, 


ober was daſſelbe iſt: 


ah Sfr eff zdıdı, , 


oder auch: 


* 











'fb pb 
2=/, /. (22 zz) fyzdz'dz; 
fſolglich, wenn man biefe legten beiden Gleichungen abbirt: 


ih=/, Se N fefsedede. 


Rum ift aber dieſer Werth von 4A, offenbar pofitiv und kann 
nicht mehr Null werden, weil alle Glemente bes doppelten Integrale 
pofitio find, und baffelbe gilt folglich auch von der Summe zh, und 
von A. 


Der einfachfte Fall ift der, wo alle Werthe von A während der 
ganzen Reihe der Verſuche diefelbe Wahrfcheinlichkeit haben. Alsdann 
hat man für jeden Werth von n: . 


1 
er 
’ ’ 3 | 
damit biefer conftante Werth /„z der Bedingung J. Mædæ—1 ge 
nügt, und hieraus folgt: 
| k,„=k=4(a+b), 
h JJ 
- Die Brengen ber Größe — — deren Wahrſcheinlichkeit Pit, find 
folglich : 


6-0) 





Mi | 
d reb w —=_—b 
und fie rebuciren fih auf F--— Ver enn man 2 bat. Nimmt 
man } B.: 
u= 0,4765 ($. 82.), 


fo iſt es gleich wahrſcheinlich, daſſ der mittlere Werth Innerhalb, 
oder außerhalb der Grenzen 7 (0,380), 7- Kkegt, und wenn man 4600 


feht, fo kann man 1 gegen 1 wetten, daſſ der Werth von — nicht 


Rt 


um eine beträchtlichere Größe, als = —=(0,016) 5 von Null vers 
ſchieden ift. 

Diefer Fall findet flatt, wenn ein Punkt MM bei jebem Verſuche 
auf eine gerabe Linie von der Länge 25 fallen fol, und wenn alle 
Lagen ded Punktes AZ auf biefer Geraden als gleich wahrfcheinlich ans 


genommen werben. P ift aldvann die Wahrfcheinlichkeit, daſſ bie 


” mittlere Entfernung des Punktes MM. von’ ber Dkitte: ber Geraden bei 


einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen den Theil 





2u 
Ya der halben 


u 
Länge 5 dieſer Geraden nicht uͤberſchreitt. Wenn der Punkt M bei 
jedem Verſuche auf die Fläche eines Kreifes von dem Halbmeſſer 5 
fallen follte, und alle gleichen Entfernungen _ded Punktes M vom Mit- 
- telpunfte des Kreifed ald gleich wahrfcheinlid angenommen werben; fo 
ift Mar, daff die Wahrfcheinlichkeit /, 2 dz für eine Entfernung z die 
fer Entfernung proportional iſt. Würde diefe Wahrfcheinlichleit wäh: 
rend der Verſuche als unveränberlich angenommen unb man bemerkt, 
daſſ alle Entfernungen des Punktes M vom Mittelpuntte des Kreifes 


e 2 
| zwifchen Null und d liegen; fo müffte man Ine= nehmen, um. 


ber Bedingung J Pr dz—=1 zu genigen, fo daff'man hätte: 
KK, =k=” ‚ °,ah, =s3h= 142—332, 


und P waͤre die Wehſecinian, daſſ bei u Verſuchen bie mittlere 
Entfernung des Punktes M vom Mittelpunte bed Kreifes zwiſchen 
den Grenzen: 
2 er ub 
<= Va 
liegt. 
$. 103. Obgleich wir angenommen haben, daſſ die Größe A 
alle zwifchen den Grenzen a und 5 liegende, aber ungleich wahrſchein⸗ 
liche Werthe annehmen kann (97), fo find die Formeln, weldhe wir 
erhalten haben, doch auch auf den Fall anwendbar, wo die Anzahl _ 
ber möglihen Werthe von A begrenzt ift, und man braudt zu dem 
Zwede nur die Functionen f, 2, fa 2, fg z, elc., welche die Gefeße 
der Wahrfcheinlichkeiten der Werthe don A bei den 1 fucceffiven‘ Ver: 
fuchen ausdruͤcken, ald bißcontinuirlich zu ‚betrachten. 
Denn C,, Ca, gr... c,, fein 9 zwiſchen « und 5 liegende 











Werthe von z, und wir wollen annehmen, daff die Function /„z für 
alle Werthe von z verfchwinde, welche nicht von einer der Größen 
Cr Cr ©gs «». c, unenblih wenig verfchieben fin, Berner wollen 
wir, indem Ö eine unendlich Feine Größe bezeichnet, annehmen , daſſ 


c+3 , c„+r3 
Sapsden. JE nede=ts, ... 

c,t0 

c „der, 


iſt, ſo daſf A nur. 9 gegebene Werthe 5, Car c,... €, haben 
Tonn, deren veiperive Wahrfcheinlichkeiten bei dem 7 ten Verfuche 
YırYar Ya - ++ Y, find, und für die verfchiebenen Verſuche, d. h. 
mit der Zahl n veränderlich fein koͤnnen. Da aber einer diefer Werthe 


bei dem n ten Verſuche zuverläffig flattfinden muff, fo muſſ man fuͤr 
alle Werthe von 5S 1bißd n=u haben: 


Yı +Yy.+Y7,+: ..+9,= 1. 
Diefe Summe ber Größen YırYar Yar«-» iſt überdies ber 
Werth ‘bed Integrales [, Mæde, und dieſe Gleichung erfuͤllt die 


Bedingung Sf. Inzdz=1. \ 
Für einen beliebigen Inder 2 hat man identiſch: 
SeInzde=afSüedet/2- ca fnzdz, 
Suede} SIaedet 2 Se Dfnzdet 
Seo” fn zdz. 


Wenn man biefe Integrale zwifchen ben Grenzen c Fô nimmt, 
fo verſchwinden diejenigen, welche den Factor z— cg unter Dim In 
tegrationdzeichen haben, weil diefer Boctor innerhalb dieſer Grenzen un⸗ 
endlich Hein ifl, und die übrigen Integrale haben ben Werth Man 
hat alſo: 


er c;td 2 — 2 
[ fuede=nite J. N rpede=ye, 


woraus folgt: 
Ss dı=yisı HYyaCatYgcat --- tr - 


\} 


Seren Atyzeatrset..- tYc%, 


und hiernach verwandeln fih bie in $. 101. durch X und 5 bejeichne⸗ 
“ ten Größen in: 


y k=— Eıcı +Y2%+. .. +9) 


1 
h=7,210ı atnat..tn, — 
(eıYıtCaY2t+t:...-+6,192], 
wo fich die Summen F auf ale zu Verſuche erfireden. Die Formel (18) 
druͤckt alfo die Wahrfcheinlichleit aus, daſſ die Summe s ber Werthe 
von A in dieſer Verfuchöreihe innerhalb der Grenzen ukF2uV u h 
liegt, in weiche mm für X und 4 die eben gefundenen Werthe fehen 
muff, und bie ſich leicht berechnen laſſen, wenn die 9 möglihen Wer- 
the von A und ihre refpectiven Wahrſcheinlichkeiten für jeden Verſuch 


gegeben find. 
Kenn diefe Wahrſcheinlichkeiten conſtant und außerdem einander 


gieich find, fo it ihr gemeinfafticher Werth = —-, und man hatı 
| ke —— 


h=slrtttegtet ... +) — 
(u te2z test... +e)8). | 


Wir wollen . B. annehmen, baff bie möglichen Werthe von A 
die auf den 6 Flächen eines gewöhnlichen Würfels, womit eine fehr 
große Anzahl ss fucceffiver Würfe gemacht werben, befindlichen 6 Zah⸗ 
In find; fo hat man, wenn man von ber Meinen Ungleichheit, welche 
zwifchen den Wahrfcheinlichleiten für das Obenliegen biefer 6 Süden 
ſtattfinden kann ‚ abſtrahirt: 

*6, c1 *1, 22, 
s=83, c,=4, c, 8, c,=6; 


folglich: 
k=3, h=%, 
und bie Formel (18) druͤckt bie Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ die Summe 
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ber Zahlen, welche man in u fucceffiven Verſuchen trifft, zwiſchen 


den Grenzen: 
Key) 


Nimmt man u=0, 4765 und #==100, fo if es gleich 
wahrſcheinlich, daſſ die Summe s bei 100 Verſuchen zwifchen ben 
Grenzen 350 F11,5 liegt, oder nicht. Ä 

F. 104. Bir wollen nun, wie in $. 52, ein Ereigniſſ F 
von einer beliebigen Beſchaffenheit betrachten, deſſen Stattfinden von » 
verfchiedenen Urfachen, weiche, fi) gegenfeitig ausſchließen, und bie 
afein möglichen find, berrühren Tann. Diefe Urfachen wollen wir mit 
C,, Ca Cr... C, bezeichnen; es fei c, die Wahrfcheinlichkeit, 
bes Stawfindens bed Ereigniſſes E, wenn die Urfache Ce daſſelbe 
hervorbringt, und y, die Wahrſcheinlichkeit des Vorhandenſeins dieſer 
Urſache. Die Wahrſcheinlichkeit von E Tann ſich daher von einem Ver⸗ 
ſuche zum andern ändern und 9 verſchiedene Werthe c,, Car Ey . .. £, 
annehmen, deren Wahrfcheinlichkeiten refp. Yı, Yar Ygr-+- Y, find 
und diefelben bleiben, fo Tange fi die Urfahen C, , Ca, Cgr ...Cr 
nicht Anden. Nimmt man alfo diefe Wahrſcheinlichkeit für 4, fo 
gibt die Formel (18) die Wahrfcheinlichleit P, daſſ der mittlere Werth 
von A in einer fehr großen Anzahl s von Verſuchen zwiſchen ben 


Grenzen —— liegt, worin man für A und A ihre im vorher⸗ 
j p 


liegt. 


gehenden $. auf den Fall, wo bie Größen Cr Egı Egır- a Yırfar Yg- 
während der Werfuche-conftant bleiben, angewandten erſten Werthe fegen 
muff, wodurch fich diefe Werthe von k und 5 in folgende verwandeln: 


o k=y, EC tY2C2t-. ty 
h=4y,®+y,23+ ..+9%c2) — 
(Yıfı +Y2%. + ... +Y,6,)%, - 


und fie find, wie man ficht, von der Zahl vu unabhängig, wie groß 
übrigens die Anzahl und Ungleichheit ber ‚darin vorkommenden Größen . 
auch fein mag. Und da man ber Größe U einen wenig beträchtlichen 
Werth beilegen kann, fo daſſ fih die Wahrfcheinlichleit P der Gewiſſ⸗ 
beit fehr nähert, fo folgt, daſſ die mittlere MWahrfcheinlicfeit von E, 
welche während ber Verſuchsreihe ftattfindet, wahrfcheinlich fehr wenig von 
dee Summe ber » Probucte y, C4, YaCaı ..., welcher fie ſich fortwaͤh⸗ 











rend nähert, je größer die Zahl u noch wird, verfehieben iſt. Hierdurch 
ift der zweite in $. 52. ausgeſprochene allgemeine Say alſo bewielen. 
j Wenn man die Anzahl von Malen, wo das Creigniff Z in zwei 
fehr großen Anzahlen u und u’ von Verfuchen Raktfinbet, mit m und 


m"! bezeichnet, fo entfernen ſich bie Verhättniffe — — und * wahr⸗ 


ſcheinlich ſehr wenig von den mittleren Waheſcheinlihkeiten — Ereig⸗ 
niſſes 2 in dieſen beiden Verſuchsreihen. Es iſt alſo auch ſehr wahr⸗ 
ſcheinlich, daſſ fie fehr wenig von dem vorhergehenden Werthe von K 
und folglich umter einander felbft verfchieden find, meil diefer Werth 
von Äk beiden Verſuchsreihen zugleich entſpricht wenn fich die ſaͤmmt⸗ 
lichen Urſachen Ci, C,, Cg,„... in der Intervalle nicht geändert 
haben. ‚ Aber wie groß iR bie Wehrſcheimüichteit einer gegebenen Beis 


nen Differenz zwifchen den Verhältniffen — und - ? Mit dieſer wich- 


tiger Frage wollen wir und in einem der folgenden $$. befchäftigen. 
§. 105. In den meillen Aufgaben, auf weiche bie Foͤrmel (13) 
anwendbar ift, ift das Geſetz der Wahrfcheinlichkeit der Werthe von 
4 unbelannt, und folglich koͤnnen die in ben Grenzen bes mittleren 
MWerthed von A vorkommenden Größen h und k nit a priori be= 
ſtimmt werben. Aber vermittelfi der in einer langen Reihe von Vers 
fuchen beobachteten Wertbe von A Tann man die in den Grenzen bed’ 
mittleren Werthes von A in andern ebenfalld aus einer fehr großen An⸗ 
zahl von Verſuchen beftehenden Werfuchsreihen und für welche die verfchies 
denen Urfachen, welche alle möglihen Werthe von A herbeiführen können,‘ 
dieſelben find, als für die Verfuchsreihe, deren Refultate man angewandt 
bat, vorkommenden unbekannten Größen: elimiren, wo unter benfelben- 
Urfachen die zu verftichen find, welche jedem dieſer Werthe diefelbe Wahr⸗ 
f&heinlichkeit geben und felbft eine gleiche Wahrfcheinlichkeit haben. Die 
volftändige Auflöfung dieſes Problems ift der Gegenftanb ber folgenden 
Rechnungen. 
Setzt man c=e in der Formel m, fo ergibt fi daraus: 


1 —2 ⸗ 
P=—. M — ———— 

— do 

M sin(2ex—ukx) 


_0 _ 
BE, e eostuka)0*d0r 


— — Se" 008 (2ex—ukz)02 do 
zhV ahJ 0 | 














für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Summe s der 1 Werthe von A zwi⸗ 
[hen © und 28 liegt. Hieraus folgt, daſſ das in Beziehung auf ⸗ 
genommene Differenzial von P, naͤmlich: 


d d _ 
ie FE ff e 0° (ruhe 
% 0 0 
2gdı DD _9 , 
— — e- siın(3ex — ukx)x0? do 
ahV ah ⸗ (2ex — ukz)xt ’ 
die unendlich Beine Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ s genau = 2e ifl. 
Ferner wollen wir: 


3e—ukt+2vV uh, d=V uhdv 





fegen, und durch @ de den correfpondirenden Werth von de, worin 
bie Größen von der Kleinheitdorbnung von — vernachlaͤſſigt find, fo daff 


’ j x 9 
man den Werth von = auf dad erſte Glied Vz feined Reihenaus⸗ 
ah. \ 
druckes ($. 101.) rebuciren kann, bezeichnen; fo kommt: 


. d n _ 
ad=— e® cos (206) d0 — 
=Jo 


24do —63 . . 
_— — e sin (2 v 0) 08 do 
xhV uh ö ( ) * 


und wegen: 


f e" cos (2 v6) de= Ware”, 
0 


* 2 
N J. e°" sin(200)08 do—4V nl —4r8)e 
‚0 ' 
nimmt diefer Werth von @ dv die Form: 


/ 1 “ 1 —u3 
dv=-—- l[1ı— —-V)Je de 
[03 ü V: ( V r ) 
an, wo F ein Polynom bezeichnet, welches nur ungerabe Potenzen 
von » enthält und auf dad Refultat unferer Rechnungen keinen Einfluff 
bat, von welcher Befchaffenheit es auch fein mag. Diefer Ausprud 
von ade ift alfo die Wahrfcheinlichkeit, dafj die Summe s, dem vor 
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bergehenden Werthe von 28 gleich ift, ober, wenn man durch 2 biels 
dirt, bie Wabrſcheinlichleit der Gleichung: 

— u 


worin ⸗ eine poſitive ober negative, aber gegen V_ u ſehr kleine Größe iſt. 


Wir wollen nun alle die bekannten oder unbekannten Urſachen, 


welche ſich gegenſeitig ausſchließen und der Größe A einen ver Werthe, 
welchen fie annehmen Tann, ertheiln, mit C,, Ca, Cgr=.. C, be 
zeichnen und ihre reſp. Wahrfcheinlichkeiten, deren Summe der Einheit 
gleich ift, und wovon jebe einen unendlich Beinen Werth haben würde, 
wenn bie Anzahl diefer möglichen Urfachen unendlich groß wäre, mit 
Yır Yar Yar Y, Da die möglichen Werthe von A alle bie zwi- 
{hen den Grenzen a und 5 liegenden unendlich vielen Werthe find, fo 
‚tft die jeder diefer Urfachen entfprechende Wahrfcheinlichkeit jebed biefer 
Werthe unendlich Mein. Die Wahrfcheinlichkeit, welche die Urfache Cz, 
wenn fie gewiſſ wäre, dem Werthe Z von A geben würbe, wollen 
wir mit Zidz bezeichnen. Das dem nten Verfuche entfprechende In⸗ 


Ä b 
tegral J. zf,edz ann alfo » verfhiebene Werthe: 


| [.:2 dz, [.:2, de,... | 22,4: ’ 


haben, deren WBahrfcheinlichkeiten bie der entfprechenben Urfachen find, 
fo daſſ Yr bei einem beliebigen Verſuche die Wahrfcheinlichkeit des 


Werthes [; zZidzdz ausdruͤckt. Die unenblich Heine Wahrſcheinlich⸗ 
keit eined Werthed des Mittels — 2 f, zf„zdz wird alfo nad) ber 


vorhergehenden Regel beftimmt, welche dem mittleren Werthe — einer 
beliebigen Größe in einer fehr großen Anzahl zu von Verſuchen ent⸗ 


ſpricht, und s iſt alsdann die Summe ber -u unbekannten Werthe von 
S. z/„zdz, welche in diefer Reihe von Verſuchen ftattfinden,‘ und_ 
a “ 


die Größen, welche man für Ic und A nehmen muſſ, werben nach ben 
v möglichen Werthen diefes Integraled beftimmt. 
Nimmt man nun diefe 9 Werthe:. 


S 210: — [24 
a a a 
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für bie in $. 108. mit c,, Ca, ... c, bezeichneten und feht der 
Kürze wegen: \ 


| yasy, [e2d: | | 
e=1Sy, (JS. 24: 48 S, 2202)" 


& 

wo dad Zeihen S eine Summe bezeichnet, welche ſich auf alle Indices 
i von 2=1ı bis 5 erfiredt; fo find ed die nach den Formeln die⸗ 
fed 6. von zu unabhängigen Größen y und ß, welche man fuͤr und A 
nehmen muſſ. Bezeichnet man alſo mit v, eine poſitive oder negative 
und gegen V ſehr Heine Größe, ift r, ein Polmom, welches nur 
ungerade Potenzen von ö enthält, und feht man: 


7: (1 75 5) er do; 


fo iſt diefe unendlich kleine Größe w,dv, die Wahrfcheinlichkeit ber 
Gleichung: 


@, dv, = 





Nimmt man ebenfo an, daſſ die Größe: 


Hf afzde-y([errrde) ’ 


» verfchtevene Werthe befommen Tann, welche ben Urfachen C, C, 
. C, entſprechen und deren Wahrfcheinlichkeiten bei jedem Verſuche 
bie biefer Urſachen felbft find, und bezeichnet v,, eine pofitive ober nes 


gative Größe, von ſolcher Befchaffenheit, daſſ das Verhaͤltniſſ * 


ein ſehr kleiner Bruch iſt, und iſt U, ein Polynom, welched nur uns 
gerabe Potenzen von v,, enthält, fegt man ferner: 


77 de =. 7= (1 — 75 r)e 
und der Kürze wegen: 


ern, f, äde—su(], eZide) ; ; 


‚ Yoiflon’s Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 16 


“go, 


Tr 
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o iR diefer Ausorud von 5,de,, die Wahrfcheinlicheit, daſſ das 
Mittel aus ben u Werthen ber in Rebe fiehenden Größe, nämlich: 


—* Je: Aarde- ([. zfuede) | 


nur um eine beflimmfe Größe von ber Kleinheitsorbnung von 7: 


- weiche wir aber nicht zu Fennen brauchen, von & verfchieben iſt. Uebrigens 


ift dieſes Mittel nichts anders, als die Größe A in & 101. Wenn man 
alfo die Größen von der Kleinheitsordnung des Bruches vemochlãſſ igt, 
fo braucht man nur @ ftatt A in das zweite Glied der vorhergehenden 
Werthes von Fr welcher ſchon; von der Ordnung v von — iſt, zu ſe⸗ 


tzen, wodurch man erhaͤlt: 





und die Wahrſcheinlichkeit dieſer Gleichung wuͤrde wieder =w dv fein, 
wenn ber angewandte Werth von h geriff wäre. Da aber biefer 


: . Werth nur eine ‚von ber Veranderlichen 9,5, welche nicht in dem Wer⸗ 


the von — vorkommt, abhaͤngige Wahrſcheinlichkeit @,,de,, bat; fo 


folgt, daſf die Wahrſcheinlichkeit dieſes letzten Werthes durch das Pro⸗ 
duct aus o@ dv und der Summe der Werthe von @,/de,,, welche al⸗ 
len Werthen entfprechen,- die man ber Größe v,, beilegen fan, voll 


ftändig auögebrädt wird. Obgleich aber diefe MWerthe gegen Vu febr - 


— 


‚Hein fein muͤſſen, kann man wegen bed Exponentialfactors e " von 


@,,de,, das Integral von c, do, doch von 1 ,=——@ bi v,=@ 
erftreden, ohne den Werth beffelben merklich u ändern. Der von V 
abhängige Theil dieſes Integraled verſchwindet, weil er aus Elementen 
befteht, welche paarweiſe einander gleich fi j nd und entgegengefeäte- Zei⸗ 
hen haben, und man hat blos: 


1) d 
od 0,0v,=1l. 
Die Wahrfcheinlichkeit der. vorhergehenden Gleichung ift alfo immer 


=w@dv, wie wenn ber angewandte Naͤherungswerth von A gemiff ge: 
wefen wäre, 
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Auch kam man bemerken, daff das Mittel: 
1 b 
- — zf„zdz 


nichts anders, als die Größe k in $. 101. if. Der Ausdruck von 
o,de, ‚M alfo bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Werth dieſer Größe: “ 








20, Vs 
+ VE 
V» 
if. Subftituirt. man alfo diefen Werth in den von — , welches 
z0.V6 2 
—_-y+ . vs, eV 
K Vu Vu 


gibt, fo wird die Mahricheinlichkeit dieſer letzten Gleichung für jedes 
Berthepaar von v und v, durch dad Product von adv und @,d», 
weiches wir mit o bezeichnen wollen, auögebrüdt , fo daſſ man: 


=— [1-7 F+V 2] rer dodo, 


x 


hat, wenn man das Glied, worin als Diviſor vorkommen wuͤrde, 
hinweglaͤſſt. 

Bezeichnen wir mit 6 eine poſitive oder negative Veraͤnderliche, 
welche, wie v und v, gegen Vu fehr Hein ift, fo kann man: ' 


v,Ve+rV a=0V ateE 


fegen, nd wenn man biefe neue Beränderliche ftatt v, in die vorher 
gehende Differenzialformel einführen will, fo mufl man für v, und dv, 
vie Werthe: 


0 Vo+tE Va Vet 
— — , do, =— — d0 
vs vr v® 
ſetzen, wodurch fie ſich in folgende verwanbelt: 








ı- 


_ Vars 0Vo 
| vs ve "y d 
Lt ı - -T)e “6 dv red, 
” V#» vs 


worin T ein von-F“ und F, herruͤhrendes Polynom iſt, wovon jes 
. 16* 


N 
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des Glied eine ungerade Potenz von v oder vom N) eitthält. Da bie 
Gleichung: 


— — 14 
„rt — (18) 


nur noch die Veraͤnderliche 0 enthält, fo folgt, baff ‚ihre Totalwahr⸗ 
fcheinlichkeit die Summe der Werthe von a für alle pofitiven oder ne- 
gativen Werthe, welche man der andern Veraͤnderlichen # geben Fann, 
if. Ferner kann man wegen der in dem Ausbrude von o vorkom⸗ 


menden Erponentialgröße dad Integral von v=-— wm bi v=@ ers 
ftreden, ohne ben Werth deſſelben merklich zu veraͤndern. Settten man 
alsdann: 

Ve- eVa 








doV a-+6 - 
— ——9 — do 
ve vs ' VE u 


unb bezeichnet mit Z’ den Werth von 7 ald Zunction von 0 mb 6,, 
fo hat man: 


1 / _ 02 _ 
= — (1- 77 =T)e 20 7940, 
R f 


wo die Grenzen ber —8 in Beziehung auf die neue Veraͤnder⸗ 
liche 0, wieder æ0 find. Bezeichnet man alſo feinen unendlich klei⸗ 
nen Werth mit ndo, ® ergibt ſich: 


75 0-0 


für die Wahrfcheinlichfeit der Gleichung (14), wo ® ei Polynom ift, 
welches nur ungerade Potenzen von 6 enthaͤlt. 


Es kommt nun darauf an, aus dieſer Gleichung (14) die Unbe- 





ndo— Be" do Zu 





* Tante «+8 zu eliminiren, welches, wie man fogleich fehen wird, 


möglich ift, weil fi der Ausbrud von @-+8 auf: 


e+e=}S7, S. "2 Zıde—1 (57, S. "eZude)” 


rebucirt und von bee Summe: 


$y, ([ 242) ” 


welche in jeber der Größen « und 6 vorkam, unabhängig iſt. 


4 


‘ 
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- 8106. Wendet man auf: 


b 
+ S z? In 202 
biefelben Schlüffe an, wie im vorhergehenden $., auf dieſe um: 


uf #4rde) ’ 


verminderte ‚Größe und bezeichnet ihren mitten Werth mit Ip, fo 
baff: . . 


‚ 
Ley, Surdı=p 
u a 


iftz fo iſt Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Größe: 
. 157 / =" Adz 


von ZY nur um eine beftimmte Größe von ber Kleinheitöorbnung von 
1 . 

1777 verfchieden ift, =w,,de,. Vernachlaͤſſigt man ferner wieber 
M 


1 
bie Glieder, worin — als Divifor vorkommt, fo ergibt fi, wie im 


vorhergehenden $,, darf man in der Gleihung (14) ‘die Größe Jy 
ſtatt des Theiles: 


nf, zZıdz 


des vorhergehenden Werthed von PR E anmwenben Bann, ohne die Wahr⸗ 

ſcheinlichkeit 7 dO dieſer Gleichung zu verändern. Da der andere Theil 

des Werthed von &6 genau die Größe 4Y? ift, fo hat man folglich: 
e+e=49P —4r?, 


und vermöge dieſes Werthes verwandelt ſich die GBleichung (19) zu⸗ 
naͤchſt in: 


‘ 


$ 


„rt Avira 


Nun fei Z eine gegebene union von z. Die Unferfuhung 
in 89. 97. und 101. und folglich der Ausdrud von adv im vorher 
gehenden $. laͤſſen fih ohne Schwierigkeit auf die Summe der Werthe 


JS. Afed=ndtyatrsät..- +95; 
und biernach verwandeln fich die in $. 101. durch k und 4 beeichnes 


“ ten Größen in: 


* k=—.2y, c+Y2%+ .. try) 


1 
43 24534 tr) 
(eıYı Pc, V2 +. +619%], 
wo fih die Summen 3 auf alle u Berfuche erfireden. Die Formel (18) 
druͤckt alfo die Wahrfcheinlichleit aus, daff die Summe s der Werthe 


von A in dieſer Verſuchsreihe innerhalb der Grenzen uk 2uV uh 
liegt, in weiche man für k und 4 bie eben gefundenen Werthe fehen 
muff, und die fich leicht berechnen laſſen, wenn die 9 möglichen Wer⸗ 
the von A und ihre vefpectiven Wahrſcheinlichkeiten für jeden Verſuch 
gegeben ſind. 

Wenn dieſe Wahrſcheinlichkeiten conſtant und außerdem einander 


gleich find, fo iſt ihr gemeinſchaftlicher Werth — — ‚und man hatt 
k=—ls testet .. +6), 


1 
= „Pleitreatert .. te) — 
(tes tct+ ... +e)2]. 

Bir wollen z. B. annehmen, daſſ die möglichen Werthe von A 
die auf den 6 Flächen eined gewöhnlihen Wuͤrfels, womit eine fehr - 
große Anzahl m fucceffiver Würfe gemacht werben, befinvlihen 6 Zah: 
len find; fo bat man, wenn man von ber Meinen Ungleichheit, welche 
zwifchen ben Wahrſcheinlichkeiten für das Obenliegen dieſer 6 Flächen 
ſtattfinden kann abſtrahirt: 

e—=6, a4=l. =2, 
u s=83, c,=4, 6,=5d, c,=6; 
folglich : 
k=3 N h=44, 
und die Formel (18) drädt die Wahrfcheinlichkeit aus, daff die Summe 
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der Zahlen, weiche man in u fucceffiven Verſuchen trifft, zwiſchen 


den Grenzen: 
—8 
liegt. 

Nimmt man u=0, 4765 und 2100, fo ft -eB gleich 
wahrfcheinlich, dafl die Summe s bei 100 VWerſuchen zwilchen ben 
. Grenzen 350 F11,5 liegt, oder niht. 

$. 104. Bir wollen nun, wie in $. 52, ein Ereigniſſ F 
von einer beliebigen Beſchaffenheit betrachten, beflen Stattfinden von v 
verſchiedenen Urfachen, welche, ſich gegenfeitig außfchliegen, und bie 
allein möglichen find, herrühren kann. Diefe Urfahen wollen wir mit 
C,ı Cyı Cgr . .. C, bezeichnen; es fei c, die Wahrfcheinlichkeit, 
des Statsfindens des Ereigniffee E, wenn bie Urfache Cs daſſelbe 
bervorbringt, und , die Wahrſcheinlichkeit des Vorhandenſeins viefer 
Urſache. Die Wahrfcheinlichkeit von E kann fi) daher von einem Vers 
fuche zum andern ändern und 9 verfchiedene Werthe €, Egı Eg . »: £, 
annehmen, deren Wahrſcheinlichkeiten refp. Yı, Yzı Yar-+- Y, find 
und diefelben bleiben, fo lange fich die Urfahen C, , C., Cgı ».: Cr 
nicht ändern. Nimmt man alfo biefe Wahrfcheinlichkeit für 4, fo 
gibt die Formel (18) die Wahrſcheinlichkeit 2, daſſ der mittlere Werth 
von A in einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen zwilchen ben 


4 
Brenzen kF "VE liegt, worin man für X und A ihre im vorher⸗ 
' B 


gehenden $. auf den Fall, wo bie Größen Cr Egı Egı- «a Yıryar Yg--- 
während ber Verfuche-conftant bleiben, angewandten erſten Werthe fegen 
muſſ, woburch fich diefe Werthe von und 3 in folgende verwandeln: 


® k=y, 2 +Y2c,+- Ft Yo 
h=}(y,c!+Y, c3+ ..tYe)— 
(YıcıtYaC2t+ --- tY69% - 


und fie find, wie man ficht, von der Zahl u unabhängig, wie groß 
übrigens die Anzahl und Ungleichheit der darin vorkommenden Größen . 
auch fein mag. Und da man ber Größe U einen wenig beträchtlichen 
Werth beilegen Tann, fo daff fi die Wahrfcheinlichkeit P der Gewiſſe 
heit fehr nähert, fo folgt, daſſ die mittlere Mahrfcheinlicgkeit von E, 
welche während der Verſuchsreihe flattfindet, wahrfcheinlich fehr wenig von 
ber Summe ber » Producdey,Cy, YaCas ..., welcher fie ſich fortwaͤh⸗ 





rend nähert, je größer die Zahl ze noch wirb, verſchieden ift. Hierdurch 

ift der zweite in $. 52. ausgefprochene allgemeine Sag alfo bewielen. 
j Wenn man bie Anzahl von Malen, wo das Ereigniff E in zwei 
fehr großen Anzahlen u und u’ von Verſuchen Baktiindet, mit ın und 


m’ bezeichnet, fo entfernen fi die Verhaͤltniſſe — und - wahr⸗ 


ſcheinlich ſehr wenig von den mittleren Wahrſcheinlichkeiten des Ereig⸗ 
niſſes 22 in dieſen beiden Verſuchsreihen. Es iſt alſo auch ſehr wahre 
ſcheinlich, daſſ fie fehr wenig von dem vorhergehenden Werthe von 
und folglich unter einander felbft verfhieden find, weil diefer Werth 
von A beiden Verſuchsreihen zugleich entfpricht,, wenn ſich die fämmt: 
- lichen Urfachen G,, C,, Cg,... in der Intervalle nicht geändert 
haben. Aber wie groß if die Wahrſcheinlichteit einer gegebenen Bleis 


nen Differenz zroifchen den Verhältniffen — und 7 Mit dieſer wich⸗ 


tiger Frage wollen wir und in einem ber folgenden $$. befchäftigen. 

:$. 105. In den meiffen Aufgaben, auf weiche die Formel (13) 
anwendbar ift, ift ‚dad Gefeh der Wahrfcheinlichfeit der Werthe von 
A unbelannt, und folglich fünnen bie in ben Grenzen bed mittleren 
Werthed von A vorkommenden Größen 5 und k nicht a priori be 
ſtimmt werben. Aber vermittelft der in einer langen Reihe‘ von Vers 
fuchen beobachteten Werthe von A Fann man bie in den Grenzen bes 
mittleren Werthes von A in andern ebenfalls aus einer fehr großen An⸗ 
zahl von Verſuchen beftehenden Verfuchöreihen und für welche die verfchies 
denen Urfachen, welche alle möglichen Werthe von A herbeiführen können, 
dieſelben find, als für die Verfuchsreihe, deren Refultate man angewandt 
bat, vortommenden unbekannten Größen elimiren, wo unter benfelben- 
Urfachen die zu verftchen find, welche jedem diefer Werthe diefelbe Wahr- 
fcheinlichleit geben und felbft eine gleiche Wahrfcheinlichkeit haben. Die 
volftändige Auflöfung dieſes Problems ift der Gegenftand ber folgenden 
Kechnungen. 

Set man c=e in der Dormel ra fo ergibt fich daraus: 


1 p® _e . 
P=— /, e sin(uk2) + 
Jo 
m 
—/ e® sin(2ex—uk2)” 
“Jo N 


— uf, e" cos(uk2)02 d0-+ 
z 7 





Rn _g 
e  cos(2ex—ukx)02 do 


8 . 
zhV af. 





- für die Wahrfcheimlichkeit, vaff die Summe s ber 1 Werthe von: "A zwi⸗ 


ſchen O und 2e liegt. Hieraus folgt, daſſ das in Beziehung auf ⸗ 
genommene Differenzial von P, naͤmlich: 


_ d0 
ui FE = ML 6 cos (22x — ukx)—— 
ds % 0 


2gds 
| xhV uh 
die unendlich Heine Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daff s genau = 28 iſt. 
Ferner wollen wir: 


2e—uk+2» V uh, d=V uhdv 


m _9 , 
e- sin(2ex— ukx)x02d0, 
0 ” | 


fegen, und durch o dv den correfbondirenden Werth von —de, worin 
bie Größen von der Keinheittorbnung von — er find, fo daff 


man den Werth von x auf daB erfte Slied —— 7 feined Reihenaus⸗ 
uh J 
druckes ($. 101.) reduciren kann, bezeichnen; fo kommt: 


dv — 
ad=— e 0° .0s(2 v0) 40 — 
=J0 


24do —92 ,„ 
— — e sin (3 v0) 08 do 
Vase (200) ‚ 
und wegen: . | 
00 _92 ” — 
e cos(2v0)d9=4V we 
0 


ee) ‘ _ . 
*br M -6 sin(200)68 do-1V a (8 —a08)e " 
t ‚0 ‘ 
nimmt biefer Bat von od v bie Form: 


ade= t- ((_J- -F) ed 


an, wo F ein Polynom bezeichnet, wel nur ungerade Dotenzen 
von v enthält und auf das Nefultat unferer Rechnungen keinen Einfluff 
bat, von welcher Befchaffenheit e8 auch fein mag. Diefer Ausdruck 
von ade ift alfo die Wahrfcheinlichkeit, daff die Summe s, dem vor- 
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hergehenden Werthe von 25 gleich ift, ober, wenn man durch dibvi⸗ 


— 


# ’ Va 


worin » eine pofilive ober negatine, aber gegen V u fehr kleine Größe ifl. 

Wir wollen nun alle die bekannten oder unbefannten Urfachen, 
welche: fich gegenfeitig audfchließen Und der Größe A einen der Werthe, 
welchen fie annehmen Tann, ertheilen, mit C,, Ca, Cgrs.. C, be 
zeichnen und ihre vefp. Wahrfcheinlichkeiten, deren Summe der Einheit 
gleich ift, und wovon jede einen unenblid Beinen Werth ‚haben wirbe, 
wenn die Anzahl diefer möglichen Urfachen unendlich groß wäre, mit 
Yır Yar Yar --- Yr» Da die möglichen Werthe von A alle die zwi⸗ 
fchen den Grenzen a ımd 5 liegenden unendlich vielen Werthe find, fo 
iſt die jeber diefer Urfachen entfprechende Wahrſcheinlichkeit jedes dieſer 
Werthe unendlich Hein. Die Wahrſcheinlichkeit, welche die Urfahe Cr, 
wenn fie gewiff wäre, dem Werthe Z von A geben würde, wollen 
wir mit Zıdz. bezeichnen. Dad dem rten Berfuche entfprechende In⸗ 


b 
tegral J. zf,zdz kann alfo 9 verſchiedene Werthe: 


8 | b_ —W 
| [28 [. eZyde,...[ 22,de . 
haben, deren Wahrfcheinlichkeiten bie der entfprechendben Urfachen find, 
fo daſſ r; Ru einem beliebigen Verſuche die Wahrfcheinlichkeit des 
| Werthes J. zZıdzdz ausdruͤckt. Die unendlich Meine Wahrfcheinlich 


1 — 
keit eines Werthes des Mittels 7* S, zf„zdz wird alfo nad) ber 


vorhergehenden Regel beflimmt, welche dem mittleren Werthe — einer 

beliebigen Größe in einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen ents 

ſprict, und s iſt alsdann die Summe ber unbekannten Werthe von 

J. zf„zdz, welche in diefer Reihe von Berfuchen flattfinden, und_ 
F 


" die Größen, welche man für k und A nehmen muff, werben nach den 
v möglichen Werthen diefed Integraled beftimmt. 
Nimmt man nun diefe 7 Werthe: 


S 2%. Seadu.. [e2de 
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für die in $. 103. mit © 27... 6, begeichneten und ſetzt der 
Kürze wegen: “ 


oo y-= =), .Z,d:, u 
e=1S7, ( J. — ) — 4($7, — :2:)" 


wo das Zeichen S eine Summe bezeichnet, welche ſich auf alle Indices 
von 2=1 bi 5 erſtreckt; ſo find es die nach den Formeln dies 
fe8 6. von u unabhängigen Größen y und ß, welche man für k und A 
nehmen muſſ. Bezeihnet man alfo mit v, eine pofitive oder negative 
und gegen V u fehr Heine Größe, ift v, ein Polynom, welches nur 
ungerade Potenzen von v, enthält, und fegt man: 


0,d,=7= (1-7 — do; 


fo iſt dieſe unendlich kleine Größe w,dv, die Wahrſcheinlichkeit ber 
Gleichung: 


1 b 
77 a “Jnrde=y 7 


Nimmt man ebenfo an, daff die Größe: 


uf, raede-r([ eh de) ’ 


» verfchledene Werthe befommen fann, welche ben Urfachen C,, C, 
... C, entiprehen und deren Wahrfcheinlichkeiten bei jedem Verſuche 
die dieſer Urſachen felbft find, und bezeichnet v,, eine pofitive ober ne- 


gative Größe, von folder Beſchaffenheit, daſſ das Verhaͤltniſſ * 


ein ſehr Meiner Bruch iſt, und iſt ,, ein Polynom, welches nur un⸗ 
gerade Potenzen von P,, enthält, ſetzt man ferner: 


——— ( — * )ꝛ— go, 
und der Kürze wegen: 


a=487, /. Adern], eZde) ; 


Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 16 
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ſe iſt dieſer Ausbrud von v, do, bie Wahrfcheinlichkeit, ‘ daſſ das 
Mittel aus den m Werthen der in Rebe ſtehenden Größe, naämläh: 


=2[/. pede- ([, efurdz )] 


nur um eine beſtimmte Größe von ber Kleinheitsordnung von 7 
welche wir aber nicht zu kennen brauchen, von & verſchieden iſt. Uebrigens 
ift dieſes Mittel nichts anders, als bie Größe hi in $. 101. Wenn man 


alfo die Größen von der Kleinheitsordnung ded Bruches — vernadläfigt, 
fo braucht man nur a flatt 4 in das zweite Glieb des vorhergehenden 
Werthes von * welcher ſchon; von der Ordnung v von ⸗— 75 iſt, zu ſe⸗ 


ben, wodurch man erhaͤlt: 


und die Wahrſcheinlichkeit dieſer Gleichung wuͤrde wieder od» fein, 
wenn ber angewandte Werth von h gewiſſ wäre. Da aber biefer 
Werth nur eine von der Veraͤnderlichen P%,g, welche nicht in dem Wer⸗ 


the von — vorkommt, abhängige Bahrfcheinlichkeit o, ‚d 9, bet; fo 


folgt, daff die Mahrfcheinlichleit diefed legten Wertbed durch das Pro= 
duct aus w dv und der Summe der Werthe von @,,dv,,, welche al⸗ 
len Werthen entfprechen,. die man der Größe v,, beilegen kann, voll= 
ftändig ausgedrüdt wird. Obgleich aber diefe Werthe gegen V ws fehr - 
Hein fein müffen, Tann man wegen des Erponentialfactord Paake von 
@,,@0,, das Antegral von , do,, doh von v ,=——o bi 0, o 
erftreden, ohne den Werth deffelben merklich zu ändern. Der von 7, 
abhängige Theil dieſes Integraled verſchwindet, weil er aus Glementen 
beftebt, welche paarweife einander gleich fi j nd und entgegengeſette Zei⸗ 
en haben, und man hat blos: 


© | 
oo a,,de,=1. 
Die Wahrfcheinlichfeit der vorhergehenden Gleichung ift alfo immer 


—=wdv, wie wenn der angewandte Niberungswerth von A gewiſſ ge⸗ 
weſen vohre. 
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Auch kam man bemerken, daſſ das Mittel: 


b 
—z/, zf„2dz 


nicht8 anders, als die Größe k in $. 101. if. Der Ausdrud von 
o,d», ‚m alfo die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Werth diefer Größe: ü 


koy+ 20 2,78 
Vr 
ft Subflituirt man alfo diefen Werth in dem von — welched 
5 _y +29 Ve, 2:V= 
R vr’ Vr 


gibt, fo wird die Mahrfcheinlichkeit diefer legten Gleichung für jedes 
Werthepaar von v und v, duch dad Product von w de und w,de, 
weldhes wir mit o begeichnen wollen, audgebrüdt , fo daſſ man: 





1 Pu 
=— [1-7 W+n]e dodo, 
bat, wenn warn dad Glied, worin u als Diviſor vorkommen wuͤrde, 
binmwegläfit. , 


Bezeichnen wir mit 0 eine pofitive oder negative Veränderliche, 
welche, wie v und v, gegen Vu fehr klein ift, fo kann man: 
0,Ve+rV a=0V a+te 
ſetzen, ımb wenn man biefe neue Veraͤnderliche flatt v, in die vorher⸗ 


gehende Differenzialformel einführen will, fo mufl man für v, und dv, 
die Werthe: R 


——— — —— — — — ' 


ſetzen, wodurch ſie ſich in folgende verwandelt: 


Va\?_ 
7; 
ot (1 7 T)e 6 —— 


worin 7 ein von und V, herruͤhrendes Polynom ift, wovon je⸗ 
16* 
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des Glied eine ungerade Potenz von v oder von 0 enthält. Da bie 
Gleichung: 


(14) 


nur noch die Veraͤnderliche 6 enthält, fo folgt, daſſ ihre Totalwahr⸗ 

‚ fheinlichkeit die Summe- der Werthe von o für alle pofitiven oder ne 
gativen Werthe, welche man der andern Weränderlihen # geben Tann, 
if. Ferner Tann man wegen der in dem Ausdrucke von o vorkom⸗ 
menben Erponentialgröße dad Integral von ⸗ — wo bis v = er 
fireden, ohne ben Werth deſſelben merklich zu verändern. Set n man 
alsdann: 








oY Fr ve 9 doVo+6_ 15 

vr Ve ' vi * 
und bezeichnet mit 7° den Werth von T ald Zumtion von 0 mb 0,, 
fo hat man: 


o-— (1 - 77 =T)e 0 -0/% 700, 
R ‘ 


wo die Grenzen der —8 in Beziehung auf die neue Veraͤnder⸗ 
liche 0, wieder EX find. Bezeichnet man alſo feinen unendlich klei⸗ 
nen Werih mit d0, ergibt ſich: 


——— 


für die Wahrſcheinlichkeit der Gleichung (14), wo © ein Polynom ift, 
welches nur ungerade. Potenzen von 6 enthält. 


Es kommt nun darauf an, aus biefer Gleichung (14) die Unbe— 
kannte «--E zu eliminiren, welches, wie man fogleih fehen wird, 
möglich ift, weil fich der Auöbrud von & 6 auf: 


e+=4s7, [= Zud: — 1 (sy f, »24:)' 


rebucirt und von dee Summe: 


$y, — 242)” 


welche im jeder der Größen « und & vorkam, unabhaͤngig iſt. 





do- —B J— 





⸗ 
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8. 106, Wendet man auf: 


TR, nzdz 


diefelben Schläffe an, wie im vorhergehenden $., auf diefe um: 


u. #farde) . 


verminderte ‚Größe und bezeichnet ihren mittlem Werth mit d. 9 ſo 
daſſ: ⸗ 


1 b 
22. efnzde=g 


iſtz fo iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Größe: 
» 
. — .? Zd: 


von Zy nur um eine beflimmte Größe von ber Kleinheitöorbnung von 
1 

7 verſchieden iſt, =w,,dv,. Vernachlaͤſſigt man ferner wieder 
u 


die Glieder, worin I ald Divifor vorkommt, fo ergibt fi, wie im 
vorhergehenden K., daſſ man in der Gleihung (14) die Größe 4y 


ſtatt des Theiles: 
sr, zZıdz 


des vorhergehenden Werthed von & 6 anwenden kann, ohne die Wahr: _ 
ſcheinlichkeit 7 d® dieſer Gleihung zu verändern. Da der andere Theil 
bed Werthes von «+5 genau die Größe 42 ift, fo hat man folglich: 


«+6 39 — 37°, 
und vermoͤge dieſes Werthes verwandelt ſich die Greiung (14) zu⸗ 
naͤchſt in: 


Nun ſei Z eine gegebene Sunction von z. Die Unterfuchung 
in 8. 97. und 101. und folglich der Ausdrud von ode im vorher 


gehenden 8. laͤſſen fih ohne Schwierigkeit auf die Summe der Werthe 
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von. Z außbehnen, welche in den. u betrachteten Verſuchen flattfinden. 
‚Man braudht für A nur eine andere Größe A, zu nehmen, beren 
Werthe die diefer Function Z find. Die unendlich fleine Wahrſchein⸗ 
lichkeit irgend eines Werthes von A, iſt dieſelbe, als die des correſpon⸗ 
direnden Werthes von z und wird folglich bei dem nten Verſuche 
durch /„zdz ausgedruͤckkt, und wenn man mit Ä,, h,, g,.... 
bie Werthe der ſich auf A beziehenden Größen k, h, g,.. ., in Be 
ziehung auf die Größe A, bezeichnet; fo hat man: 


uk, = fh , | 
uh,= =2[ fı Phase - ( Jar de) ], es. 


Wenn man alio die Summe der während der Verſuchsreihe 
ſtattfindenden se Werthe von A, mit s, bezeichnet, fo ift die unendlich 
Heine Größe @ de bie Wohrſcheinuchkeit daſſ genau: 


—— 2»,Vh 
J VT. 
iſt. | 


Sehen wir nın Z=z?, fo haben wir: 


= 2 [, arde=p, 


Bei dem, Grade von Annäherung, wobei wir ftehen bleiben, kann 
. man folglich — — für den Werth von 9 in dem vorhergehenden Aus: 


drude von — "nehmen, und man überzeugt fich, wie im vorhergehen⸗ 


ben $., daſſ die Wahrſcheinlichkeit dieſes Ausdruckes nicht geändert wird, 
ſo daſſ 1 d0 wieder bie unendlich kleine Wahrſcheinlichkeit der Glei⸗ 
chung: 


oder der Gleichung: 
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it, welche fi aus der vorhergehenden ergibt, wenn man wieber 
die Größen von der Kleinheitorbnung von er vernachläffigt. 


Bir wollen den Werth von A, welcher bei dem zz ten Verſuche 
ftattgehabt hat, oder flattfinden wid, mit A, bezeichnen, und der Kürze 


wegen: _ , 
1 1 2 
αò — 2A} 


ſetzen; fo ift identiſch: 


5, 1, 5 1 5 2 1 
7 a, Fi ah, * — 7 726 — 3)2, 
und die vorhergehende Gieichung verwandelt ſich daher in: 
8 01 
— =yt+ m. 
ei A 


Wenn man nun mit u eine pofitive und gegebene Größe be: | 
zeichnet, fo ergibt fih hieraus, daſſ dad Integral der Wahrfcheinlich- 
keit ndO diefer Gleichung von O=u bit OP =— u genommen, die 


Wahrſcheinlichkeit ausdruͤct, daſſ der Werth von — zwiſchen die Grenzen: 


* ul . 
Vu 
faͤllt. Bezeichnet man dieſe legte Wahrfcheinlichkeit mit T’, und be- 
rüdfichtigt den Ausdrud von ndO, fo hat man: » 


—_h? 
r=/ "eo ” on —_ JS ee aus, 
. VI. V*u 
und da © ein Polynom ift, welches nur ungerabe Potenzen von 0 
. enthält, fo ift dad zweite Integral SO, und man has blos: 


fe 
weiches Refultat mit dem Werthe der durch die Formel (13) gege 


denen Wahrſcheinlichkeit P übereinflimmt. 
- Diele Sormel brüdt alfo die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ die 


Grenzen F welche nach den Verſuchen keine unbekannte Groͤße 
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mehr enthalten, die Differenz zwiſchen fich fchliegen , welche zwiſchen 


dem mittleren Werthe — von A und der fpecielen Größe y, wel 


her fich biefer mittlere Werth ohne Ende nähert, und- welche er erreis 


chen würde, wenn zu unendlich groß würde und die Urfahen C,,C2,Cy, : 


... C, der möglichen Werthe von A ſich nicht veränderten, ſtattfindet. 

8.107. Wir wollen nun annehmen, daſſ zwei fehr lange Ver⸗ 
fuchsrcihen, die eine von a und die andere von u’ Verfuhhen ange 
ftellt würden; es fein s und s’ die Summen der Werthe von A 
in dieſen beiden Verſuchsreihen, ferner A, und A’, die Werthe von 
A welche bei dem nten Verſuche ftättfinden werden, - oder flattgefunz 
den haben, und wir wollen: 


j . | 
aaa, Em =4R; 


1 1 
Er —H, 2a a =ylR 


fegen, wo fi) die Summe 2 auf alle Verſuche jeber Reihe, d. h. die 
beiden erften von a=1 bis n= u und die beiden Iehten von rn —1 
bis n erſtrecken. Wenn fi die Urfahen C,, C,, Cz,... C, 
von einer Verſuchsreihe zur andern nicht ändern, fo ändert ſich die 
Größe y in $. 105. auch nicht. Bezeichnet man alddann dur 6 
und 6’ pofitive, ober negative Weränderliche, welche aber gegen Vz 
und V u‘ fehr Hein find, fo find die Gleichungen für die mittleren 
Merthe von A in diefen beiden Verſuchsreihen: 

s 01 3 on 

— *vtn7 F It 7 
und . ihre refp. Wahrfcheinlichleiten 7 d6 und n'd6' werben audge- 
drüdt durch: 


(15). 


1 


ndo= 7 (1 - 70) do, 


1 1 — 912 
45 — gi 4: 
n'dö =7;(1  750')° do’, 


wo © und ©’ Polynome find, welche nur ungerade Potenzen von 
6 und 0° enthalten. Wenn ferner die beiden Verfuchöreihen aus vers 


ſchiedenartigen Verfuchen beftehen, fo fann man diefe Werthe von — 
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Fu 
und 7 als von einander unabhaͤngige Ereigniſſe betrachten und die 


4 
Wahrſcheinlichkeit ihres gleichzeitigen Stattfindend wird nad) der Re 
gel in $. 5. durch das Product von 2d6 und n’d0' ausgedruͤckt. 
Diefes Product ift auch die. Wahrfcheinlichleit einer beliebigen andern 
Verbindung der ‚beiden Gleichungen (15), 3 B. die Wahrſcheinlichkeit 
ber Gleihung, welche man erhält, wenn man fie von einander abzicht, 
nämlich: 

Pr En 7 ee 7 
. "Ve Va 

Bezeichnet man alfo dad Probuct nn’ dOdO’ mit % und laͤſſt 

das Glied, welches V uu' im Divifor enthält ‚ unberüdfichtigt, fo er- 


hält man für. die Wahrfcheinlichkeit der vorhergehenden Steigung für 
jebed Werthepaar von 0 und .0': 


= 1(1— -75°- 75°). en zader. 


Um bier denfelben Gang, wie in $. 105, zu befolgen, fehen wir: 
on 01 — ⸗ 
VF Va Vu 


wodurch die vorhergehende Gleichung in die folgende: 


gt PR ıV 1° ut 12 u 
— — — DE —— — — 
en Veen 


vermanbelt wird, und in dem Ausbrude von % fehen wir für 0 die 
neue Beränderliche 2, zu welchem Swede wir: « 


— — eV RP, IV H 

Say Te 
de _V FrtPr di 

"Va 

feßen, woraus alsdann folgt: 
_ EI LEITER IT +) _ı,5 
_araoV u: ?urP u Vu 17 Va , 

——— 


indem IT ein Polynom ift, worin jedes Glied eine ungerade Potenz 
von 2 oder von 6 enthält. Da der Werth von 7— — nur no 


die Veränderliche 2 enthält, fo wird feine Wahrſcheinlichkeit durch das 
auf alle Werthe, welche man der andern Veränderlichen 6 geben Tann, 
erſtreckte Integral von % audgebrüdt, und wegen ber in % vorkommen: 
den Erponentialgröße kann dieſes Integral. von — bis d = 
genommen werden, ohne daſſ fein Werth merklich geändert wird. Setzt 
man alddann: 


a —— — 7 


— -—#, 
UV u vV u 
VrrtRE _—Edi=dr, 
we 


und bezeichnet den entfprechenden Werth IT mit IT, fo erhält man: 
v=——( — I) Pu dt’di, 
wo bie Grenzen der Integration. nah 2 wider ?=F@ find, und 
wenn man die unendlich Heine Wahrfrheinlichkeit des vorhergehenden 
, 
Werthes von 77 mit TE bezeichnet; fo hat man: 
tdı=—_-(1—T) er" dı, | 
u 
wo T ein Polynom ift, welches nur ungerade Potenzen von ent⸗ 
hält. Wenn wir endlich mit z eine gegebene pofitive Größe und mit 
‘ 
A die Wahrfcheinlichleit bezeichnen, daſſ die Differen — _ zwis 
RP 
| ſchen die Grenzen 


„UV Peter 
UV 


2 G __,? 
= — e d t, 
7: J: 
was mit dem durd die Formel (13) gegebenen Werthe von P uͤber⸗ 
einſtimmt. Dieſe Größe P iſt alſo die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die 


fallt; fo Haben wir: > 





\ 
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Differenz zwifchen den mittleen Werthen von A in ven beiden langen : 

. Verſuchsreihen zwifchen diefe ganz bekannten Grenzen fällt. ’ 
Hat man für z einen hinreichend beträchtlichen Werth genommen, 

Damit der von P fehr wenig von ber Linheit verſchieden wird, und die 


Beobachtung gibt fuͤr die Differenz —— — eine Größe, welche nicht 


zwifchen die vorhergehenden Grenzen fine, fo ift man zu dem Schluffe 
berechtigt, dafj die Urfahen C,, Oz, Cgr ... C, der möglihen 
. Werthe von A in dem Intervalle der geiben Berfuchsreihen nicht die⸗ 
ſelben geblieben find, d. h. es hat entweder in den Wahrſcheinlichkei⸗ 
tm Yı, Yar Ygr  -» ), dieſer Urfachen, oder in den Wahrſcheinlich⸗ 
Beiten, welche fie den verfchiedenen Werthen von A geben, irgend 
eine Veraͤnderung ſtattgefunden. 
Nach dem im- vorhergehenden 8. Gefagten, muff jebe ber Groͤ⸗ 
Ben Z und 2 fehr wahrfcheintich fehr wenig von berfelben unbefann- 
ten Größe 23V ate, welche für beide Verſuchsreihen biefelbe. bleibt, 
verfchieden, fein. Es ift folglich auch fehr wahrfcheinlich, daſſ die Groͤ⸗ 
"Sen und 7 fehr wenig von einander felbft verfchieden find, und 
man kann daher, ohne weder die Größe der vorhergehenden Grenzen, 
noch ihre Wahrſcheinlichkeit merklich zu verändern, darin ſetzen. 
ur ' eine zukünftige Reihe von Verſuchen gibt aifo, bie. Formel (13) 


Die Bahrfcheinlichkeit P, vafl ber mittlere Berth — — von A zwifchen 
die Grenzen: 





A Vre 
fallt, welche für jeden gegebenen Werth von zw nur von den Reſultaten 
der erſten bereits angeſtellten Reihe von Verſuchen abhaͤngt. 

Fuͤr denſelben Werth von uw, d. h. bei gleichem Grade der Wahr: 
fcheinlichkeit ift folglich, wie man fieht, die Amplitude dieſer Grenzen 
in dem Berhättnifie von Vutu zu Vo größer, als ‚die der Dif 


ferenz Y — * ‚und dieſe beiden Amplituden fallen faf zufammen, 


wenn w' gegen bie fehr große Zahl zu eine ſehr große Zahl iſt. 

$. 108. Wenn die beiden Verſuchsreihen von u und u’ Berfu- 
hen die Meflung derfelben Größe zum Zwecke haben, und mit ver 
ſchiedenen Inftrumenten angeftellt find, wovon für jedes gleiche und 
entgegengefeßte Fehler gleich wahrſcheinlich find; fo convergiren bie ſich 


[IV au! 
—— 


aus biefen beiden Verſuchsreihen ergebenden mittlern Werthe — und 


7 ohne Ende gegen biefelbe Größe, welche der wahre Werth von A ift 
(8.60). Im diefem Falle ift alfo die Unbekannte Y«für bie beiden Be 
, . 4 

obachtungßreihen diefelbe, und die mittleren Werthe — und 7 find fehr 


wahrfcheinlich fehr wenig von einander verſchieden; aber die Unbekannte 
«+8 kann für diefe beiden Beobachtungsreihen fehr verfchieben fein, 
fo daff die Größen / und 7 fehr ungleidd werden. Wenn die Werthe 
diefer Größen befannt find, fo kann man fragen, welche® die vortheil- 


haftefte Combination der mittleren Werthe — und — ift, um daraus 
a 


die Grenzen von Y oder den wahren Werth von A abzuleiten. 

- Um dieſe Combination zu finden, wollen wir mit g und g’ 
unbeftimmte Größen bezeichnen, deren Summe der Einheit‘ gleich ift 
und die Gleichungen (15), nachdem wir die erfte mit 4 und die - 
zweite mit g° multiplicirt haben, zuſammenaddiren; fo erhalten wir 
die Gleichung: 


85, es gie 6 I 6' 


m a Zu V* V*#' 
deren Wahrſcheinlichkeit nach dem weiter oben Gefagten für alle Wer⸗ 
thepaare von 0 und 0° gleih % if. Nun ergibt fich aber aus einer 
der eben auögeführten ähnlichen Rechnung, daff die durch die Formel 
(13) gegebene Größe P die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ der un⸗ 
befannte Werth von Y zwifchen den Grenzen: 


5 gl ‚2 12 F 8212. 

V rn‘ 
liegt. Sol alfo die Amplitude diefer Grenzen für diefelbe Wahrſchein⸗ 
lichkeit P, d. h. für jeden gegebenen Werth von u die möglichft Heinfte 
werben, fo muff man g und g’ dadurch beftimmen, daſſ man dad 
in Beziehung auf diefe Größen genommene Differenzial des Eoefficien- 
ten von u gleih Null ſezt. Wegen g+g'=1 un de’ =—dg 
ergibt' fich. hieraus: 

. Pau - _ 12 „' 

at Fe. 

und die engften Grenzen von Y find: 








sP2 57] R 
But Va, FR 
deren Mahrfcheinlichkeit wieder durch die Formel (13) audgebrüdt wird. 
Man kann dieſes Reſultat leicht verallgemeinern und es auf eine , 
beliebige Anzahl langer Verſuchsreihen erftredien, wenn diefelbe Größe 
A mit verfchiedenen Inftrumenten gemeffen wird. Wenn die drei Groͤ⸗ 
Ben u, s, J der erſten Verſuchſsreihe, die drei Größen u’, s’, U der 
zweiten Verſuchsreihe, die drei Stößen u’, s”, 2" der dritten Ver⸗ 
fuchöreihe, eic. entfprechen, und man febt unächft: 


MH u u“ —n2 | 
at atmatee=D ’ ‘ 
und dann: * 


— — ei — u! rk u — nt! 2 
pn I mm I Den Ir elc.; 


fo druͤkt die Formel (18) die Wahrfcheinlichfeit aus, baff der unbe 
kannte Werth von A wiſchen den Grenzen: 
u 


s gt 
Ä 4 + SH. =; 


liegt, welche fi aus der vorteeftefen Verbindung ber Beobachtun- 
gen ergeben. Und da man den durch biefe Formel (13) ausgedruͤckten 
Werth fehr wenig von der Einheit verfchieven machen kann, indem: man 
für u eine wenig beträchtliche Zahl nimmt, fo folgt, daſſ der Werth 
von A hoͤchſt wahrfcheinlid fehr wenig von der Summe ber reſp. mit 


den Größen g, 9, 9", ... . multiplicirten mittleren Werthe — 2,4 


Zr 
si 
„0 +. verfchieden ifl. Ä 
Das Refultat jeder Beobachtungsreihe hat auf dieſen Naͤherunge⸗ 
werth von A und auf bie Amplitude FT 5 feiner Grenzen einen befto 
beträchtlichern Einfluff, einen je größern Bert ber ſich auf dieſe Be⸗ 


obachtungsreihe beziehende unter ben Quotienten * at mt 
bat. 


Wenn alle Beobachtungsreihen mit demfelben Inftrumente anges 
fielt find, fo kann man fie als eine einzige Meihe betrachten, welche 
as uatu u "+... Beobachtungen beftcht. Die Größen Z, 2, W, 


[ 
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. find alſo, wie weiter oben bemerkt worben, hoͤchſt wahrfcheintig 
ſehr wenig von einander verſchieden. Erſtreckt man die Summen 2 
auf die ganze Beobachtungsreihe, d. h. von n=1 bi n=u-+u' 
tu" ..., und ſetzt: 


—— ZA, =4 
ut ara 
— — — 2272 
EFF Fee 20, Ku a 
fo kann man /, fuͤr den gemeinfchaftlichen Werth von Z, 2, 2”, ... 
nehmen. Wermittelft dieſes Werthes verwandeln fi die vorhergehens 
den Grenzen der Unbefannten y, berem Wahrſcheinlichkeit durch die 
Gleichung (13) ausgedruͤckt wird, in: 


sts’ £s’"' tete. — al, on 
ten TVo ern" 
was mit dem in $. 106, für eine einzelne Verfuchöreihe erhaltenen Re⸗ 
fultate übereinftimmt. 
$. 109. Die zu Ende des $. 104. angeführte Aufgabe laͤſſt fich 
durch ähnliche Betrachtungen löfen, wie bie, wovon wir eben Gebrauch 
gemacht haben. 
J Es ſei die Anzahl von Malen, welche das Ereigniſſ Z von einer 
beliebigen Natur in einer ſehr großen Anzahl u von Verſuchen ſtatt⸗ 
findet, =m; indem fih die Wahrfcheinlichkeit von Z von einem Ver⸗ 
fuche zum andern ändert, fei p, die Wahrfcheinlichkeit‘, daſſ dieſes Er- 
eigniff bei dem ten Verſuche ftattfindet. Ferner wollen wir: 


1 1 
Pa =Pı 7  ZPr =g 


ſetzen, mit o eine pofitive oder negaio Größe bezeichnen, welche aber 
gegen Vu fehr Hein ift und durch, U pie Wahn/heinlehtei der r Old» 
“dung: 

m v — 

—-p— — V 29-2 

” V» P29 

ausdrücken. Wenn man zur Vereinfachung der Rechnungen dad zweite 
Glied der Formel (2) hinwegläfft, die Bedeutung ber darin vorkom⸗ 
menden Größe k berdefihtigt, und darin v für 9 fest, fo erhält 
man: . 














V— — 
V trug) | 

Wie in $. 104. wollen wir alle möglichen Urfachen bed Ereig⸗ 
niſſes E, gen Anzahl endlich oder unendlich fein kann, mit C,, Car 
Ca-... C,, ihre reſp. Wahrſcheinlichkeiten mit Yır Yar Yarı --: % 
und die Wahrfcheinlichkeiten, welche fie dem Stattfinden des Lreigniffe⸗ 
E geben, mit c, Car .. €, bezeichnen. 
Wenn man p, ald eine Größe betrachtet, welche bie 9 Werthe 
Cor Car Cgr +. c,, deren Babrföpinlickeiten Yır Yar Yar --- % 
find, befommen Tann, 


Yıfı +Y2C,+ eo... +96 
i YıcıitYarat .... tn=0 
ſetzt und mit ©, eine gegen Vu fehr Heine pofitive ober negative 


Beränderliche bezeichnet ; fo ift die unendlid Heine Wahrfcheinlichkeit, 
daff genau: . 


p=r+———— 


— 





iſt, der Größe m, do, in $. 106., ober, wenn man den zweiten 
Theil ihres Ausdruckes vernachlaͤſſigt, ber Größe 7° ende dv, gleich. 
Wenn man ferner mit v,, eine gegen V u ſehr kleine Weränderliche 
bezeichnet, fo iſt die Größe w,,de,, in demſelben $., ober bios 
*⸗ een" des die Wahrſcheinlichkeit, daff die Größe —9 von 


r—g nur um eine beflimmte Größe verfchieben if, welche v,, pro⸗ 
portional und von ber SKleinheitsorbnung von vi if. Und wenn 


man ‚ferner die Größen von der Ordnung von — unberüdfichtigt laͤſſt, 
fo ergibt fh, daſſ man r—g für p—g ſetzen Fann, ohne die Wahrs 
ſcheinlichkeit U des vorhergehenden Werthed von — a verändern, wo⸗ 
durch fich dieſer Werth in folgenden verwandelt: — | 








Sest man ferner: 
, 5 
Var) ' 


fo muff man, damit m eine ganze Zahl fel, für » nur die pofitiven 
oder negativen Vielfachen von, d nehmen, welche außerdem gegen: 1 
fehr Bein fein muͤſſen. 
⸗ m 
Addirt man nun die beiden vorhergehenden Werthe von p und 7 
ſo erhaͤlt man die Gleichung: 
Pr, V2eZar? _ eV ara 
Ä A Vr' ; Va 
deren Wahrſcheinlichkeit für jebed Werthepaar von # und v’ durch das 
1 0 3 e ⸗ 
Product aus U und —=e ' dv, ausgedruͤckt wird, fo daſſ, wenn 








man fie mit e bezeichnet: 


1 —2 4,2 
e = —————e ' dev 
. »Vtulr—e) - ' 
ft, wenn man r—o flatt p—g in den Ausbrud von U ſetzt. Wir 
wollen 











fegen, fo folgt daraus: 
m 0 V3 r— 2r? 


_—r- — — 
J — 
und hieraus folgt: 
_m 6V2m(»—m) 
a, 
BR uV % 
wenn man bie Glieder von ber Kleinheitsordnung von — unberuͤc⸗ 
ſichtigt laͤſſ. Zu gleicher Zeit hat man: 


— ·— — 
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2240 vor ge—r? 
x e—r? ’ 


wenn man den Werth von Ö berüdfichtigt. .Da aber der Ausbrud von 
r die Größe v nicht enthalt, fo ift feine Wahrfcheinlichkeit ebenfalls 
davon unabhängig. Sie ift der Summe der Werthe von e gleich, 
welche allen den Werthen entfprechen, die man # beilegen kann, und 


welche nad) gleichen Differenzen 0, wovon v ein Vielfaches ift, wach⸗ 
fen muͤſſen. 


Wegen der Kleinheit von 3 erhält man einen Naͤherungswerth die⸗ 
fer Summe, wenn man in. dem Ausbrude von e, dv für o ſetzt und 
für die Summe ein Integral nimmt, und diefer Werth iſt bis auf 


1 
Größen von ber Orbnung von Ö ober von 7 genau. Obgleich die 


Veraͤnderliche v gegen Va eine fehr Heine Größe fein muſſ, fo kann 
man wegen der in dem Audbrude von & vorfommenden Erponential- 
größe dad Integral dach von v=— m bi „= erftreden, ohne 
den Werth beffelben merklich zu ändern. Gebt man alsdann: 


r—'r? St _ 
‚yvz: +0 Vi=, 
g r—r? 
y= = e=d,, 


fo find die Grengen der Integration nach 9 ebenfalls 0, ımb wenn 
man die unendlich Heine Wahrfcheinlichteit des Ausdrudes von 7 mit 








td baeichnet; fo bat man: 


tdo=”e 9 .e”9 ao, ya 6° 70. 

Wenn alfo u eine gegebene pofitive Größe ift, fo iſt bie Bahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ ber unbekannte Werth von 7 zwiſchen die Grenzen: 
uV 2m (»— m) 

7 „Vu 
fühlt, der Wohrſcheinlichkeit P gleich, welche bie Zokmel 13) gibt, 


weil dieſe Wahrſcheinlichkeit durch: 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 17 





ausgebrädt wird. Alſo ift P bie Wahrfheinicei, daſſ die befonbere 
Grhße.r, welcher ih das Verhaͤttniſſ -—- ohne Ende nähert, je grb- 
“Ser die Zahl is noch wird, von biefem Berhäitnife nur um eine zwi⸗ 
fchen den bekannten Grenzen: 
+ u V? m (u — - m) 
Ä Vu 
liegende Größe verfchieben ift. 
An einer zweiten, aus einer fehr großen Anzahl u’ von Verſu⸗ 
chen beftehenden Verſuchsreihe finde dad Ereigniſſ Z, m’mal ftatt, 


und 0° fei eine pofitive. oder negative, ‘aber gegen V u’ fehr Heine 
Veränderliche ; ſo wird die unendlich Beine Wahrſcheinlichteit der Glei⸗ 


chung: 
m 0 VE | 
FR VE N 
| durch: | ı BT or . 
V: 
ausgedruͤckt. Die Wahrfcheinlichkeit der Gleichung: 
| m m _V ame) _0V EmG—m) 


Te ne Ze 
welche man erhält, wenn man biefen Werth von 7 von dem vorher: 
gehenden abzieht, ift folglich für alle Werthepaare von 0 und 0’ das 
Product auß: 








7 20 une” 6% 78, 
und wenn man zuvörberft: 
aV mW" —m) 60V mu—m)_tV um’ W — m) Fr m(u—m) 
ur u Zn un'V au! " 
de: _V m’ (u — m’) —— mm) 7, 


uV am um! (u! — m’) 
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und dann: 
VE ——— Pi tu V u “m (p— m) _y 
UV amd) m‘) Vuma—m) ' 
Vena tm) gr J 
„V um’ —m‘) 


fett, d. h. wenn man zuerft für die Veraͤnderliche 0° die Größe £ fekt, 
ohne 9 zu verändern, und dann 2’ für 0, ohne 2 zu verändern; fo 
verwandelt fich diefe Wahrfcheinlichfeit der vorhergehenden Gteidjung | in: 


2 —_u2 
I. ER ar. 
P, 1 R ‚ 


Da fich biefe Gleichung zu gleicher Zeit in: 


m’ m _1V Zu8 m’ (u —m)) +2 #8 m (u — m) 
Km . eelV an 


verwandelt und nur noc die Veränderliche 2 enthält, fo ift ihre Total 
wahrfcheinlichfeit dad in Beziehung auf 2’ genommene Integral des vor: 
hergehenden Differenzialausdrudes, welches man von != — © biß 
= nehmen kaͤnn, ohne den Werth beffelben merklich gu ändern, 


wodurch n man 75 1-4 di ehltt, und woraus endlich folgt, daſſ: 


7 =) RR 
oder die durch die Formel (13) gegebene Größe P die‘ Bahrfchein- 
lichkeit ausbruͤckt, daſſ die Differeng — — —— vwiſchen den Grenzen: 


8 


—— „> m’ 2? (jd — m‘ 5 2 2u®m(u -ın) 
| 172 Vom 


liegt, worin u eine pofitive und gegebene Größe iſt, und welche nur 
bekannte Zahlen enthalten. 


Dieſe Grenzen ſtimmen mit denen uͤberein, welche wir in ST auf 
eine weit einfachere Weife, aber. blos für den Fall, wo die Wahrfcheinlichkeit 
des Ereigniffed Z conflant und in den beiden Verſuchsreihen die ſelbe 
il, gefunden haben. Jedoch enthält die Formel (24) des angeführten $. 

u | 17* 


‘ 
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ein Glied von ber Ordnung von 7: ober v5 welches in ber For⸗ 
mel (13) nicht vorkommt, und wovon der Grund darin legt, daff wir 
in dem eben verrichteten Rechnungen die Glieder der betrachteten Wohrs 
fcheinlichleiten vernachlaͤſſigt haben, welche von dieſer Keinheittorbnung 
fein würben. 
$. 110. Wir wollen uns in dem gegenwärtigen Bere mit ben 
vielen Aufgaben, worauf man die vorhergehenden Formeln anwenden 
‚Ian, und wovon wir die hauptfächlichfien in $. 60. und folg. anges 
führt haben, nicht befchäftigen, fonbern wir beſchraͤnken und, um ein 
Anwendungsbeiſpiel zu geben, auf eine befannte Aufgabe, weiche ſich 
‚auf die Planetene und Kometenbahnen bezieht. 
Wenn man in den weiter oben ($. 99.) mit I’ und IT’, bezeich 
neten Größen: 


h=8 yaug—c, c—e—2ye, che=aye 
fest, fo erhält man: 


mu Fu—1-e) 
8 


PIE TRBE Rp en 2 En TAB 3—_.)" etc. 
—— = +R-e Fu-— 1-9 > 
8 

er Au Tr Ts ete., 





1,2 1.2.8 


wo das obere oder. untere Zeichen jebed Sliedes genominen werben 
- muff, jenachdem die Größe, welche darin zur uten Potenz erhoben 
vorfommt, pofitiv oder negativ if. Wenn man alfo mit S und 7’ 
die Summen der Glieder, welche in diefen beiden Formeln mit ihren 
obern Zeichen genommen werben müffen und mit S, und 7”, die Eum: 
men ber Glieder, welche mit ihren untern Zeichen” genommen werben 
müffen, bezeichnet, fo hat man folglich: 


T=@8(S-8), n=@ag"T-—-T,). 


Aber nach einer befannten und leicht zu beweifenden Formel hat 
man für jeden Werth der Größe d: 
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_mp—l. 72 —ı 
1 2.5 3-0 rete — 2" 





Denn man folgtich ſueceſſive ö=e und d=E ſetzt, ſo hat man auch: 


SꝓS, 2", T4T3I, 
woraus folgt: 
=(2g)" ar” —25S,), 
| T,=(2g'@"""—27,), 
woducch ſich die Formel (10) in folgende verwandelt: 
T,—S, 
1.2.8... Pr 
Berwandelt man nun die Zeichen der in ben Gliedern von S, 


und T, zu der Potenz z erhobenen Größen, ' woburd fie alle poſi —8* | 


gemacht werden, und wobei zugleich erforderlich iſt, daſſ man auch die 
Zeichen diefer Glieder in die entgegengeſetzten verwandelt, ober nicht, 
jenachdem die Bahl z ungerade ober gerade ift, und kehrt endlich die 
Ownung ‚biefer Glieder von enblicher Anzahl um; fo fieht man leicht 
ein, daſſ fich dee Ausbrud von P in folgenden verwandelt: 


— 


L. B. 8... A 
— E—— Haute) 
’ nn B.u—1.u—%2 B 
6 — 2 + —— 70 3) —.ete.|, (16) 


welcher mit dem von gaplace auf einem ganz andern Wege gefundes 
nen Übereinftiimmt. *) 
Diele Formel drüds die Waheſcheinlichkeit aus, daſſ bei einer be⸗ 
liebigen Anzahl 1 von Verſuchen die Summe der Werthe einer unbe: 
Tannten Größe A zwifchen den Größen 20 und 2658 liegt, wenn 


vorausgeſetzt wird, daſſ alle Werthe von’d von O bis 2g gleich mög- . 


lich und außerhalb dieſer Grenzen unmöglich find. eben ver beiden 





*) Theorie analytiquc des probabilites ‚ p- 297. 
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Theile, woraus diefe Formel befteht, feht man bid zu dem Glicbe 
fort, worin die zu der Potenz zu erhobene Größe aufhört, pofitiv zu fein, 
fo daſſ, wenn. rn die größte in 8 enthaltene ganze Zahl ift, fich der 
erfte Theil diefer Formel mit dem (n-H 1) ten’ oder dem zunaͤchſt vor⸗ 
hergehenden Gliede ſchließt, jenachdem u>n oder A n iſt, und daſ⸗ 
ſelbe gilt hinſichtlich des zweiten Theiles, wenn n die in @ enthaltene 
größte ganze Zahl iſt. 

Welche Urfache nun aber auch die Bildung ber Planeten beftimmt 
haben mag, fo kann man dach annehmen, dafl. alle möglichen Neigungen 
der Ebenen ihrer Bahnen gegen die Efliptif von 09 bis 90° urfprüng» 
lich gleich wahrfcheinlich gewefen find, und man ſoll in dieſer Vorauss 
fegung die Wahrfcheinlichteit beftimmen, daſſ die Summe der Reigun- 
‚gen der Bahnen. ber 10 bekannten Planeten, außer der Erbe, zwifchen 
gegebenen Grenzen, 3 B. zwifdhen 00 und 90°, hat liegen müffen. 
Wenn man für die Größe A, welcher die Kormel (16) entfpricht, Pie 
Neigung einer Planetenbahn nimmt, fo muſſ man dad Internal 2 


der möglichen Werthe von 4 gleih 909 annehmen und in bitfer For⸗ 


me @=0, 8=1 und u=10 fegen, wodurch fie ſich auf: 
f _ 1 | 

1.2.8.4.5.6.7.8.9.10° 

rebueirt. Da diefer Bruch ungefähr uuhone beträgt, fo: folgt, daſſ 

eine Heinere Summe als ein rechter Winkel fur die Neigungen der Plas 


netenbahnen höchft unmwahrfcheinlich fein wärbe, und daſſ min es As 
außer allem Zweifel betrachten kann, daſſ diefe Summe größer, als 


x | 


909 Hätte fein muͤſſen. Nun beträgt fie aber im Gegentheil ungefähr 


nur 829, und da ihre periodifchen Weränderungen nur fehe Hein find; 
fo. folgt, daff die Vorausſetzung einer gleihen Wahrfcheinlichleit der 
Neigungen der Planetenbahnen von jeder beliebigen Anzahl von Gras 
ben zur Beit ber Bildung der Planeten unzuläffig ift, und daſſ es is 
nem Zweifel unterliegt, daff irgend eine bei diefer Bildung obwaltende 
Urfache die Fleinen Neigungen der Planetenbahnen har weit wahrfchein= 


licher machen müffen, als die übrigen. Die Neigungen der Planeten= - 


bahnen find bier ald von der Richtung der Bewegung ber ‚Planeten 
nach dem Sinne der täglihen Bewegung der Erde um die Sonne oder 
nach entgegengefebtem Sinne, unabhängig betrachte. Wenn dicle bei⸗ 
den Richtungen bei dem Entſtehen der Planeten gleich wahrfcheinlich ge⸗ 
wefen wären, fo würde die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Bewegung der 
10 Planeten außer der Erde in demfelben Sinne, ald bie der letztern 
um die Sonne ftaftfinde, glei (I4)19 fein, welcher Bruch fleiner ift, 
ald ein Milliontel, fo daff ed auch fehr wenig wahrfcheinlich ift, daſſ 


die beiden Bewegungen nach entgegengefehten Richtungen urfprünglich 
gleiche Wahrfcheinkichkeit gehabt haben, und folglih bei dem Entftehen 
ber Planeten irgend eine unbefannte Urfache die. Richtungen aller pla⸗ 
netarifchen Bewegungen nach bemfelben Sinne fehr wahrfcheinlich ge- 
macht haben mufl. | x | | 

Wenn man für die Größe A die Ercentricität einer Planetenbahn 
nimmt, und annimmt, daſſ urfprünglich ale ihre Werthe von Null 
bis zur Einheit gleich wahrſcheinlich geweſen find; fo kann man bie 
Wahrſcheinlichkeit beftimmen, daſſ die Summe ber Ercentricitäten ber 
befannten Blanetenbahnen 3.3. zwifchen © und & liegen müflte, wenn 
man in der Formel (16) «&—=0, E=1,25 und u=11 fest, wo: 
dur man: | 
I 1 
TIL. 2. 3. 4. 8. 6. 7. 8. 9. 10. 11 


erhält. Da dieſe Wahrſcheinlichkeit P kleiner als 3 Milliontel iſt, fo iſt 
es im Gegentheil aͤußerſt wahrſcheinlich, daſſ die Summe der Excentrici⸗ 
täten der 11 Planetenbahnen die Grenze 1,25 hat uͤberſchreiten muͤſſen. 
Da aber diefe Summe, welche aur Meinen periodifchen Veränderungen 
unterliegt, gegenwärtig etwas Heiner ald 1,15 ift, fo ift folglich die Vor⸗ 
ausſetzung einer gleichen Wahrfcheinlichkeit aller möglichen Werthe von 
-S völlig unzuläffig, und es hat bei der Bildung der Planeten ohne 
Zweifel irgend eine Urfache gegeben, welche die Eleinen Ercentricitäten 
ſowohl als die Heinen Neigungen wahrfcheinliher gemacht hat. | 
$. 111. Der feit dem Jahre 240 unferer Zeitrechnung beobach⸗ 
teten Kometen, deren parabolifche Elemente. die Aftronomen fo gut als 
möglich bergchnet haben, gibt es jebt 138, wovon 71 eine directe 
und 47 'eine retrograde Bewegung haben. Der geringe Unterfchied 
zwiſchen dieſen beiden Zahlen 71 und 67 zeigt fchon, daſſ die unbe: 
nte Urfache des Entftehend der Kometen ihre Bewegungen nad) dem 
einen Sinne Anicht wahrſcheinlicher macht, als nad dem andern. Die 
Summe der Neigungen der Bahnen biefer 138 Kometen gegen die 
Ekliptik beträgt ungefähr 67529, d. h. ſie iſt ungefähr um 20 größer, 
als 75 rechte Winkel. Mm nun zu erfahren, ob fie ‚in der Voraus⸗ 
fegung einer gleichen Wahrfcheinlichkeit aller möglichen Neigungen von 
0% bis 909 fehr wenig von diefer Größe verichieden fein mufl, müflte 
man alfo für & und E in die Formel (16) Zahlen fubflituiren, welche 
wenig gfößer oder kleiner find, ald 75, wodurch die numerifhe Bes 
rehuung dieſer Formel ganz unausführbar gemacht würde. Um alſo in 
derſelben Vorausſetzung die Wahrfcheinliczkeit P zu erhalten, daſſ bie 
Summe der Neigumgen ber Bahnen aller beobachteten Kometen zwi⸗ 


pP [(1,25)11— 11(0,25)11] 
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fhen gegebenen Grenzen liegen mul , muff man fi) ber Formel (18) 
bedienen. 

Wir wollen alfo annehmen, daſſ die Groͤße A die Neigung ei⸗ 
ner Kometenbahn gegen die Ebene der Ekliptik ſei. Da die Grenzen 
der moͤglichen Werthe von A, welche allgemein mit a und 5 bezeich- 
net find, alddann a=0 und 5=90° find, und alle diefe Werthe 
als gleich wahrfcheinlich betrachtet werben, fo brüdt die Formel (13) _ 
bie Mahrfcheinlichkeit P aus, daſſ dad Mittel aus einer fehr gros 
Ben Anzahl u benbachteter Neigungen von ‚Kometenbahnen zwifchen bie 
Grenzen: 


90 u 
Yo 
fallt ($. 102). Nimmt man u=1,92 und fegt u—=138, fo erhält man: 
P=0,99338 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ in der Vorausſetzung einer gleichen Wahr: 
fcheinlichkeit aller möglichen Neigungen, die mittlere Neigung der Bah⸗ 
nen ber 138 beobachteten Kometen zwiſchen den Grenzen 45° 6° 
liegt, fo daſſ man ungefähr 150 gegen 1 wetten Eönnte, daſſ dieſe 
mittlere Neigung zwiſchen 390 und 519 liegen muͤffe und in der 
That hat man 489 55° für ihren Werth gefunden. Es iſt alſo kein 
Grund für die Annahme vorhanden, daſſ die unbekannte Urfache des 
Entftehend der Kometen die verfchiedenen Neigungen ihrer Bahnen un⸗ 
gleich wahrſcheinlich gemacht habe. 

Die Formel (13) druͤckt auch, ohne über das Wahrſcheinlichkeits⸗ 
geſetz dieſer Neigungen irgend eine Vorausſetzung zu machen, die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit aus, daſſ die mittlere Neigung der Bahnen einer ſeie gro⸗ 
sen Anzahl u von Kometen, welche man in Zukunft beobachten wir, 
fih von ‚der mittlern Neigung von 48955’ in Beziehung auf bie 138 
‚ bereitö beobachteten Kometen, nur um eine zwifchen den Grenzen: 


.ulV 180 4% 138 * 
Via ($. 107.) _ 


HKegende Anzahl von Graben entfernen str. Aus den berechneten Nei⸗ 
gungen der Bahnen: diefer 138 Kometen ergibt fih ein Werth der 
in diefen Grenzen vorfommenden Größe /=34949', und Mt man 
z. B. u'=u und nimmt, wie weiter oben, v=1,92; fo kann man 
150 gegen 1 wetten, daſſ die Differenz zwifchen der mittlern Nei⸗ 
gung der Bahnen von 138 neuen Kometen und der mittleren Neigung 


(15= 
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ber bereits beobachteten 188 Kometen zwilchen den Grenzen 780 21’ 
liegt. Die Zahl der eriflirenden Kometen ift ohne Zweifel gegen bie 
Anzahl der Kometen, deren Bahnen man hat berechnen koͤnnen, fehr 
groß. Wenn man für w’ die Anzahl der unbekannten Kometen nimmt, 


fo reduciren fich die vorhergehenden Grenzen ref auf +7 ‚bb 





fie find in dem BVerhältniffe von 1 zu v3 enger, als für W=u,. 


und wenn man wieder u=1,92 nimmt, fo ifl +34 fehr nahe wieber 
die Wahrfcheinlichkeit, daff die Differenz zwifchen der mittleren Weis 
gung der Bahnen ber unbefannten Kometen und der mittleren Neigung 
. ber Bahnen der bekannten Kometen zwifhen den Grenzen 5 42° 
liegt. 

Wenn man alle beobachteten Kometen in zwei Reihen von glei— 
her Anzahl theilt, wovon die eine die 69 aͤltern und die andere bie 
69 neuern Kometen enthält; fo findet man für die mittlere Neigung 
in der erfien Reihe 490 38°. und für bie in der zweiten 280.38’, fo 
daſſ diefe beiden mittleren Größen faum um einen halben Grab von 
einander verfchieben find. Dieſes Beiſpiel iſt fehr dazu geeignet, zu 
zeigen, daſſ bie mittleren Werthe derſelben Größe faſt mit einander 
übereinftimmen, felbft wenn die Anzahl der Beobachtungen nicht fehr 
groß ift und die beobachteten Werthe fehr ungleich find, wie ed in dem. 
vorliegenden Beifpiele der Tal ift, wo die kleinſte Neigung einer Ko- 
metenbahn 1941’ und die größte 89948’ beträgt. Die mittleren 


Neigungen der Bahnen der TI Kometen von einer dDirecten Bewer 


gung und die ber 67 Kometen: von einer retrograden Bewegung 
entfernen fich mehr von einanber; denn bie erfte beträgt 470 3° und 
die zweite 50% 54. 


Wenn man in der nörblichen Halbkugel durch den Mittelpunkt 
der Senne ein Perpendikel auf die Ebene der Ekliptik zieht, fo trifft 
baffelbe da3 Himmelögewölbe im nördlichen Pole der Ekliptik, und wenn 
man in derfelben Halbiugel und durch denſelben Punkt ein Perpendi⸗ 
kel auf die Ebene der Bahn eined Kometen zieht, fo trifft daffelbe das 
Himmeldgewälbe im noͤrdlichen Pole diefer Bahn. Die Winkelentfer- 
nung biefer beiden Pole ift der Neigung dieſer Kometenbahn gegen 
die Ekliptik gleich; aber man muff nidt, wie ed Der achtungäwerthe 
fr. Ueberfeget von Herſchel's Aftronomie thut, die Vorausſetzung, daſſ 
alle Punkte des Himmeld mit derſelben Wahrſcheinlichkeit Pole von Ko⸗ 
metenbahnen. fein koͤnnen, mit der Vorausſetzung verwechleln, daſſ die 
Neigumgen der Kometenbahnen von allen Graden gleih wahrfcheinlich 
find. 


— 


x 
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Denn «8 fein a und 5_zwei kreisfoͤrmige Bonen des Himmels 
in der nördlichen Halbkugel von einer unendlich) Heinen Breite, welche 
den Nordpol _der Ekliptik zum gemeinfchaftlichen Mittelpunfte haben, 
und deren Winkelentfernungen von diefem Pole durch « und 5 ausge 
druͤckt werben; ferner fe p die Wahrfcheinlichleit, daſſ ein zufällig in 
biefer Halbkugel genommener Punkt der Bone a angehört und 7 bie 
Mahrfcheinlichkeit, daff er der Zone 5 angehört, fo ift Mar, daſſ ſich 
diefe Brüche p und g wie die Ausbehnungen @ und 5 der beiden Zo⸗ 
nen und folgli wie die Sinus der Winkel @ und & verhalten. Nimmt 
man nun an, daſſ alle Punkte des Himmels gleich gut geeignet find, 
Hole von Kometenbahnen zu werden, ſo brüden p und g die Wahr: 
fcheinlichfeiten der Entfernungen «@ und 6 zwei biefer Pole von ber 
Efliptit aus, oder mit andern Worten, bie Wahrfcheinlichkeiten der 
‚ Neigungen zweier Kometenbahnen , welche diefen Entfernungen @ und & 
gleich find. Folglich wären? in der gemachten Voraudfegung die Wahr: _ 
. fheintichkeiten der verfchiedenen Neigungen der Kometenbahnen den Si- 
nuffen diefer Neigungen felbft proportional, ftatt einander gleich zu 
fein. Die Wahrfcheinlichkeit einer Neigung von 90% wäre alſo dop- 
pelt fo groß, als bie einer Neigung von 309 und beide wären ges 
gen die Wahrfcheinlichkeit einer unendlich Fleinen Neigung unendlich 


groß. *) | — | 





) Es ſcheint, daſſ ſich im Himmelsraume ſowohl um die Sonne, als um die 
Planeten und vielleicht auch um die Trabauten eine unermeſſlich große Anzahl 
anderer Körper bewegen, welche gu klein find, um beobachtet werden zu koͤn⸗ 
nen. Dan nimmt an, baff diefe Körper, wenn fie 'gegen unfere Atmofphäre 
floßen, wegen des Unterfchiedes ihrer Geſchwindigkeit und der unferes Planeten 
durch ihre Reibung mit der Luft bis zu einem folchen Grade erhitzt werden, 
daff fie fich entzüunden und zuweilen zerplagen. Die Richtung ihrer Bewe⸗ 
gung wird dur biefen Widerſtand fo verändert, daſſ fie oft auf bie Ober: 
flaͤche der Erde fallen, und dieſes ift der wahrſcheinlichſte Urſprung ber 
Aerolithen. Hierdurch laͤſſt ſich auch ein ſehr merkwuͤrdiges Phänomen, 
welches man feit einiger Zeit mehrere. Male zu derſelben Zeit des Jahres in 
weit von einander entfernten Orten beobachtet hat, erflären. In dee Nacht 
vom 12ten zum 18ten Rovember haben nämlich verfchiedene Beobachter in 
Amerita und an andern Orten eine außerordentlic „große Anzahl ähnlicher Koͤr⸗ 
per wie die Sternfchnuppen am Himmel gefehen. Nun Tann man aber anneh⸗ 
men, baß bdiefe Körper einer noch weit größern Gruppe angehgren , welche ſich 
um die Sonne bewegt, und die Ebene der Ekliptik an einer Stelle trifft, 
deren Entfernung von der Sonne der Entfernung ber Erde von lettterer zu 
der Zeit, wo fie ſich an demſelben Orte befindet, gleich ik, Geht alddann 
unfere Atmofphäre zu diefer Zeit durch diefe Grupre von Körpcen, fo wirkt 
.fie auf einen Theil derfilben, wie auf die Aerolithen, wodurch das in Rede 

ſtehende Phaͤnomen hervorgebracht wird, Wenn biefe Gruppe von Körpern 
nicht eine fehr beträchtliche Ausdehnung längs ihrer Bahn hat, d. h. wenn 








$ 112. Zum Schluſſe dieſes Kapiteld wollen - wir num noch bie 
Bahrfcheinlichkeitsformeln zufammenftellen, welche darin, fo wie in dem 
vorhergehenden Kapitel, abgeleitet find. Die fehr groß vorausgeſetzte 
Anzahl der Verſuche wird durch ausgedruͤckt; fie beſteht aus zwei 
Theilen 2 und rn, welche ebenfalls als fehr große Zahlen angenoms 
men werben. Die Sormeln find deſto genauer, je größer diefe. Zahl 
PR und fie würben völlig genau fein, wenn unendlich groß 
wäre. 
1) 88 fein p und 9 die conflanten WBahrfcheinlichkeiten der bei⸗ 
‚ ben entgegengefegten Ereigniffe Z und F' während der ganzen Dauer 
ber Berfuche, fo daff P+y=1 ift, und U die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
bei den u=m-+-n Verfuchen dad Ereigniff E, mmal und bad Er⸗ 
eigniſſ F, n mal flattfindet; fo hat man ($. 69): 


” ( 4) Vi 060 


Dieſe Formel reducitt ſich nach F. 79. auf: 





J 1 —42 
U=— ec", » 


wenn man 


. 


m=up—vV 2upg, n=ug+»V 2upg 


nimmt, wo v eine pofifibe ober negatıve, aber gegen V u ſehr Heine 
Foͤße iſt, und unter diefer Form findet fie auch ftatt, wenn ſich die 
hrſcheinlichkeiten von E und F von enem Verſuche zum ‚afibern 
aͤndern, Indem man alsdann nach der Formel (2) in $. 9. für p 





ide, von ber Sonne aus gefehener ſcheinbaret Ducämeffe nicht weit größer 
ift, als ber der Erbe, fo mufk, wenn, biefes Phänomen immer zu berfelben 
Jahreszeit ſtattfinden ſoll, die Geſchwindigkeit dieſer Art zerſprengter Planeten 
von der' der Erbe wenig verſchieden fein, weswegen bie große Are und Excen⸗ 
tricktaͤt der Bahn diefer Körpergruppe doch fehr von ber graßen Are und Green: 
tricität unferer Erdbahn verſchleden fein Tann, und altdann haben bie Pertur⸗ 
bationen der _elliptifchen Bewegung das Zufammentreffen dieſer - Körpergruppe 
\ mit der Erde feit einiger Zeit möglich und für die Zukunft unmöglich) machen 
Tonnen. Wenn bagegen die in Rebe ftehende Körpergruppe einen continuirlis 
chen Ring üm die Sonne bildet, fo ann ihre Gireulationsgefchwindigkeit von 
der der Bewegung der Erde um bie.Sonne fehr vnerfchieden fein, und die | 
buch bie Wirkungen der Planeten verurfachten Verruͤckungen biefer Körpers 
gruppen im Himmelsraume koͤnnen bad in Rede ftehende Phänomen ebenfalls 
wieder zu verfchiebenen Zeiten möglich ober unmöglich machen. 


“und g bie mittleren Werthe nimmt, welche fi aus der ganzen 
Reihe der / fucceffiven Verſuche ergeben. 

2) Wenn bie Ereigniffe Z und F’ bei ven Verſuchen refp. m 
und nmal ftattfinden und ihre MWahrfcheinlichkeiten p und g unbekannt 
find, und U’ die Wahrfcheinlichkeit bezeichnet, daſſ diefe Exeigniffe 
bei a’ =m’-+-n! Tünftigen Verſuchen refp. m’ und rn’ mal ftattfinden 
werden, wo die Bahlen m’ und n’ den Zahlen m und rn proportional 
find, fo daſ: 





Hm „_fin 
| nm 
ift; fo hat man nach $. TI. für jeben Werth von u: 
. U-— b 
a V (&) 


wo U’ die Wahrfcheinlichkeit des kuͤnftigen Ereigniffed bezeichnet, welche 
ftattfinden würde, wenn bie Verhaͤltniſſe — und — zuverläffig bie 
MWahrfcheinlichkeiten von E und F’ wären, d. h. es iſt der Kürze wegen: 


— RN 3... — (7 DC 
geſetzt. 


3) Wenn die conſtanten Wahrſcheinlichkeiten p , und qgweE 
und F' gegeben find und P bie Wahrſcheinlichkeit bezeichnet, daſſ das 
Greignig E bei u=m-+r Berfuheh wenigftiend mmal und dab 
Ereigniſſ F boͤchſtens nmal ſtattfindet; fo hat man nach $. 77: 


N 


yo: 
#1 ” ze (m+n)Vz „—e 
u 7 A a 


wo k eine pofitive Größe if, deren Quadrat: 


(c) 








k?—nlo mL 
—nlog arm tlg GB 


ift, und bie erfle oder zweite Formel angewandt wird, jenachdem 
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4) Bern A die Wahrſcheinlichkeit bezeichnet, daſſ die Greigniffe 
E und F bei u Verfuhen refp. eine Anzahl von Malen ftattfinden, 
welche zwifchen den Grenzen: \ 
| upFuV 2upg, ugtuV 2upg j 
liegen, wo u eine gegen V u fehr Heine pofitive Größe iſt; fo hat 
man nad) $. 79: 
3 Se⸗2 1 —u: 
"R=z1- — e di+———e" 

V : % t7 8 
und umgekehrt, wenn bie Wahrſcheinlichkeiten p und g unbekannt find, 
und die Ereigniffe Z und F bei u=m-+n Verfuhen reſp. m und 
nmal flattgefunden haben; fo hat man nad $. 83; 


1-2. [” A? 
R=1 "Vila ° dr Va ) 
für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Werthe von p und reſp. zwiſchen 
den Grenzen: 


m u mn n u amn 
—t— 1 ‚,—F—- U 
u u ai A A ß 














liegen. 


-5).In zwei fehr langen refp. aus m und Verſuchen beftchens 
ben Verſuchsreihen finde bad Ereigniſſ E refp. m und m/mal ſtatt 
und das Ereigniff 7 refp. rn und n’mal, u bezeichne eine reſp. gegen 
V uw und V ſehr Heine pofitive Größe und @ fei bie Wahrſchein⸗ 


lichkeit, daſſ die Differenz — 7 zwiſchen bie Grenzen: 


uV? (us m'n' + w'® mn) 
+77 ann 
uu'V up | - 
. , N ‘ 
faͤllt, und daſſ daffelbe mit der Differenz —— hinſichtlich dieſer 
mit entgegengeſetzten Zeichen genommenen Grenzen ber Fall iſt; fo hat 
man nach $. 87: \ 
u? (u3m'n’+u'8mn 


' zu 2 —2 —42 . A — 
e 1 —: ed — — 
= . V fe * 2zm'n' (ua) ° (f). 
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Da auch faſt = und = ift, fo kann man, ohne 
die Werthe von @ merklich zu verändern, in dem letzten Gliede von 
 „ welches immer ein fehr Eleiner Bruch ift, die Buchftaben u’, m’, n 
für u, m, n und umgekehrt diefe für jene ſetzen. Diefe Formel ent: 
ſpricht, wenn man ihr letztes Glied unberüdfichtigt lafit ($. 109), dem 
allgemeinen Fade, wo fi die Wahrfcheinlichkeiten von E und Fvon 
einem Verſuche zum andern ändern, wofern in ben beiden Verſuchs⸗ 
reihen bie befannten oder unbekannten möglichen Urfachen dieſer Erz 
eigniffe feine Veraͤnderung erfahren, d. h. wofern die Exiſtenz diefer 
Urfachen diefelbe Wahrfcheinlichkeit behält, und jede derfelben dem Statt- 
finden bed Ereigniſſes E, fo wie dem von Z" immer biefelbe Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit gibt. 

6) Wenn die Ereigniſſe E und F bei 1 Berfuchen reſp. wieber 
m und n mal flattfinden, fo feien allgemein zn, und rn, die Zahlen, 
welche ausdruͤcken, wie vielmal zwei andere entgegengefehte Ereigniffe 
E, und F, bei einer ebenfalls fehr großen Anzahl u, von Verſuchen 
Rattfinden, und wir wollen: 


— —— —* 
1 2 


ſetzen, wo 8 ein ſehr kleiner poſitiver ober negativer Bruch iſt. Fer⸗ 
ner wollen wir die unbekannten und als conſtant vorausgeſetzten Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten bes, Stattſindens von E und E, mit > und p, be 
zeichnen, und mit A die Wahrfcheinlichkeit, daff >, wenigftnd um. 
eine Größe, die einem fehr Heinen pofitiven und gegebenen Bruce e 
gleich ift, größer ift ald p. Bezeichnet alsdann z eine pofitive Größe, 
und fegt man: 


+ dam; V rn 
V z(us mn, tu? mn) 


jenachdem ber Factor e — © pofitio ober negativ ift; fo hat man nady 
8.88: 


PER era, A=1— 7- — 
* a) 


indem fich der erfte Auedrue auf den Fall uni wo die Differenz 
2 — 6 poſitiv iſt, und der zweite auf den al, wo diefe Differenz 
negativ if. Diefe Formeln drüden auch die Wahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ die unbefannte Wahrfcheinlichleit p des Stattfinbens von Z das 


uU 








221 


fern bie Beobachtung gegebene Berpättnift — — um einen ebenfalld ges 
gebenen. Bruch w übertrifft. Zu dem Zwecke man nur: 


= (o- an — 


zu ſetzen und die erſte oder zweite Formel zu nehmen, jenachdem die 
Diffen co — — eine pofitive ober negative Größe iſt. 


7) Beam die Wahrfcheinlichkeiten zweier entgegengefehter Ereig⸗ 
niffe Z und F’ fi von einem Verfuche zum andern ändern, fo feien p, 
und 9, ihre Berthe für. den ztem Verſuch, fo daſſ p,+ u=1 iſt für 
alle Indices . Indem fich die Eummen I von ı—1 bi8 z=u, ers 
fireden, wollen wir ber “r wegen: | 


—2p=p, 7 — 2 ang 


fehen. ‚Ferner. fein m und n Biever die Zahlen, welche ausbrüden, 
wievielmal die Ereigniffe E und F in den u Verſuchen flattfinden 
und zz. fei eine ‚pofitive, gegen V u ſehr Meine Größe; fo hat man nah 
596: 


— m _u2 
R=1- zo, ® — 6 


fie die Wahrfcheinlichfeit be die Verpältniffe — e — und — — mwiſchen 
de Grenzen: 


ku ' 
PFs7= or 
PFyZ I", 
| fiegen, was in dem befonbern Falle conftanter Wadhrſcheinlichteiten mit 
her Formel (d) uͤbereinſtimmt. 

8) Wenn irgend eine Größe A alle zwiſchen den Grenzen hg 
liegende Werthe befommen fann, und alle’ dieſe Werthe gleich wahr- 
ſcheinlich und die allein moͤglichen find, fo ſei P die Wahrſcheinlich⸗ 
keit, daf| in einer Reihe von zZ Verfuchen die Summe der erhaltenen 
Berthe von A zwifchen gegebenen Srenzew ce liegt. Alsdann iſt 
nah $. 99: oo 

—-rT 


2(28) Pe (@) 
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wenn man ber Kürze wegen: 
=tühtig—ctFichtig—2g—cte) | 
get 


ig ct tee, 
T=tihtig—c— S'Filht+ig—2g—c— 
+ — Ghtig—hg—c— 


i. i — L.i — 





2. . | 

— ehtig 64 e — €) tele. 

fest und in jebem Gliede dad obere ober untere Zeichen nimmt, je 
nachdem die darin vorfommende zur Potenz 2 erhobene Größe pofitiv 
ober negativ if. g und e find pofitive Größen, aber hund c Lönnen 
pofitive ober negative Größen fein. 

9) Wenn man die Summe Ve erthe von A, welche bei einer 
fchr großen Anzahl u von Verſuchen flattfinden, mit s ‚beyeichnet‘, fo 
bat man nad $. 101 für jedes Wahrſcheinlichkeitsgeſetz der moͤglichen 
Werthe von A bei jedem Verſuche, und auf welhe Weiſe fih auch 
dieſes Geſetz von einem Bet zum anbern ändern mag, immer: 


"P=1- ” en" di | (k) 

75, | ) 
für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der mittlere Ber — — von A zwiſchen 
die Grenzen: 


8uVh 
Vr 


faͤllt, wo 1 eine pofitive und gegen V ſehr Heine Größe ift, und X und 
k Stößen find, wovon hie zweite pojitiv ift, und weldye von den Wahr: 
fheinlichfeiten der Werthe von A während der ganzen Dauer der Ver⸗ 
fuche abhängig find. Wenn’ diefe Wahrfcheinlichkeiten conftant, für 
- alle zwifchen gegebenen Grenzen a und 5 liegende Werthe von A 
gleich und für alle außerhaßb diefer Grenzen liegende Werthe Null find; 
fo hat man: 





kF 


b—a 


k=zı b N h=—-—. 
4(a+ ) V 
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Bern A nur eine endliche Anzahl möglicher: Werthe C,, Cy, Eg, 
... c, bat, und biefe 9 conflanten Werthe gleich wahrſcheinlich find, 
fo if: 


k=—(c, +eztes+ ... +6), 


=—btetette+ te) — 
(te, tes+..- +92]. 


10) 68 fei A, der Werth von A, welcher bei dem ntn Ber: 
fuche flattgefunden hat, Wir wollen: 


ı 1 
mer, I N=4R 


feßen, wo fih die Summen 3 von n=1 bi n=u erſtrecken. Fer⸗ 
ner wollen wir annehmen, daſſ die Urfachen aller möglichen Werthe 
von A keine Veränderung erfahren, ſowohl hinfichtlich ihrer refp. Wahr⸗ 
fcheinlichkeiten, als binfichtlich der Wahrfcheinlichheiten, welche fie je 
dem biefer Werthe ertheilen. Alsdann gibt es eine gewille Größe y, 
welcher fich der mittlere Werth 2 von A fortwährend deſto mehr nd- 


bet, je größer u wird, und welche derſelbe erreichen würde, wenn 1 - 
unendlich würde, und die Zormel (k) druͤckt die Wahrſcheinlichkeit aus, 
daſſ biefe Größe Y zwifchen den befannten Grenzen: 


8 ul 


ee” vr 
liegt ($. 106). Ä - 

11) In einer zweiten Reihe von einer ſehr großen Anzahl u’ von 
Verſuchen fei s’ die Summe der Werthe von A und der Werth 
der fih auf die erfle Verfuchsreihe bezichenden Größe Z für diefe zweite 
Berfuchsreihe, fo drüdt die Formel (k) nah $. 107 ebenfalls die 


Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ die Differenz — — — der beiden mittleren 
Werthe von 4 zwilchen den Grenzen: 
„Var uV pl FB 
Vin 


legt, oder ba fehr * iſt, ſo bricht biefe Serum auch bie 
VPoiſſon's Vahrſcheinlichteiter· x 


⸗ 





sta 


Wahrſcheinlichkeit aus, ve der fich aus der zweiten Befuchäreibe erge: 
bende mittlere Werth — — zwifchen ben Grenzen: 


s ulV at u 


a Vmp 

liegt, welche nur von ben. Refultaten der erſten Verſuchsreihe und ber 
gegebenen Größe u abhängen und deſto enger find, je größer zu’ ges 
gen u ifl. 

12) Zur Beftimmung ded Werthes derſelben Größe A bat man meb- 
tere Verſuchsreihen angeftellt, welche aud feht großen Anzahlen u, u’, u", 
... von Berfuchen beftehen; die Summen der Werthe von 4, weiche man 
in 1. biefen fucceffiven Berfuchsreihen erhalten hat, fi nd reſp. s, s’, s”, 

die vorhergehende Größe Z bezieht fi immer auf die erfte Berfuhbreibe 
und 2, 2, ... bezeichnen bie analogen Größen für die folgenden Ver⸗ 
ſuchsreihen; «8 wird vorausgefeßt, daſſ ſich die Urfachen ber Fehler von 
einer Berfuchöreibe zur andern verändern, aber daſſ dennoch) alle mittlern 


' 4 


Werthe — —, * Zur ai ohne Ende gegen dieſelbe unbefannte Größe Yr 


welche ber wahre Werth von A fein würde, wenn biefe Urfachen die 
Fehler von gleicher Größe und entgegengefegtem Zeichen in einer oder 
‚ mehrern der Beobachtungsreihen nicht ungleich wahrfcheinlih machten, 
convergiren, je größer die Zahlen u, u’, u”, ... werben. Alsdann 
drudt die Formel (K) nad $. 108 wieder die Wahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ die Größe y zwifchen den Grenzen: 


sg“ 2 


sq s’g’ s 
liegt, worin der Kin wegen: 
u ga! ga! . 
atmatmtele=B*, 


2 4 


— Wk _ LPT 
29: Dane 7 ’ Dame 97 , c. 


geſetzt ſt. Ferner iſt die Groͤße — 1,7 ++ ekc., d. h. die 
Summe ber teſp. mit den Groͤßen 7.9 —* oo. multiplicheten mitt- 
s’ 


leren Werthe — Zt el ..., ber. vortheilhaftefte Näherungswerth 
von Y, welden man aus ber Berbindung aller Beohachtungsreihen 
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ableiten kann, d. h. der Werth biefer Unbelannten, deffen Behlergrenzen 
7 5 die möglichft kleinſte Ausdehnung haben für einen-gegebenen Werth 


von ı u ober bei einem gleichen Grabe ber MWahrfcheinlichkeit. 
13) Men endlich die Urfachen ded Stattfindens eines Ereignif: 
ſes E während der Verſuche diefelben bleiben, wie bei der Formel ( 


näher erörtert if; fo convergirt bad Verhaͤltniſſ — ber Zahl von Malen, 


worin dad Ekeigniſſ Z flattfindet, zur Gefammtzahl der Verfuche fort- 
während gegen eine beflimmte Größe r, melde es In aller Strenge er= 
zeichen würde, wenn zs unendlich groß würde, und wenn man in ber For: 
mei (f) das letzte Glied unberädfichtigt laͤſſt, fo drüdt fie, ober auch 
bie Formel (A), die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ der unbekannte Werth 
von r zwiſchen die Grenzen: 
u m —m 
Mm V 2m (»—m) 


— —— — 





Va A 
font. | 

8. 113. Zur Vervolfländigung diefer Formeln’ müfften nun noch 
die hinzugefügt. werden, welche fih auf die Wahrfcheinlichkeit der Merthe 
einer oder mehrerer Größen beziehen, die aus einer fehr großen Anzahl 
linearer und eben fo vielen Beobachtungen entſprechender Gleichungen ab⸗ 
geleitet ſi find; allein wir verweiſen in dieſer Beziehung auf die Theorie 
analytique des probabilites. &aplace hat durch Anwendung ber 
felben auf ein Syflem voͤn 126 Bedingungdgleihungen für die Bewes 
gung ded Saturnd in der Länge, welche von Bouvard gebildet find, 
und- durch Anwendung der Methode der Heinften Quadrate auf 
diefe Gleichungen gefunden, daſſ man 1000000 gegen 1 wetten 
kann, daſſ die Mafle ded Jupiter, wenn die der Sonne zur: Ein⸗ 
heit genommen wird, nicht um mehr, als bs des Bruches 1pT0 
größer oder kleiner als verfelbe fein Munn.*)  Seboch haben fpätere 
Beobachtungen einer andern Art für diefe Maſſe faft den Bruch 7o 
"gegeben, welcher den Bruch org ungefähr um 1; feines Werthes 
überfleigt, was alfo die Unrichtigfeit der Wahrfcheintichkeitsrechnung zu 
beweifen ſchiene. Hinfichtlich des Werthes un für die Maſſe des 
Jupiters, welcher von Ende aus den Verturbationen des Kometen von 
der Periode von 1204 Zagen, von Gauß und Nicolai aus benen . 
ber Veſta und der Juno ımd von Airy aus ben Elongationen ber 


*) Premier supplement à la Theorie analytique des probabilites , page 24. 
ober Anhang IV. 
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Jupiterstrabanten, welche berfelbe neuerlich gemefien bat, ‚abgeleitet iR, 
kann Fein Zweifel flattfinden. Wenn die Laplace’fhen Rechnungen 
mit einer ſich ber Gewiflheit fehr nähernden Wahrfcheinlichkeit für die 
Maffe des Zupiterd einen Werth gegeben haben, welcher um zi5 klei⸗ 
ner ift, als der wahre Werth, fo darf man daraud doch nicht fchlies 
fen, daff der Iupiter ben Saturn nicht fo ſtark anziehe, als feine 
eigenen Satelliten, die Kometen und die Fleinen Planeten, und bie 
fer Fehler rührt auch von Feiner Unrichtigleit der Formeln für bie 
. Bahrfcheinlichkeit, wovon Laplace Gebrauch gemacht hät, her; ſon⸗ 
dern es find Gründe vorhanden, welche annehmen laffen, daſſ La⸗ 
place die Maſſe des Jupiterd etwas zu Bein gefunden hat, weil in 
dem fo complicirten Ausdrude für die Perturbationen des Jupiters, woran 
beveitö mehrere Gorrectionen vorgenommen find, und welcher deren noch 
andere bebürfen kann, einige unrichtige Glieder vorfommen. Diefer wid 
tige Punkt, in der Mechanik des Himmels wird durch bad Refultat 
der Arbeit, womit fih Bouvard "gegenwärtig befchäftigt, um feine 
fhon fo genauen Zafeln der Bewegungen des Saturns und Jupiters 
ganz von Neuem zu bilden, ohne Zweifel näher beleuchtet werben. 


Bünftes Kapitel, 


Anwendung der allgemeinen Regeln der Wabricheins 
lichkeitsrechnung auf die Entſcheidungen der Geſchwo⸗ 
renengerichte und der Urtheile der Tribunale.”) 


$. 114. Bei einer fo feinen Unterfuhung wird es zwedtmäfig 
fein, zuerft die einfachften Faͤlle zu betrachten, ehe wir Die Aufgabe in 
ihrer ganzen Allgemeinheit umfaffen. 

Wir wollen dahet zuerft annehmen, daſſ nur em "einziger Ge 
fhworener vorhanden fei, und die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Anges 
Hagte fihuldig fei, wenn er vor diefen Gefchworenen geftellt wirb, mit 
K bezeichnen, welche aus ber Borunterfuchung und ber darauf erfolg- 
ten Anklage entfpringt. Ferner wollen wir die Wahrfcheinlichfeit, daſſ 
ſich der» Gefchworene bei feiner Entfcheibung nicht irret, mit u bezeich⸗ 





*) Dice Aufgabe iſt auch in einer von Oſtrograski 1834 In der Petersbur⸗ 
ger Akademie ber Wiffenfchaften gelefenen Abhandlung behanbelt; allein ber 
Verfaſſer hat, nach dem uns. von ihm zugefandten gebrudten Auszuge gu ur⸗ 
theilen, bie Aufgabe aus einem gang andern Geſichtspunkte beivachtet, als wir. 


- 
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nen, und wenn dieſes der Fall if‘, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der An- 
gellagte wirb verumtheilt werden, y nennen. Diefes Ereignifl findet 
flatt, wenn der Angellagte fchuldig ift und der Gefchworene ſich nicht 
irret, oder wenn der Angeklagte unfchulbig ift und ber Gefchworene 
füh irre. Nach der Regel in $. 5 wird die Wahrfcheinlichkeit des er- 
ften Falles durch dad Product aus k und u und die deö zweiten Fal⸗ 
les durch das Product aud 1—k und 1 —u audgebrüdt. Nach ber 
Regel in $. 10 hat man alfo für die volfländige Wahrfcheinlichkeit der 
Berurtheilung des Angeklagten: 


yzku->H1—k)(1—u). | @ 


Die Wahrſcheinlichkeit feiner Kreifprehung ift afo =1—Y. Diele 
Ereigniff’ findet flatt, wenn der Angeklagte ſchuldig iſt und ber Ge: 
ſchworene fich irret, ober wenn der Angeklagte unſchuldig ift, und ber 
Geſchworene fih nicht irret, und da die Wahrfcheinlichkeiten dieſer bei⸗ 
den Fälle durch „die Producte All — u) und (1—k)u audgebrüdt 
werben; fo bat man die Gleichung: 


1 y=kl—wW)+(—hu, 


welche N auch aus ber vorhergehenden ergibt. . Bicht man biefe letzte 
Bleihung von ber erfien ab, fo erhält man: 0 


2y—1=(2k—1)(2u—1), 


woraus erhellet, daff die Größe 2y—ı mit 2A—1 oder 2u—1 
zugleich verfchwindet und pofitiv ober negativ iſt, jenachdem bie Groͤ⸗ 
Ben 2A—1 und 2u —1 gleiche ober entgegengefehte Zeichen haben. 
Es ift auch: 

yahtja@k au), 


d. b. Y ift um bie Hälfte des ‚von tiven ober negativen Productes 
(2 Kon u — 1) größer, als 4 

Nach der Enticheibung des Gefäworenen laffen fich nur zwei Vor⸗ 
‚ audfegungen machen, d. h. man Tann annehmen, baff der Angeklagte 
entweber ſchuldig, oder daſſ er unſchuldig if. Die Wahrſcheinlichkeiten 
diefer beiden Hppothefen werden, wie die aller übrigen bypothetifchen 
Urfachen, nach der Regel in $. 34 beflimmt. Da Übrigens die Summe 
diefer beiden Wahrfcheinlichfeiten der Einheit gleich iſt, fo braucht nur 
eine beftimmt zu werben. 

Wenn der. Angeflägte verurtheitt ift, fo fei p bie Wahrſcheinlich⸗ 
keit der erſten Voraüsſetzung oder feiner Schuld. Abdann hat man 
nach der angeführten Regel: 
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ku 
P= kat —k)(t—u) (2) 


denn dad beobachtete Ereigniff ift hier die Werurtheilung des Ange 
Hagten, wofür die Wahrfcheinlichkeit, wie wir eben gefehen haben, in 
diefer erften Vorausſetzung — ku und in der entgegengefegten Vor⸗ 
audfeßung , oder feiner Unfhub = (1 — A)(1 — u) if. 

. Wenn der Angeflagte freigefprochen ift, fo fei g die Wahrfchein- 
lichkeit der zweiten Hypotheſe oder feiner Unfhul. Da das beobachtete 
Ereigniſſ alddann die Freifprechung bed Angeklagten iſt, wofuͤr die 
Wahrſcheinlichkeit, wie wir eben geſehen haben, in dieſer Boraneetung 
—(1— k)u und in der entgegengefegten Borausfegung —=Ä(1 — u) 
ift; fo hat man nach der angeführten Regel: 


_  Qa-hu | 
IA rka-) , ® 


Erwägt man, daſſ die Nenner der Ausbrüde von > und g bie 
Werthe von y und 1—Y find, fo hat man: 


k —k 
P=—. 9-9, 


1—y 
woraus folgt: . 
u=py+gi1l—Y), 


als ein Ausprud der MWahrfcheinlichkeit, daſſ fich der Geſchworene nicht 
irret, deſſen Richtigkeit leicht nachzaweiſen if. Denn dieſer Umftand 
kann auf zwei verfchiedene Weifen -flattfinden, nämlich wenn der Ans 
geflagte verurtheilt wird und fchuldig iſt, oder wenn er freigeſprochen 
wird und unſchuldig iſt. Nun iſt aber nach der Regel in $. 9 für 
die Wahrfcheinlichkeit eines aus zwei einfachen Ereigniffen zufammen: 
gefegten Ereigniffes, wenn bie refp. Wahrſcheinlichkeiten der einfachen, 
Greignifie gegenfeitigen Einfluff auf einander haben, die Wahrfchein- 
‚ lichkeit der erſten Art des Nichtirrend des Gefchworenen dad Product 
aus y und p und die der zweiten Art dad Product aus L—Y und g. 
Folglich ift auch der vollftändige Werth von z die Summe biefer bei⸗ 
den Producte. Nah dem Audfpruche des Urtheiles des Geſchworenen 
iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ er ſich nicht geirret hat, nichts anders, 
als p, wenn ber Angeklagte verurtheilt iſt, und =g, wenn er freige⸗ 
ſprochen iſt. Wenn k nit = if, fo kann fie nur =u fein, wie 
vorher, wenn, entweder v=0, oder v1 iſt. . 


Dieſe Formeln enthalten die voliftändige Auflöfung des Problemes 
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für den Fall eines einzigen Geſchworenen, und die Aufgabe ift’alöbann - 
feine andere, ald die der Beſtimmung der Wahrfcheinlichkrit eines von 
einem Zeugen bezeugten Factums, mit welcher Aufgabe wir und be- 
reitö in $. 36 befchäftigt haben. Die Schuld des Angeklagten ift hier 
. dad Factum, welches wahr oder falfcy ſein kann. Vor dem Ausfpruche 
des Geſchworenen hatte man einen gewiffen Grund, zu glauben, daſſ 
dieſes Factum wahr fei, welcher aus den ſchon damals vorhandenen 
Daten entiprang ; k war die Wahrfcheinlichkeit der Wahrheit des Facs 
tums und 1— A bie der Unfchuld des Angellagten. Nach der Ent⸗ 
fcheidung des Geſchworenen ‚haben ſich die Data fir die Wahrheit des 
Factums um eins vermehrt, wodurch fich A in eine andere Wahrfchein- 
lichkeit p verwandelt, wenn der Gefchworend entſchieden oder bezeugt | 
bat, daſſ der Angeklagte ſchuldig ſei, und 1 —k verwandelt ſich in 
eine Wahrſcheinlichkeit y, wenn er bezeugt ‚hat, bafi ber Angeklagte 
unfhuldig ſei. In dem einen und in dem andern Falle ift einleuch: 
tend, daff die frühern Wahrfcheinlichkeiten A und 1 — k haben zunch- 
men müffen, wenn «8 wahrfcbeinlicher it, daſſ fih der Gefchworene 
nicht geirret bat, ald daſſ er fich geirret hat, und diefe Wahrfcheinlich- 
keiten haben im entgegengefesten Falle abnehmen müffen, d. h. fie ba: 
ben zus ober abgenommen, jenahdem u>4 nder u<} if. Diefes 
ergibt fich in der That aus dem Ausbrüden von > und y, woraus 
folgt : | | 
k(ı—k 2u— 1 
p=k+ ( } ) 

ka—k)(2u-— 1) 

 1- 7 
und folglich iſt p>vwae <kud y< or >1—%k, jenachdem 
u > over <; iſt. In dem Falle, wo u]. if, Haben ſich die 
fruͤhern Wabrfheinlichkeiten kund 1—Kk ni geändert. Diefe letzten 
Ausdruͤcke für p und g geben: 


pytgil —Y= kytaa - haı-Y, 
und da ber erfie Theil diefer Gleichung —u iſt, fo bat man auch: 
4xKVM, 


welche Gleichung zur Berechnung der Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich der Ge⸗ 
ſchworene nicht irret, dienen koͤnnte, wenn man durch irgend ein Mittel 
die Wahrſcheinlichkeit / der Verurtheilung außer der Wahrſcheinlichkeit k 
ber Schuld ‘a priori 'beftimmen koͤnnte. Hiervon überzeugt man fich 


g=r—k— 
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. auch, wenn man bemerkt, daſſ fich der Gefchworene nicht irret, wenn 
der Angeklagte fchuldig iſt und verurtheilt wird, oder wenn er uns 
ſchuldig ift und freigefprochen wird. 

Wenn iſt, fo reduciren ſich die erſten Werthe von p und 
9 unmittelbar auf p=u und y=u, und in ber That kann, da 
a priori fein Grund vorhanden ift, eher die Schuld, alß bie Unſchuld 
ded Angeklagten anzunehmen, nad: ber Entfcheidung bed Geſchworenen 
ber Grund, dad eine ‚oder dad andere zu ‚glauben, ‚nicht: von ber 
Wahrſcheinlichkeit verſchieden fein, daſſ ſich der Gefchworene nicht ir⸗ 
vet. Wenn A=1 iſt, d. h. wenn die Schuld des Angeklagten als 
apriori gewiſſ angenommen wird, fo hat man p=1.und 3=0 
und alsdann ift diefe Schuld auch nach der Entfcheibung des Gefchwo- 
renen noch gewiſſ, von welcher Beichaffenheit die Entfcheidung deſſel⸗ 
ben und feine Wahrfcheinlichkejt zz, ſich nicht zu irren, auch fein mag. 
Daffelbe findet Hinfichtli) der Unfhuld des Angeflagten flatt, wenn 
k=0, d. h. wenn diefe Unfhuld a priori gewiff if. Aber in den 
beiden Fallen iſt es nicht gewiſſ, baff der Angeklagte verurtheilt ober 
freigefprochen wird; man hat im erften Zalle y=u und im zweiten 
y=z1-—u für die Wahrfcheinlichkeit feiner Verurtheilung, welche folg- 
lich der Mahrfcheintichkeit gleich ift, daſſ fich der Geſchworene nicht ireet, 
wenn k=1 ift, und daſſ er fih irret, wenn k=0 ift. 
$. 115. Wir wollen nun annehmen, daſſ der Angellagte nah 
der Entſcheidung des erften Gefchworenen dem Urtheile eined zweiten 
unterwerferi werde, beffen Wahrfcheinlichkeit, fich nicht zu irren, durch 
zu’ bezeichnet werden fol, Es kommt alddann darauf an, die Wahr: 
fheinlichkeiten zu beflimmen, daſſ der Angeflagte durch beide Geſchwo⸗ 
rene verurtheilt, von dem einen freigefprochen und von dem andern ver- 
urtheilt, ‘oder von beiden freigefprochen werde, welche Wahrſcheinlichkei— 
ten wir refp. mit c, 6, @ bezeichnen wollen. 

Es fei y’ die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der durch den eiften Ge 
fhworenen verurtheilte Angeklagte auch durch den zweiten verurtheilt 
werde. Bemerkt man, daſſ Y die Wahrfcheinlichfeit der erften Ver: 
urtheilung ift, fo bat man; 


| e=yy' 
als die Wahrfcheinlichkeit zweier fucceffiver Berurtheilungen; aber wenn 
ber Angeklagte vor den zweiten. Geſchworenen geftellt wird, fo entipringt 
ſchon aus der erften Verurtheilung für die Schuld des Angeklagten die 


Wahrfcheinlichfeit p;. der Werth von y ergibt fich folglich aus der For- 
‚md (1), wenn man darin p und w’ für A und u ſetzt, welches 


y' zpu '+{ -PA— u) 


J 





281 


gibt, moraus vermoͤge der Formeln (1) und (2) folgt: 
ce=kuuW" +(1! —- (1 —-wW(I1— u). 
Durch eine aͤhnliche Betrachtung findet man: 
a—k(1 — (1 —-u)+(1— Kuu', 
und wenn man diefe beiden Formeln abbirt, fo erhält man: 
s+c=uu+(1— u) (1 — u) 


für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die beiden Geſchworenen daſſelbe Urtheil - 
fällen, fei e8 nun verdammend, ober freifprechend, unb es ift zu be 
merken, daſſ diefe Zotalmahrfcheinlichkeit vo. der der Schuld des Anz 
geflagten vor bem zweifachen Urtheile unabhängig ift. 

Wenn der Angeflagte von dem erflen Gefchworenen freigefprochen 
wird, und ‚man: bezeichnet die Wahrfcheinlichkeit, daf| er von dem zweis 
ten verurtheilt werben wird, mit Y,, fo brüdt das Product (L—Y)Y, 
die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ diefe beiden entgegengefehten Urtheile 
fucceffive und im dieſer Ordnung flattfinden werben. Ferner tl —g 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte fchuldig ifl, wenn er vor den ' 
zweiten Geſchworenen geftellt wird, nachdem er von dem erſten freis 
gefprochen ifl. Der Werth von Y, ergibt fich folglich aus ber Formel 
(1), wenn man darin 1—g und u’ für und z ſetzt, wodurch 
man 


„=aA—Nutga—u) . 


oder vermöge der durch bie Zormeln (1) und (8) gegebenen Werthe 
von 1—y und g: | 


a—y)y,=ka — u +1 — Ki —uN)u 


erhält. Offenbar erhält man durch die Vertauſchung der Buchſtaben 
zu und u’ in biefem Ausdrude die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Urtheile 
der beiden Gefchworenen einander entgegengefeht fein werden , aber in 
einer der vorhin angenommenen entgegengefeßten Ordnung. Addirt man 
diefe Wahrfcheinlichkeit zu der vorhergehenden, fo erhält: man: j 
b=(1— u) u’ +(1—uN)u 
für die vonftändige Wahrſcheinlichkeit zweier entgegengefehter Urtheile, 
welche in einer beliebigen Ordnung audgefprochen werden. Sie iſt, 
wie die zweier ‚gleicher Urtheile, von 4 unabhängig Wenn „4 
md „4% ift, fo find beide aub —% und in allen Faͤllen ift ihr 
Summe a+5+c=1, wie «8 ber Fall fein mufl. 2 
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Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, nachdem 
er von zwei Geſchworenen verurtheilt iſt, wird durch die Formel (2) 
ausgedruͤckt, wenn man p und u’ für und u fett, und bie Wahr: 
fcheinlichleit feiner Unfchuld, nachdem er durch zwei Gefchworene frei: 
geſprochen ift, ergibt fih aus der Formel (3) durch die Verwandlung 


fheinlichkeiten mit 2’ und g’, fo bat man folglich: 


= — 
pu'+(1—p)(i—u)’ 
qu' 


VD — — — 
77 qui TA—DA—u) 
und nach. den durch diefelben Formeln (2) und (8) gegebenen Berthen 
von p und 9 verwandeln ſich diefe Werthe von p’ und g’ in: 
kuu' 
P= kur-1 —-hU—u)(1— u)’ 
_ (1— k)uu’ 
A — — —— — —z — 
(I —kuu'-k(l— u)(1— u)‘ 


Serner fei p, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig 
ift, nachdem er von dem erften Gefchworenen freigefprochen und von 
dem zweiten verurfheilt ift, und 9, fei die Wahrfcheinlichkeit, daff ber 
Angeklagte unfchuldig ifl, wenn er von dem erfien Geſchworenen verur: 
theilt und von dem zweiten freigelprochen iſt. Der Werth von p, er: 
gibt ſich aus der Formel (8), wenn man darin u’ für u fest und für X 
die Wahrfcheintichleit L— 1, daſſ der Angeflagte nicht unfchulbig iſt, 
nachdem er von dem erften Gefchworenen freigeiprochen if. Ebenfo ers 
hält man bie Wahrfcheinlicheit q,, wenn man in der Formel @ uundk 
in u! und p verwandelt. Man bat folglich: 


Aa—gu _—__A-zdW 
ap) V 
oder vermoͤge derſelben Formeln (2) und (3): 
| k(1— u)u 
PTTa-wwta—-ha—una’ 
(1 -Ha-ı)u 
NT -Ha-Wetka— un‘ 
Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der von dem erften Gefchworenen ver 


urtheilte und von dem zweiten freigefprochene Angeklagte ſchuldig iſt, 


"von k und u in 1—g und u‘. Bezeichnet man dieſe beiben Waehr⸗ 











in — 1 — 9, Außerdem ifi einleuchtend, daſſ fie fih aus p, durch 
Vertauſchung der Buchſtaben u und wu’ ergeben muſſ, was in der That 
flattfindet. Die Wahrfcheinlichleit der Unfchuld des von dem erften 
Geſchworenen freigefprochenen und von bem zweiten verurtheilten Ans 
geflagten, oder L—p, ergibt ſich ebenfo aus dem Ausdrucke von g,, 
wenn man barin z und uw’ vertaufct. | 

In dem Falle, wo wu if, hat man p, =k und ,=1—k, 
was wirklich der Fall fein muff; denn zwei entgegengefegte Urtheile von 
zwei Geſchworenen, für weiche die Wahrfcheinlichkeit, fich nicht zu irs 
ren, biefelbe ift, können den Grund zur Annahme der Schuld oder Un⸗ 
ſchuld des Angellagten vor diefen Entfcheidungen wicht veräridern. 

$. 116. Diefe Schlüffe ließen fich leicht auf bie fucceffiven Entfcheis 

dungen einer beliebigen Anzahl von Gefchworenen, wovon für jeden die 
Wahricheinlichkeit, ſich nicht zu irren, gegeben iſt, ausdehnen; allein 
man gelangt auf folgende Weiſe einfächer zum Refultate. 

Um die Begriffe zu firiren, wollen wir drei Gefchworene betrach- 
ten. Es feien z, u’, u die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ fie ſich nicht 
irren und k, wie vorhin, die Wahrfcheinlichfeit vor ihrer Entſcheidung, 
daff der Angeklagte ſchuldig ift. | 

Sol der Angeflagte bei der Einftimmigkeit der Geſchworenen vers 
urtheilt werben, fo muff er entweber fchuldig fen und keiner der drei 
Geſchworenen fi irren, oder er muſſ unfchuldig fein, und die Gefchwo: 
renen irren fih alle drei. Die vollfländige Wahrfcheinlichfeit dieſer 
Verurtheilung ift alſo: 

kuu' u" + kt — u) CI —uN)(1 —u") 


Ehenfo hat man für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ber Angeflagte 
bei der Einſtimmigkeit der drei Gefhworenen freigefprochen werben wird: 


ka— u) — u) — u) +1 —k)uuur, 


Die Wahrfcheinlichkeit eines einfiimmigen Urtheiled der Gefchwore- 
nen, fei ed verdammend oder freifprehend, wird folglich durch die 
Summe dieſer beiden Größen, d. h. durch: n | 


uu u" (1 — u)(L —uN)(1 — u”) 


ausgebrüdt, und fie ift daher unabhängig von A, was auch für jede 
belichige Anzahl von Gefchworenen flattfinden würde, 

Der Angeliagte kann auf drei verfchiebene Arten von zwei Ges 
fhworenen verurtheilt und von-dem dritten freigefprochen werden, jes 
nachdem biefer dritte derjenige iſt, deſſen Wahrſcheinlichkeit, fich nicht 
zu irren, u, u’ oder u’ if. Ebenſo kann der Angeklagte auf drei 


verſchiebene Arten von ‚zwei. Sefchworenen freigefprochen und von bem 
dritten verurtheilt werden, welche ebenfalld dem Falle entfprechen, wo 
diefer dritte Gefchworene der ift, deffen Wahrfcheinlicybeit, fich nicht zu 
irren, durch z, w' ober u audgedrüdt wird. Man ſieht leicht ein, 
daſſ die MWahrfcheinlichkeiten diefer 6 Gombinationen duch: 


kuu' 1 W+A—ha— uw) —uN)u, 
kurt -_N+AaA—- HAa—-W)A— uNw, 
kun — u”) +(l — k)(1 — u)(1 — u)u”, 
kt —- u) — u)u+(1 —k)u'u”(1— u), 
EC WA —uNnu +1 — Dun — u, 
ki- Wi —- wu" +(1—Auuit—uN), 


auögebrüdt werben. Bildet man die Summe biefer 6 Größen, fo er 
hält man. den vollftändigen Ausdrud der Mahricheinlichkeit, daſſ das Ur: 
theil nicht bei der Einftimmigfeit der Gefchworenen gefällt wird, nämlich: 


wu" 1 — W+uu”( — u) +Huu( 1— u) 
+1 -u)1 — uNY)u+(1 —u)(1 eu 
+A— WA - ua" 


und er ift, wie man fieht, von X unabhängig. 

Die Summe der Totalmahrfcheinlichkeiten einer einflimmigen und 
einer nicht einftimmigen Entfcheidung der drei Geſchworenen muff der 
Einheit gleich fein, und in der That leiften die vorhin für diefe Wahr: 
fheinlichkeiten gefundenen Ausdrüde diefer Bedingung Genüge. 

Wenn das Urtheil gefält ift, fo ergibt fich leicht Die Wahrfcheinlichs 
keit ber Schuld des Angeklagten nach demfelben, welche im Allgemeinen 
von diefer Wahrfcheinlichkeit vor der Urtheilöfällung verfchieden if. Wenn 
3. B. der Angeflagte von zwei Geſchworenen, fuͤr welche die Wahrſchein⸗ 
lichkeiten, daſſ ſie fich nicht irren, durch z und u’ ausgedruͤckt werben, 
verurtheilt und von dem britten freigefprodhen wird; fo ift die Wahr: 
ſcheinlichkeit dieſes Ereigniffes in der Vorausſetzung feiner Shub =kuu‘' 
(1— u") und in der entgegengefegten Boraudfegung = (1 —k)(1—u) 
(1 — w)u”, Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig ifl, 
voirb folglich nach der Regel in $. 34 ausgedruͤckt durch: 

kuu(1— u) 
kun — u) ku) (1 u)u‘ " 


An: dem Galle, wo u’ = u” ift, wird fie von dem gemeinfehaftlichen 
Werthe von u’ und u” unabhängig, und diefelbe, als wenn die Ver: 














urtheilung von bem einen Geſchworenen außgefprochen. wäre, für wel⸗ 
hen u die Wahrſcheinlichkeit iſt, ſich möcht zu irren; und in ber That 
fönnen, wenn diefer legte Geſchworene fein Urtheil audgefprochen hat, 
die verfchiedenen Urtheile der beiden andern Gefchworenen den Grund 
zu der Annahme, daff der Angeflagte fhuldig oder unfchuldig fei, für 
und weder vermehren noch vermindern; denn es würde fein Grund 
vorhanden fein, weswegen, diefe verfchiedenen Urtheile die Wahrſchein⸗ 
lichfeit der Schuld des Angeklagten. eher vermehren, als vermindern foll« 
ten, weil die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ fich Diefe beiden legten Geſchwo⸗ 
renen nicht irren, ald glei angenommen find. - Ä 
Diefe Formeln würden auch auf den Fall anwendbar fein, wo bie Ge⸗ 
ſchworenen flatt fucceffive und ohne weitere Communication unter einander 
ihr Urtheil abzugeben, mit einander verbunden wären und erft nach ftatts 
gehabter Berathung ihr Urtheil fällten; aber ba durch bie gegenfeitige 
Berathung der Gefchmorenen eine genauere Einfiht in das vorliegende 
Factum bewirkt und im Allgemeinen ihre Wahrfcheinlichkeiten, fich nicht 
zu irren, vergrößert werben; fo koͤnnen die Werthe von w, u’, u, 
welche ſich auf diefe beiden Fälle beziehen, nicht biefelben fein, und muͤſſen 
fih im zweiten Falle weniger von der Einheit entfernen, ald im erften. 
$. 117. Bir wollen num indbefondere den Fall betrachten, wo 
die Wahrſcheinlichkeit, fich nicht zu irren, für alle Gefchworenen die⸗ 
felbe ift, worauf wir alddann den allgemeinen Fall, wenn ed fih um 
bie Beftimmung der Wahrfcheinlichkeit der Anzahl der Werurtheilungen 
bei einer fehr großen Anzahl von Urtheilen handelt, zurudführen werben. 
Es fei alfo u diefe gegebene Wahrſcheinlichkeit, daſſ fich jeder der 
Geſchworenen nicht irret, 7 die Anzahl der Gefhworenen, X die Wahr: 
fcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten vor der Fällung ihres Urtheis 
led, 3 eine ber Zahlen 1, 2, 8,... n ober O und y, die Wahrfchein: 
lichkeit, daſſ der Angeklagte von n — x Gefchworenen verurtheilt und 
von 3 Gefchworenen  freigelprochen wird. 

Sol dieſes zuſammengeſetzte Ereigniſſ ftattfinden , fo müffen, 
wenn der Angeklagte ſchuldig ift, — Geſchworene ſich nicht irren 
und 2 Gefhworene fi ch irren, oder wenn der Angeklagte unſchuldig iſt, 
ſo muͤſſen ſich n — i Geſchworene irren und Geſchworene nicht. 
. Die Bahrfcheinlickeit des erften Falles ift das Product aus ku"! 

1 — u)! und der Zahl, weldie ausdrüdt, wie vielmal man die fich 
irrenden 2 Gefchworenen aus der Zahl n aller Gefchworenen nehmen 
kann; und ebenfo ift die Wahrfcheinlichkeit für den zweiten Fall dad 
Product aus (1—k)u'(t-— u)” und der Zahl, welche angibt, wie 
vielmal. die rn — ſich irrenden Gefchworenen aus der Geſammtzahl rn 
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Jupiterstrabanten, welche derſelbe neuerlich gemefien hat, ‚abgeleitet iſt, 
Kann fein Zweifel ftattfinden. Wenn bie Laplace’fhen Rechnungen 
mit einer ſich der Gewiffheit fehr nähernden Wahrfcheinlichkeit für die 
Mafie ded Jupiters einen Werth gegeben haben, welcher um „I, klei⸗ 
ner ift, als der wahre Werth, fo darf man daraud och. nicht fchlies 
gen, daff der Aupiter den Saturn nicht fo ſtark anziebe, ald feine 
eigenen Satelliten, die Kometen und bie Tleinen Planeten, und bie 
fer Fehler rührt auch von Feiner Unrichtigkeit der Kormeln für bie 
Wahrſcheinlichkeit, wovon Laplace Gebrauch gemacht hät, ber; fons 
dern ed find Gründe vorhanden, weiche annehmen laſſen, daſſ La⸗ 
place die Maffe ded Jupiters etwas zu Hein gefunden hat, weil.in. 
dem fo complicirten Ansbrude für die Perturbationen des Jupiterd, woran 
bereitö mehrere Gorrectionen vorgenommen find, und welcher deren nod) 
andere bedürfen kann, einige unrichtige Glieder vorfommen. Diefer wich⸗ 
tige Punkt. in der Mechanik des Himmels wirb durch dad Refultat 
der Arbeit, womit ſich Bouvard "gegenwärtig befchäftigt, um feine 
fhon fo genauen Tafeln der Bewegungen ded Satums und Jupiters 
ganz von Neuem zu bilden, ohne Zweifel näher beleuchtet werben. 


Künftes Kapitel 


Anwendung der allgemeinen Negeln ber Wahrſchein⸗ 
lichkeitsrechnung auf die Entſcheidungen der Geſchwo⸗ 
: zenengerichte und der Urtheile der Tribunale. *) 


$. 114. Bei einer fo feinen Unterfuchung wirb es zwedmäßig 
fein, zuerft Die einfachften Fälle zu betrachten, ehe wir bie Aufgabe in 
ihrer ganzen Allgemeinheit umfaffen. . 

Wir wollen dahet zuerft annehmen, daſſ nur ein einziger Ges 
fhworener vorhanden fei, und die Mahrfcheinlichkeit, daſſ der Anges 
Hogte ſchuldig fei, wenn er vor diefen Gefchworenen geftellt wird, mit 
k begeichnen, welche aus ber Borunterfuhung und der darauf erfolg- 
ten Anklage entfpringt. Ferner wollen wir bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ 
ſich der» Gefchmorene bei feiner Entſcheidung nicht irret, mit 1 begeich- - 


) Diefe Aufgabe ift auch In einer von Oſtrograsſski 1834 in der Petersbur⸗ 
ger Akademie ber Wilfenfchaften gelefenen Abhandlung behandelt; allein ber. 
Verfaffer hat, nach dem uns. von ihm zugefandten gebrudten Auszuge gu ur: 
theilen, die Aufgabe aus einem gang andern Geſichtspunkte betrachtet, als wir. 


- 
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nen, und wenn diefed der Fall iſt, die Wahrfcheinlicykeit, daſſ der An: 
geflagte wird veruntheilt werben, Y nennen... Diefes Ereigniſſ findet 
flatt, wenn der Angellagte ſchuldig iſt und der Gefchworene fich nicht 
irret, ober wenn ber Angellagte unſchuldig iſt und der Geſchworene 
ſich irret. Nach der Regel in $. 5 wird die Wahrſcheinlichkeit des er⸗ 
ften Falles Durch dad Prodint aus A und u und die des zweiten Fal⸗ 
les durch dad Product aus 1—k und 1 — u außgebrüdt. Nach der 
Regel in $. 10 hat man alfo für die volftändige Wahrfcheinlichkeit ber 
Verurtheilung des Angeflagten: 


yzku+it—k)(1—u) Ä a 


Die Wahrſcheinlichkeit feiner Sreifprehung ift ao =1—Y. Diefeb 
Ereigniff’ findet ftatt, wenn der Angeklagte fchuldig ift und der Ge- 
ſchworene ſich irret, oder wenn ber Angeflagte unfchuldig ift, und der 
Geſchworene fi nicht irret, und da die Wahrfcheinlichkeiten dieſer bei- 
den Faͤlle durch „die Producte A(I — u) und (1—K)u ausgebrüdt 
werben; fo hat man die Gleichung: 


1—y=kl1—W)+(1—k)u, 


welche ſich auch aus der vorhergehenden ergibt. Zieht man dieſe letzte 
Gleihung "von der erſten ab, fo erhält man: | 


27—1=@k—1)(2u—1), 


woraus erhelet, daff die Größe 2y—ı mit 2/—1 oder 2u—1 
zugleich verfchwindet und pofitiv oder negativ ift, jenachdem bie Grö- 
fen 2k—1 und 2u — 1 gleiche oder entgegengefeßte Zeichen haben. 
Es ift aud: 


y=4+4@k—1)2u—1), 


d. h. y it um bie Hälfte des pofitiven aber negativen Productes 
ek N@u-—ı) größer, als 4. 

Nach der Entſcheidung des Gefpworenen laffen fi nur zwei Vor: 
ausſetzungen machen, d. b. man kann annehmen, baff ber Angeklagte 
entweder ſchuldig, oder daſſ er unfchuldig if. Die Wahrfcheinlichkeiten 
Diefer beiden Hypotheſen werden, wie die aller übrigen hypothetiſchen 
Urfachen, nach der Regel in $. 34 beflimmt. Da Übrigens die Summe 
diefer beiden Wahrfcheinlichkeiten der Einheit gleich iſt, fo braucht nur 
eine beflimmt zu werben. 

Wenn der. Angeflägte verurtheitt ift, fo fei p die Wahrfcheinlich- 
keit der erften Voraudfehung oder feiner Schuld. Alsdann hat man 
nach der angeführten Regel: \ 
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denn dad beobachtete Ereigniff ift hier die Verurtheilung bes Ange 


Hagten, wofür die Wahrfcheinlichkeit, wie wir eben gefehen haben, in’ 


diefer erſten Vorausſetzung —Ku und in ber entgegengefegten Vor⸗ 
audfeßung , ober feiner Unfhub = (1 — A)(1 — u) ift. 
* Wenn der Angeklagte freigefprochen ift, fo fei y die Wahrfchein- 
lichkeit der zweiten Hypotheſe oder feiner Unſchuld. Da das beobachtete 
Ereigniſſ alddann die Freiſprechung des Angeklagten iſt, wofuͤr die 

Wahrſcheinlichkeit, wie wir eben geſehen haben, in dieſer Vorausſetzung 
—(1—k)u und in der entgegengeſetzten Vorausſetzung =Ä (1 — u) 
ift; fo hat man nach der angeführten Regel: 

_ (1—k)u | 
7= a-hutka-)‘ 6) 
Erwaͤgt man, daſſ die Nenner der Ausdruͤcke von ꝓ und 4 bie 

Werthe von y und 1—Y find, fo hat man; 
ku _(1—k)u 
177 5 


' 


woraus folgt: a. \ 
u=py+g(l—Y), 

al8 ein Ausdruck der Mahrfcheinlichkeit, daſſ fich der Geſchworene nicht 
irret, deſſen Richtigkeit leicht nachzüweifen iſt. Denn diefer Umftand 
kann auf zwei verfchiedene Weifen ftattfinden, nämlich wenn der Ans 
geklagte verurtheilt wird und fchuldig ift, oder wenn er freigefprochen 


wird und unfchuldig iſt. Nun ift aber nach der Regel in $. 9 für 
bie Wahrfcheinlichkeit eined aus zwei einfachen Ereigniffen zufammen- 


gefeßten Ereigniſſes, wenn die reſp. Wahrſcheinlichkeiten der einfachen. 


Creigniffe gegenfeitigen Einfluff auf einander haben, die Wahrfchein- 
lichkeit der erften Art des Nichtirrend des Gefchworenen das Product 
aus Y und p und die ber zweiten Art dad Product aus 1 —Y und g. 
Folglich ift auch der vollftändige Werth von z die Summe diefer beis 
den Producte. Nach dem Ausfpruche des Urtheiles des Gefchworenen 
ift die MWahrfcheinlichkeit, daſſ er fich nicht geirret hat, nichtd anders, 
als pP, wenn ber Angeflagte verurtheilt hir und —g, wenn er freiges 
ſprochen iſt. Wenn k nit —=H ift, fo kann fie nur =u fein, wie 
vorher, wenn, entweder v=0, oder v.:1 iſt. . 


Dieſe Formeln enthalten die vollftändige Auflöfung des Problemes 





279 


für den Fall eines einzigen Gefchworenen, und die Aufgabe iſt alsdann 


keine andere, ald die der Beſtimmung der Wahrfcheinlichkeit eines von 
‚einem Beugen bezeugten Factums, mit welcher Aufgabe wir uns be- 
reits in $. 36 befchaftigt haben. Die Schuld des Angeflagten ift hier 
das Factum, welche wahr oder falfch fein kann. Vor dem Ausfpruche 
des Gefchworenen hatte man einen gewillen Grund, zu glauben, daſſ 
dieſes Factum wahr fei, welcher aus den ſchon damals vorhandenen 
Daten entiprang; A war die Wahrfcheinlichkeit der Wahrheit des Fac⸗ 


tums und 1 — k bie der Unfchuld des Angellagten. Nach der Ent⸗ 
fheidung des Geſchworenen haben fich dic Data fir die Wahrheit des _ 


Factums um eind vermehrt, wodurch ſich A in eine andere Wahrſchein⸗ 
lichkeit p verwandelt, wenn ber Geſchworene entſchieden ober bezeugt 
hat, daſſ der Angeklagte ſchuldig ſei, und 1 — k verwandelt ſich in 
eine Wahrſcheinlichkeit y, wenn er bezengt hat, daſſ der Angeklagte 
unſchuldig ſei. In dem einen und in dem andern_Falle iſt einleuch⸗ 
tend, daſſ die frühern Wahrfcheinlichkeiten Ak und 1 — k haben zuneh- 
men müffen ‚wenn es wahrfcbeinlicher ift, daſſ fihd der Gefchworene 
nicht geirret hat, als daſſ er fich geirret hat, und diefe Wahrfcheinlich- 
keiten haben im entgegengeſetzten Falle abnehmen muͤſſen, d. h. ſie ha⸗ 
ben zu⸗ oder abgenommen, jenachdem — oder u<H if. Dieſes 
ergibt ſich in der That aus den Ausdrücken von p und y, woraus 
folgt : | 
k(ıı—k 2u— 1 
p=k+ ( ) - 2 


g=ı_.k_"U-hau- 1) 





U 


’ l-r 


‚und folglich iſt p>wa<kudg < ober > 1—%k, jenachdem 


u> oder <4I if. In dem Falle, wo u=4 ift, haben fich die 


fruͤhern Wahrſcheimichkenen kınd ı1—k ni geändert. Diefe letzten 


Ausdruͤcke für p und g geben: 
py+g(i -N=krta -kiı-Y. 
und da der erſte Theil dieſer Gleichung —u iſt, fo bat man auch: 
u=ky+a1—MU—y), 


welche Gleichung zur Berechnung der Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich der Ge⸗ 
ſchworene nicht irret, dienen koͤnnte, wenn man durch irgend ein Mittel 
bie Wahrſcheinlichkeit Y der Verurtheilung außer der Wahrſcheinlichkeit & 

ber Schuld a priori beftimmen könnte, Hiervon überzeugt man fich 


auch, wenn man bemerkt, daft ſich der’ Geſchworene nicht irret, wenn 
der Angeklagte ſchuldig iſt und verurtheilt wird, ober wenn er un- 
ſchuldig ift und freigefprochen wird. 

Wenn A=4 ift, fo reduciren ſich die erſten Werthe von p und 
g unmittelbar auf p=u und y=u, unb in ber That kann, ba 
a priori fein Grund. vorhanden ift, eher die Schuld, als bie Unſchuld 
des Angeflagten anzunehmen, nach der Entfcheibung des Geſchworenen 
ber Grund, dad eine ‚oder dad andere zu ‚glauben, nicht. von ber 
Wahrſcheinlichkeit verfchieben fein, daſſ ſich der Gefchworene nicht irs 
vet. Wenn A=1 ift, d. h. wenn bie Schulb des Angeklagten al 
a priori gewiff angenommen wird, fo hat man p=1 und g—=0 
und alsdann ift diefe Schuld auch nach der. Entfcheibung "des Gefhwo- 
renen noch gewiſſ, von welcher Beichaffenheit die Entfcheibung deſſel⸗ 
ben und feine Wahrfcheinlichkejt u, fich nicht zu irren, ‚auch fein mag. 
Daſſelbe findet hinfichtlich der Unfchuld des Angeklagten ſtatt, wenn 
k=0, d. h. wenn dieſe Unſchuld a priori gewiſſ iſt. Aber in den 
beiden Faͤllen iſt es nicht gewiſſ „ daſſ der Angeklagte verurtheilt oder 
freigeſprochen wird; man hat im erſten Falle y=u und im zweiten 
y=1-—u für die Wahrfcheinlichkeit feiner Verurtheilung, welche folg⸗ 
lich der Mahrfcheinlichteit gleich if, daſſ fich der Geſchworene nicht irret, 
wenn k=1 ift, und daſſ er fih irret, wenn k=0 ift. 
$. 115. Wir wollen nun annehmen, daff der Angeflagte nach 
der Entfheidung des erften Gefchworenen dem Urtheile eines zweiten 
unterworfen werde, deſſen Wahrfcheinlichkeit, fich nicht zu irren, durch 
1° bezeichnet werden fol. Es kommt alddann darauf an, die Wahr: 
fheinlichkeiten zu beflimmen, daſſ der Angeflagte durch beide Geſchwo⸗ 
rene verurtheilt, von bem einen freigefprochen und von dem andern ver- 
urtheilt, ober von beiden freigeſprochen werbe, welche Wahrſcheinlichkei⸗ 
ten wir reſp. mit c, 6, @ bezeichnen wollen. 

Es fei y die MWahrfcheinlichkeit, daſſ der durch den erften Ges 
ſchworenen verurtheilte Angeklagte auch durch den zweiten veryrtbeilt 
werde Bemerkt man, daſſ Y die Wahrfcheinlichfeit der erften Wer: ' 
urtheilung ift, fo bat man: 


e=yy' 
als die Wohrſcheinlichkeit zweier ſucceſſi ver Berurtbeilungen; aber wenn 
ber Angellagte vor den zweiten. Geſchworenen geftellt wird, ſo entipringt 
ſchon aus der erften Verurtheilung für die Schul des Angellagten die 
Wahrfcheinlichfeit p; der Werth von Y ergibt fich folglich aus der For⸗ 
mel (1), wenn man darin p und u’ für und u fegt, welches 
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gibt, woraus vermöge der Formeln (1) und (2) folgt: 
c=kuu +1 - hı— Wil — u). 
Durd) eine ähnliche Betrachtung findet man: 
AXAÆC - WA —- HL — Kuu, 
und wenn man diefe beiden Formeln abdirt, fo erhält man: 
a+c=zuu+(1— u) (1 — u’) 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die beiden Gefchworenen baffelbe Urtheil 
fällen, fei ed nun verbammend, ober freifprechend, und es ift zu be- 
merken, daſſ diefe Zotalmahrfcheinlichkeit vo. der der Schuld des Ans 
gellagten vor dem zweifachen Urtheile unabhängig iſt. 

Wenn der Angeflagte von dem erfien Gefchworenen freigefprochen 
„wird, und ‚man: bezeichnet die Wahrfcheinlichkeit, daf| er von dem zweis 
ten verurtheilt werben wird, mit Y,, fo brüdt das Product (1—Y)Y, 
die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ dieſe beiden entgegengefegten Urtheile 
fucceffive und in biefer Ordnung flattfinden werben. Ferner fl —g 
bie WBahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig ifl, wenn er vor den ' 
zweiten Geſchworenen geftellt wirb, nachdem er von dem erften freis 
gefprochen iſt. Der Werth von Y, ergibt fich folglich aus der Formel 
(1), wenn man darin 1—yg und u’ für k und z feßt, woburd 
man | 


„=a—-Nutgl—u) . 


ober vermöge der durch bie Formeln (1) und (8) gegebenen Werthe 
von 1—y und g: j | 

| a—Yy=ka—Wu+AaA—ha—u)u 

erhält. Offenbar erhält man durch die Vertauſchung der Buchſtaben 
zu und u’ in diefem Auödrude bie MWahrfcheinlichkeit, daſſ die Urtheile 
der beiden Gefchworenen einander entgegengefeht fein werben , ‘aber in 


einer der vorhin angenommenen entgegengefegten Ordnung. Addirt man 
dieſe Wahrfcheinlichkeit zu der vorhergehenden, fo erhält: man: 
b=(1— uw +(1—uN)u 
für die volftändige Wahrſcheinlichkeit zweier entgegengefeßter Urtheile, 
welche in einer beliebigen Ordnung ausgeſprochen werden. Sie if, 
wie die zweier ‚gleicher Urtheile, von A unabhängig Wenn u 4 
mb “"—H ift, fo find beide auch S und in allen Faͤllen ift ihr 
Summe a +5 -+c=1, wie «8 der Kal fein ul. 


“ 
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Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angellagte ſchuldig iſt, nachdem 

er von zwei Geſchworenen verurtheilt iſt, wird durch die Formel (2) 

ausgedruͤckt, wenn man p und u’ für X und u fest, und bie Wahr: 

fcheinlichfeit feiner Unfhuld, nachdem er durch zwei Geſchworene frei: 

gefprochen ift, ergibt fih aus der Zormel (3) durch die Verwandlung 

von kumduini —g und u. Bezeichnet man dieſe beiden Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten mit >’ und g’, fo bat man folglich: 


pP pu' 
| zuFu —p)(l perl 
qu’ 


7 quW +U—gN(—u‘) 


und nach. den durch diefelben Formeln (2) und (8) gegebenen Derthen 
von.p und 9 verwandeln fich biefe Werthe von p’ und y’ in: 


| kuu' 
pP= kur ta hAa-J)a—w)' 
(1—k)uu’ 
= — — —— — —— — 
GI —k)uu +k(l— u)(1— u)‘ 


Ferner fei p, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig 
if, nachdem er von dem erſten Geſchworenen freigefprohen und von 
dem zweiten verurtheilt iſt, und 9, fei die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der 
Angeklagte unfchuldig ifl, wenn er von dem erften Gefchworenen verurs 
theilt und von dem zweiten feeigefprochen fl. Der Werth von >, er 
gibt fi) aus der Formel (2), wenn man barin u’ für z ſetzt und für X 
die Wahrfcheinlichleit 1— g, dafl der Angeklagte nicht unſchuldig ifl, 
nachdem er von dem erften Gefchworenen freigeſprochen iſt. Ebenſo er⸗ 
hält man bie Wahrſcheinlichkeit q,, wenn man in ber Formel @ uundk 
in u’ und p verwandelt. Man hat folglich: 


___ a ‘= __ Gap 
—Aa—gw+g(1- u)’ a-putra—w) 
ober vermoͤge derſelben Sormeln (2) und (8): 


k(1—u)u‘ 
PTTa-wyuta—ha—uu’ 
(1 —k(—u)u 





Ta Ha-Wwtka—uu 


Ä Die Wahrſcheinlichkeit, dafi der von dem erften Gefchworenen ver - 
urtheilte und von dem zweiten freigefprochene Angeklagte ſchuldig if, 
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ik =1—g, Außerdem " einleuchtend daſſ fie ſich aus p, durch 
Bertaufhung der Buchfiaben u und u’ ergeben muſſ, wad in der That 
flattfindet. Die Wahrfcheinlichkeit der Unfchuld des von dem erften 
Geſchworenen freigefprochenen unb von dem zweiten verurtbeilten Ans 
gellagten, oder L—p, ergibt fi ebenfo aus dem Ausdrucke von g,, 
wenn man datin z und u’ vertaufcht. 
In dem Falle, wo u u if, hat man , km ,=1—k, 
was wirklich der Fall fein muſſ; denn zwei entgegengeſetzte Urtheile von 
zwei Gefchworenen, für welche die Wahrſcheinlichkeit, fich nicht zu ir: 
ten, bdiefelbe ift, innen den Grund zur Annahme der Schuld oder Uns 
ſchuld des Angeklagten vor diefen Entfcheidungen nicht veräridern. 

$. 116. Diefe Schlüffe ließen fich leicht auf bie fucceffiven Entfcheis 
dungen einer beliebigen Anzahl von Gefchworenen, wovon für jeden die 
MWahricheinlichkeit, fich nicht zu irren, gegeben iſt, ausdehnen; allein 
man gelangt auf folgende Weiſe einfacher zum Reſultate. 

Um bie Begriffe zu firiren, wollen wir drei Geſchworene betrach- 
ten. Es feien z, uw, u die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ fie fich nicht 
irren und k, wie vorhin, bie Wabhrſcheinlichkeit vor ihrer Entſcheidung, 
daſſ der Angetigte ſchuldig iſt. 

Soll der Angeklagte bei der Einſtimmigkeit der Geſchworenen ver⸗ 
urtheilt werden, ſo muſſ er entweder ſchuldig ſein und keiner der drei 
Geſchworenen ſich irren, oder er muſſ unſchuldig ſein, und die Geſchwo⸗ 
renen irren ſich alle drei. Die vollſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit dieſer 
Verurtheilung iſt alſo: 

kuu'u" + VV 


Ebenfo hat man für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeflagte 
bei der Einftimmigkeit der drei Gefchworenen freigefprochen werben wird: 


ka— uw — u) —u) +1 — K)uut un, 


Die Wahrfcheinlichkeit eined einftimmigen Urtheiles der Gefhwore- 
nen, fei ed verbammend ober freifprechend, wirb folglich durch bie 
Summe diefer beiden Größen, d. h. durch: 


uw tal— wu) — u") 


ausgedruͤckt, und fie ift daher unabhängig von k, was auch für jebe 
beliebige Anzahl von Gefchworenen ftattfinden würbe. 

Der Angeklagte kann auf drei verfchiebene Arten von zwei Ges 
fhworenen verurtheilt und von-dbem dritten freigefprochen werben, je= 
nachdem biefer dritte berjenige ift, deflen Wahrſcheinlichkeit, ſich nicht 
zu item, u, u‘ ober u" iſt. Ebenfo Tann der Angeklagte auf rei 
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verſchiedene Arten von zwei Geſchworenen freigeſprochen und von dem 
dritten verurtheilt werden, welche ebenfalls dem Falle entſprechen, wo 
dieſer dritte Geſchworene der iſt, deſſen Wahrſcheinlichkeit, ſich nicht zu 


irren, durch z, u’ oder u ausgedruͤckt wird. Man ſieht leicht ein, 
daſſ die Wahrſcheinlichkeiten diefer 6 Combinationen durch: 


kuu'ı— u) +1 —K(1—u)(l —uN)u, 
kun 1 -)+A—- hAa— u) —uNw, 
ku 1 -u)+a Ham)", 
ki —-wW(L— uwN)u+(l -Auu'(l— u), 
(I —- u) (1 — uw + — k)uuf'(1 —uN), 
kı—-u)(ı -uw)u" ,,, 


auögebrüct werben. Bildet man die Summe diefer 6 Größen, fo er⸗ 
hält man. den vollftändigen Ausdrud der Wahricheinlichkeit, dafj- dad Urs 
theil nicht bei der Einftimmigkeit der Gefchworenen gefällt wird, nämlich: 


vu 1 - Wu" 1 - Nu — u) 
+1 —u)(1 —- uNu+(1 —-u)(l-— u) u 
+A1—u)(1 - u)a". 


und er ift, wie man flieht, von X unabhängig. 

Die Summe der Totalwahrfcheinlichkeiten einer einflimmigen und 
einer nicht einflimmigen Entfcheidung der drei. Gefchworenen muſſ der 
Einheit gleich fein, und in der That leiften die vorhin für diefe Wahr: 
fheinlichleiten gefundenen Ausdruͤcke diefer Bedingung Genüge. 

Wenn dad Urtheil gefällt ift, fo ergibt fich leicht die Wahrſcheinlich⸗ 
feit der Schuld ded Angeklagten nach demfelben, welche im Allgemeinen 
von diefer Wahrſcheinlichkeit vor der Urtheilsfälung verfchieden if. Wenn 
3.3. ber Angeflagte von zwei Gefhworenen, für welche die Wahrfcheins 
lichkeiten, daft fie. fich nicht irren, durch z und zz’ audgebrüdt werden, . 
verurtheilt und von dem dritten freigefprochen wird; fo ift die Wahr: 
ſcheinlichkeit dieſes Ereigniffes in der Vorausſetzung feiner Schuld = — kuu' 
(1— u‘) und in der entgegengefeßten Vorausſetzung = (1 —k)(1— u) 
(1 — uN)u” Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeflagte ſchuldig iſt, 
wird folglich nach der Regel in $. 34 audgedrüdt durch: | 

Ä | kuu'(1— u) 

kur au) +a Hama — wur 


In dem Salle, wo uw — u ifl, wird fie von dem gemeinſchaftlichen 


Werthe von u’ und u” unabhängig, und dieſelbe, als wenn die Ver⸗ 





urtheülang von dem einen Gelchworenen aubgeſprochen waͤre, fuͤr wel⸗ 
hen u die Wahrſcheinlichkeit iſt, ſich nicht zu irren; und in ber That 
koͤnnen, wenn biefer legte Geſchworene fein Urtheil ausgefprochen hat, 
Die verfchiedenen Urtheile der beiden andern Sefchworenen den- Grund 
zu der Annahme, daff der Angeflagte fchuldig oder unfchuldig fei, für 
und weder vermehren noch vermindern; benn ed würbe Fein Grund 
vorhanden fein, weswegen. diefe verfchiebenen Urtheile die Wahrfcheine 
lichkeit der Schuld des Angeklagten. eher vermehren, als vermindern folls 
ten, weil die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ fich dieſe beiden letztern Geſchwo⸗ 
remen nicht irren, ald gleich angenommen find. - 

Diefe Formeln würben auch auf den Fall anwenbbar fein, wo die Ge 
ſchworenen flatt fuccefjive und ohne weitere Communication unter einander 
ihr Urtheil abzugeben, mit einander verbunden wären und erft nad) flatts 
gehabter Berathung ihr Urtheil fällten; aber da durch die gegenfeitige 
Beratbung der Gefchworenen eine genauere Einfiht in das vorliegende _ 
Factum bewirkt und im Allgemeinen ihre Wahrfcheinlichkeiten, fich nicht 
zu irren, vergrößert werben; fo können die Werthe von w, u’, u, 
welche fich auf diefe beiden Fälle beziehen, nicht diefelben fein, und müflen 
fih im zweiten Falle weniger von ber Einheit entfernen, ald im erften. 

$. 117. Wir wollen nım indbefondere den Fall betrachten, wo 
die Wahrſcheinlichkeit, fich nicht zu irren, für alle Gefchworenen bie= 
. felbe iſt, worauf wir alsdann den allgemeinen Sal, wenn es fih um 
Die Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeit der Anzahl der Verurtheilungen 
bei einer ſehr großen Anzahl von Urtheilen handelt, zuruͤckfuͤhren werden. 

Es fei alfo w dieſe gegebene Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich jeber der 
Geſchworenen nicht irret, n die Anzahl der Gefchworenen, X die Wahr: 
fcheinlichkeit der Schuld ded Angeklagten vor der Faͤllung ihres Urtheis 
les, 3 eine der Zahlen 1, 2, $,... n ober O und y, die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daff der Angeflagte von n — a Gefchworenen verurtheilt und 
von 3 Sefhworenen freigefprochen wird. . 

Sol dieſes zuſammengeſetzte Ereigniſſ ſtattfinden, ſo muͤſſen, 
wenn der Angeklagte ſchuldig ift, — Geſchworene ſich nicht irren 
und 2 Gefchworene fi ch irren, oder wenn der Angeklagte unſchuldig iſt, 
fo muͤſſen ſich n — Geſchworene irren und zZ Gefchmworene nicht, 
Die Wahrſcheinichleit des erſten Falles iſt das Product aus ku? 

(1 — u)! und der Zahl, welche ausdruͤckt, wie vielmal man die fic 
irrenden 2 Gefchworenen aus der Zahl n aller Geſchwoͤrenen nehmen 
fann; und ebenſo ift die Wahrfcheinlichkeit für den zweiten Fall das 
Product aus (1— k) u’ u)" und der Zahl, welche angibt, wie 
vielmal die nn — 2 fi) irrenden Befchworenen aus der Geſammtzahl n 


genommen werben koͤnnen, welche Zahl biefelbe tft, als im erſten Falle 
und zwar ber Anzahl der verfhievenen Combination von n Elementen 
zu je 2 ober zu je n — 2 gleich. Bezeichnet man biefe Zahl durch N, 
fo hat man: 


und hieraus ergibt ſi ſich der vollftändige Bart von Yz: 
YzNılku" a — uw +a - ua Die’ (4) 


Henn man n—i>3 annimmt und: 
n— 2i!-m 
ſetzt, ſo iſt der Angeklagte bei der Stimmenmehrheit von m Stimmen 
verurtheilt. Wenn er von Geſchworenen verurtheilt und von den 
7 — 3 übrigen Geſchworenen freigeſprochen wird, fo iſt er bei einer 
Stimmenmehrheit von m Stimmen freigefprochen. Die Wahrſchein⸗ 
lichkeit dieſer Freifprehung, welche wir mit ö, bezeichnen wollen, ers. 
gibt ſich aus dem Werthe von Y,, wenn man barin bie Zahlen n — 3 
und 2 vertaufcht, wodurch ber Coefficient IV, nicht geändert wird, Man 
bat folglich: . 


,=N,kua—-wtra—hHurta-u]) 6 
Addirt man diefe beiden legten Gleichungen, fo kommt: 


yra=N, Wa - w'+ua— Wr], | 


eine von Ic unabhängige Größe, fo daff die Wahrſcheinlichkeit eines, | 
bei einer gegebenen Stimmenmehrheit m gefällten Urtheiles, ſei es ver⸗ | 
dammend oder freifprechend, nicht von der vor dieſer Entfcheidung prä= 
fumirten Schuld des Angeflagten abhängig ift. In dem befondern Falle, 

wo u=4 ift, find bie Wahrſcheinlichkeiten Y, und Ö, einzeln von K 
unabhängig und ihr gemeinfchaftlicher Werth ift: 


y=6 = N. 


Sie find auch für jeden Werth von w einander gleich, wenn A=4 ifl. 

$. 118. Es fei c, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeflagte we⸗ 
nigftertd von n— 2 Stimmen verurtheilt und hoͤch ſtens von 2 Stims 
‚ men freigefprochen wird, d. h. die Wahrfcheinlichkeit einer Verurtheilung 
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bei einer Mehrheit von wenigſtens m Stimmen. Berner ſei d, die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte wenigſtens von 2—3 Stime 
men freigefprochen und hoͤch ſtens von' Stimmen- verurtbeilt wird. 
Mach ber Regel in $. 10 bat man: 
| geytrıtret-- - +9 
44=8, +6, +9,+... +9, 
und vermöge ber vorhergehenden Formeln ergibt ſich hieraus: . 


4=kU,+(1—A)U,, | 
d=kN+a— hy, | © 
wenn man ber Kürze wegen: 
ou”--N, u — — u)? .. 
+ a —u=U; | 
N, t1—u”-+N, tern er. 
+NWa—w"=P, 


ſetzt, fo daſſ U, eine gegebene union von u iſt und Y, der Werth 
derſelben, wenn man darin 1—u für z ſetzt. Bu gleicher Beit bat man: , 


atd = U+V, 


für die von A unabhängige Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte bei 
einer Mehrheit von wenigfiens ? m Stimmen verurtheilt ober freige- 
fprochen wird. 

Wenn man in dem Ausdruce von d, bie Bahl R—i—1 für: 


ſetzt, fo ergibt fi daraus: 
U+r, al, td „1171 


und in ber That wirb ber Angellagte, wenn zur Verurtheilung wenig⸗ 
fend n — ı Stimmen erforderlich find, freigefprochen, wenn höchftens 
n — i— 1 Stimmen gegen ihn find, fo daſſ eind der beiden Ereig⸗ 
niſſe, deren Wahrſcheinlichkeiten c, und du. find, nothwendig ſtatt⸗ 
finden muſſ. 

Wenn eine ungerade Zahl iſt und man n=2:+1 bat, alfo 
m=1, fo if: 


U,+P,=lu+t— u)]°= I, ytrd=l, 








. 
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fo daſſ der Angeklagte zuverläffig wenigſtens bei einer Mehrheit von eis 
ner Stimme verurtheilt, oder freigefprochen wird, was für ſich Bar ift. 

Benn rn eine gerabe Zahl ift, fo if die möglichft kleinſte Stims 
menmehrheit m= 2 und entfpriht n== 2.2. Alsdann hat man: - 


— oT at, 
woraus folgt: | | 


atr4=1— 2’+2.2i/-41.27...i+2 


— — —— vi 


1.2.3...i+1 


Es iſt alfo nicht gewiſſ, daff der Angeklagte bei einer Majorität von w es 
nigftend zwei Stimmen verurtheilt oder freigefprochen wird, was an 
und für ſich einleuchtend ift, weil ed auch möglich iſt, daſſ gleich viel 
Geſchworene für feine Verurtheilung und für feine Sreifprechung flimmen, 

Die Bahrfcheinlichkeit für Diefen einen Fall wird erhalten, wenn man 
‘den vorhergehenden Werth. von c,-+d, von der Einheit abzieht; fie ift 
von k unabhängig, und wenn man fie mit Z7, bezeichnet, fo laͤſſt ſich 
der Ausdruck derfelben auf folgende Form bringen: 


[v(1 —)*. 








g 23-2 +2[e(-— ur 
7 (1.2.8...i+ 1)? ‘ 
Das Marimum des Productes u(1 — u) ‚entfpriht u} unb 
iſt J. Diefe Wahrſcheinlichkeit 77, nimmt alfo defto mehr ab, je weis 
tes fih u von 4 entfernt. Sie nimmt auch fortwährend ab, je grö« 
Ber 2 wird. Denn aus ihrem Ausbrude ergibt fich: 
H  —_Bi--8.2i--4.u(1— u) 

#1 (+ 1)2 t’ 
und vermöge des Marimumd I von z(1 — u) ergibt fich hieraus, 
daſſ das Berhättniff von H,,, zu H, immer Heiner, als die Einheit iſt. 
Der größte Werth von A, entfpriht u=J und =0 und =} 

Benn 241 eine große Zahl ift, fo hat man nach $. 67: 








1. 2. 2..i41 — 
a VrrcrHm[ı tor +etc.], 
.1.2.3...27+3= | 


art [It tee, 
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woraus folgt: 








„un ı 
1 V=t+) —[ - mt ee.) 


als Näherungswerth von 57 welcher, wie man fieht, ein fehr Heiner 
Bruch ifl, wenn u merllich von 4 oder 4u(1 — u) von ber Einheit 
verfchieden if. Für u=4, und wenn man z.B. i+1=6 oder 
r»=12 nimmt, gibt, diefe auf ihre beiden erſten Glieder reducirte 


2360,94.. 
7 welcher ſehr wenig 





Zormel den Nahenmmgewerth von 7, = 
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von dem genauen Berthe 7 — verſchieden iſt, obgleih +1 keine ſehr 


betraͤchtliche Zahl iſt. 

Da die Summe U, PV hoͤchſtens der Einheit gleich iſt, fo if, 
wenn man fie mit G, bezeichnet, die Differenz 1 — G, poſitiv ober 
Null, und da fich der "Yusbrud von c, auf die Form: 


"g=k- kı—-G)—-(@k—ıyP, 


bringen ft, fo folgt, dafj, wenn 2A—1>0 oder iſt, 
auch c,<Xk if. In den gewöhnlichen Fällen, wo vor der Entſchei⸗ 
dung der Gefchworenen mehr Grund vorhanden ift, die Schuld, als 
die Unfchuld des Angeklagten anzunehmen, ift folglich die Wahrfchein- 
lichkeit feiner Werurtheilung bei einer Mehrheit von wenigftens einer 
oder von mehrem Stimmen, d. h. bei einer beliebigen Stimmenmehr- 
heit, immer Heiner, als diefe frühere Wahrfcheinlichkeit feiner Schuld, 
Wird z. B. angenommen, dafj man 4 gegen 1 wetten kann, daſſ der 
Angeklagte fchuldig ift, fo kann "man, wenn er- vor dad Geſchworenen⸗ 
gericht geftelt wird, nur weniger als 4 gegen 1 wetten, daſſ er verur⸗ 
theilt wird. 

Dieſer Satz iſt, wie man ſieht, von der Wahrſcheinlichkeit des ne 
thumes der Gefchworenen oder von dem von ber Einheit verſchiedenen Wer⸗ 
the von u unabhängig. Fuͤr u— 1 hat man U,=1, V,=®, 4=k, 
d,=ı —k, für jeden Werth von 2 Für u=0 hat man ebenfo 


U=0, P,=1, y=1—kud,=k. Es ift einfeuchtend, daſſ 


- für diefe beiden Außerften Werthe von w die Verurtheilung oder Frei⸗ 
fprehung nur bei der Einſtimmigkeit ber Gefhworenen ftattfinden kann, 
was in ber That auch aus den Kormeln (4) und (5) folgt, welche 
alsdann Yy,=0 und ,— 0 geben, auögenommen für =0. 

$. 110. Inden wir die frühern Beziehungen beibehalten, wollen 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 230 . 





wir die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ber Angeklagte fchulbig iſt, wenn er 
durch 2 — 2 gegen & Gefchworene, d. h. bei der Mehrheit von m Stim⸗ 
men verurtheilt ift, mit >, bezeichnen und die Wahrſcheinlichkeit feiner 
Unſchuld, wenn er bei biefer Stimmenmehrheit freigeſprochen iſt, mit g5,. 
oder mit andern Worten, pP; ſei die Wahrfcheinlichkeit der Richtigkeit - 
bed bei der Stimmenmehrheit von m Stimmen bei einer Anzahl r2- Ge= 
fhworenen ausgefprochenen Urtheiled, wenn ed verbammend iſt, und 9,, 


-- wenn ed ein freifprechendes if. Im erften Zalle ift die Wahrſchein⸗ 


lichkeit bed beobachteten Ereigniffed oder. der Berurtheilung = N, ku" 
(1-— u) oder = N,(1 — a—u" tu), { jenachdem der Angeflagte 
ui ift, oder nicht, und nach der Regel in $. 34 hat man folglich: 


‘ 


kur—i( — u) 
Pı— AT, 


kur (1 — u)‘ +(1—h) a uf 


wenn man ben bem Zähler und Nenner dieſes Bruches gemeinfchaftlichen 
Gactor IV, hinweglaͤſſt. Ebenfo findet man für ven Fall der Freifprechung : 


(7) 


rn . 
= — UI, | (8) 
1 - Yu — Wk "Tu 
Benn man A=H fest, fo hat man ?,=g, und in ber That 
ift einleuchtend, daſſ die Nichtigkeit des bei derfelben Stimmenmehrheit 
gefällten Werbammungd= oder - Freifprechungsurtheiles dieſelbe Wahr⸗ 
fheinlichkeit hat, wenn a priori fein Grund vorhanden ift, welcher eher 
die Schuld, ald die Unfchuld des Angeklagten annehmen laͤſſt. ‚Für 
u]. bat man ura—u) =(1— u)” ei ‚und folglich für je 
den Werth von n und 2, wie ed auch ber Fall fein muff, p,=K 
und ,=1—K. | 


Set man in ben Formeln (7) und (8); 


u——_ _.—_ 
1-+: 1+:' 
und bemerkt, beffin=m-+23 if, fo hat man: 
kom ann 


PT m ’ HUT —— 


woraus erhellet, daſſ die Wahrſcheinlichkeit ber Richtigkeit eines Ur⸗ 
theiles unter uͤbrigens gleichen Umſtaͤnden nur von der Stimmenmehrs 


⸗ 
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heit m, bei welcher es gefaͤut if, und nicht von ber Gefammtzahl 7 
der Gefchworenen abhängt; und in der That würden gleiche Anzahlen 
entgegengefeßter Stimmen, vorausgefeht, daſſ die Wahricheinlichkeit des 
Irrthumes für alle Gefchworenen gleich ift, den Grund zur Annahme 
der Richtigkeit oder Unrichtigkeit des Urtheiles weder vermehren, noch 
vermindern können. Aber dieſes Mefultat feßt nothwendig die Wahr: 
fheinlichkeit u, daſſ ſich die Geſchworenen nicht irren, ald vor der Enf- 
fcheidung gegeben voraus, und ed würde, wie man weiter unten fes 
ben wird, nicht. mehr daffelbe fein, wenn dieſe Wahrfcheinlichkeit nach ° 
dem gefällten Urtheile aus ber Anzahl der für und gegen den Ange 
Hagten fprechenden Stimmen abgeleitet werben müffte. 

Für einen ‚gegebenen Werth von z verdient z. B. ein bei der 
Mehrheit von einer einzigen Stimme gefälted Urtheil, wie groß bie 
ungerade Anzahl der Gefchworenen auch fein mag, nicht mehr und 
nicht weniger. Zufrauen, ald wenn ed von einem einzigen Gefihworenen . 
gefällt wäre; aber die Wahrfcheinlichkelt, daſſ ein ſolches Verdammungs⸗ 
ober Zreifprechungsurtheil ftaftfinden wird, nimmt defto mehr ab, je 
größer die Sefammtzahl der Gefchworenen wird. Denn .diefe Wahr: 
fheintichkeit wirb durd die Summe der Formeln (4) und (d), worin 
“man n—= 2:41 ſetzt, ausgebrüdt, und wenn man fie mit w, bes 
‚ zeichnet, fo erhält man mit Berüdfi tigung des Werthes von MN,: 


1.2.8.. zitifaa-u)], 





947 Ba, - 
folglich: | | 
_2i-+-3 


und da 4u(1 — u) die Einheit nicht überfleigen Tann, fo folgt, baff 
immer @y, <a, ift. Vergleicht man diefen Werth von @, mit dem 
von II,, fo ſieht man, daſſ der erſte den zweiten in dem Verhaͤltniſſe 
von 1 zu 2u(1l — u), welchet für jeden Werth von 7 daſſelbe bleibt, 
uͤbertrifft. 

8. 120. Wenn man blos weiß, daſſ der Angeklagte wenigſtens 
bei einer Mehrheit von zn Stimmen verurtheilt iſt, fo daſſ die Stim⸗ 
menmehrheit reſp. m, m+2, m-+4, ... bis m 21 oder bie Eins 
ſtimmigkeit ſein kann, ſo ſieht man leicht ein, daſſ die Wahrſcheinlich⸗ 
keit feiner Schuld größer iſt, als z,, und wir wollen ſie mit P, bes 
zeichnen, 

In der Vorausſetzung, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, in bie 
19* 





Wahrſcheinlichkeit feiner bereits flattgehabten Berurtheilung ober bes be- 
obachteten Ereigniffes nach dem Vorhergehenden =KU, und in ber 
Vorausſetzung feiner Unſchuld iſt fie =(1 — ) Vi. Es iſt folglich: 
k U, 
EU, kU,+(A1— 1—hrV — ) 

Bezeichnet man die Wahrſcheinlichkeit der Unſchuld des Angeklag⸗ 
ten, wenn derſelbe bei dieſer Stimmenmehrheit von wenigſtens m Stim⸗ 
men freigeſprochen iſt, mit O,, fo findet man ebenfo: 

__Aa-hU, 
— 

Die Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit eines bei einer Mehrheit von 
wenigftend m Stimmen gefälten Verdammungs⸗ ober Freiſprechungs⸗ 
‚ urtheiled wird‘ ebenfalld dur P, oder Q, audgebrüdt. Diefe beiden 
Wahrfcheinlichkeiten find nicht, wie die Wahrfcheinlichleiten p, und 9,, 
von der Gefammtzahl 7 der Gefhworenen unabhängig, und fie hängen 
blos von m oder na— 23 ab. Um fie-numerifch mit einander zu vers 
gleichen, wollen wir k= 4 nehmen, woburd die Größen P, und Q,, 
fowie p, und 4, einander gleich werden, und wir wollen voraußfehen, 
daff vor der Entfcheidung die Unfchulb des Angellagten diefelbe Wahr⸗ 
fcheinlichkeit habe, als feine Schuld. Berner wollen wir u=2 feßen, 
fo daſſ man 3 gegen 1 wetten kann, daſſ fich jeder Geſchworene nicht 
irret. Nimmt man für 7 die gemöhnliche Anzahl ber Gefchworenen, 
indem man 3=12 und 2=5 fegt; fo findet man zunaͤchſt: 


(10) 


9 1 
Pı=7g' 1-p=77 

- femer: | 
U=1254.5,, v= 230122. 


und hieraus ergibt fich fehr na: 

408 5 6 
Hieraus erhellet, daff in biefem Beifpiele die. Wahrfcheinlichleit 1 — P, 
ber Unrichtigkeit eines bei der Mehrheit von wenigftiend 2 Stimmen 
‚ auögefprochenen . Verdammungsurtheiles kaum 4 ber Wahrfcheinlichkeit | 








1—p, der Unrichtigkeit bes bei dieſer Stimmenmehrheit von 2 Stim: 
men oder von 7 Stimmen gegen 5 auögefprochenen VBerbammungsur: 
theiled beträgt. | FB 

Die Formeln (4), (6), (6), (9), (8), (9) und (10) laſſen ſich 
auch leicht auf den Fall anwenden, wo der vor bad betrachtetete Ge- 
fhworenengericht geftellte Angeklagte bereitd von einem andern Geſchwo⸗ 
renengerichte verurtheilt, oder freigefprochen if. Zu dem Zwecke nimmt 
man für die in diefen Formeln vorlommende Größe A bie aus dem er- 
ſten Urtheile entfpringende und nad einer ber erwähnten Formeln be— 
fümmte Wahrſcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten. | 
121. Bean n—: und 2 fehr große Zahlen find, fo muſſ 
man fich zur Berechnimg der Werthe von U, und 7, der Näherungdme: 
thoden bedienen. Zu. dem Zwede wollen wir bemerken, daſſ die Größe 
U,, wenn man L—u=o fekt, die Summe der +1 erften Glie⸗ 
der ber nad den fleigenden Potenzen von » georbneten Entwidelung 
von (ut) if. Sie muff folglih mit der Formel (8) in $. 73 
uͤbereinſtimmen, wenn man in biefer z, v, &, n flatt p, q, n, u fekt.. 
Man bat folglich nach ben Formeln (15) in $. 77: | 


_ 1 [7 a] (n+i)V2 0 

zz 
ı [? _22 . (a+H)V3 _0e 

Zune ek a ee 


wo 9 eine pofitive Größe ift, deren Quadrat: 


a1) 


eilt 


iſt, und wo der erſte oder zweite dieſer beiden Ausbrüde für U, ge⸗ 
nommen werden muſſ, jenachbem — größer oder Meiner ift, ald das 


i 

Verhaͤltniſſ —7 | | 

Henn der Angeklagte verurtheilt ift und alle Stimmenmehrheiten 
von ber Heinften bis zu ber Einftimmigfeit ftattfinden können, ſo ift bie 
Baht nt 1 und das Werhättnifl - — reſp. faſt =27 und =1. 
Man mufl alfo die erfle ober die zweite der Formeln (1 1) anwenden, 
jenachdem #>u, oder #<u if, und wenn z und v beträdtlih von J 
verfchieden find, oder Aisv von ber Einheit; fo hat man auch ſehr nahe: 
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Da alddann 2 eine fehr große Zahl ift, fo wird der Werth von 
6 hinreichend beträchtlich, um bie in den Formeln (11) vorfommenden 
Integrale und Erponentialgrößen unmerklich zu machen. Die Größe U, 
reducirt fih alfo auf die Einheit, oder auf Null, jenachdem z größer 
oder Bleiner ald v ift, und da in dem Falle, welchen wir unterfuchen, 
die Summe von U, und F, genau oder fehr nahe der Einheit gleicy 
ft, jenachdem z ungerade oder gerade iſt; fo folgt, daſſ 7,=0 if, 
wenn man u>» hat und ,=1 für u<e. Hieraus folgt, daſſ, 
wenn die Wahrfcheinlichkeit k der Schuld des Angellagten vor ber Ent: 
fheidung Fein fehr Heiner Bruch ift, die Wahrſcheinlichkeit P, feiner 
Schuld, nahdem er durch ein. aus einer fehr großen Anzahl n Ge 
ſchworenen beſtehendes Geſchworenengericht verurtheilt iſt, ſich ſehr der 
Gewiſſheit nähert, wenn die Wahrſcheinlichkeit d des Irrthumes jedes 
Geſchworenen merkiich kleiner iſt, als die entgegengeſetzte Wahrſchein⸗ 
lichkeit u, welches daher kommt, daſſ, ed bei dieſer großen Anzahl n 
von Gefchworenen fehr unmwahrfcheinlich ift, daſſ das Urtheil bei einer 
Heinen Stimmenmehrheit ausgeſprochen if. Dagegen iſt die Wahr: 
ſcheinlichkeit P, der "Richtigkeit eincd Urtheiles ein fehr Keiner Bruch 
und die Unſchuld des Angeklagten ſehr wahrfcheinlich, wenn wu betraͤcht⸗ 
lich Heiner iſt, als 9, und wenn außerdem A kein der Einheit fich fehr 
nähernder Bruch) iſt. Die Wahrfceinlichkeiten c, der Verurtheilung und 
* d, der Freifprehung, welche die Formeln (6) geben, find fehr wenig 
von Ak und 1—K verfchieben, wenn u>» ift, oder im Gegentpeil 
von I—K und k, wenn u<o if. 

In dem Falke, wo uzo=hifl, mwdn=227+10dern=27’-+2 
gefeßt wird, jenachdem n gerade oder ungerade ift, ift dad Verhaͤltniſſ 
2 
— 
alſo die erſte der Formeln (1 1) anwenden, unb da ber. Werth von 6 

ein ſehr Heiner Bruch iſt, fo hat man ſehr nahe: 
6 
— v5 — 
wenn man bad Quadrat von 6, ſowie bie Glieder, worin 2 ald Divi⸗ 
for vorfommen würbe, unberäch ichtigt laͤſſt und erwägt, daſſ alsdann: 


In et di 14V 2 —0 
if. | 


etwas Feiner, als —, oder ald die Einheit; man muff 
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Wenn nn ungerade il, n=2.+1 und u=v=} geſetzt wird, \ 
fo erhält man: :; | 


Hr — — log (1 +) — ((+2)log (1 — 63) . 


Entwidelt man die Logarithmen in Reihen, fo ergibt ſich hieraus mit 
dem Grabe von Annäherung, wobei wis ftehen bleiben: 


1 

J zu U=% 

Da die Summe von F, und U, der Einheit gleich fein muſſ, To ift 
auch F,—4, und man hat P,=k, wie es der Fall fein muſſ, wie ; 
groß übrigens die Anzahl der, Geſchworenen auch fein mag, wenn die Wahr⸗ 
fcheinlichkeit ihres Ircend und Nichtirrens für alle gleich if. Wenn rn eine 
gerade Zahl ift, und mann = 23-42, u=y, e—=1} fest, fo hat man 


= il (1+,;) — — =)’ 


woraus folgt: 
- 8 1 , 
= ——, U, =4—- — —. 
2Vi er 2V :i 
Aber nach dem Werthe von H, in $. 118 hat man in biefem Falle: 


1 
OVV— —, 
Tr ! V«i 
folglich: E 
1 - 


— nn 77 


3 x i 


und da dieſe Werthe von U, und F, einander gleich find, Io ergibt 
ſich wie im vorhergehenden Falle P,= k. Die betrachtete Wahrſchein⸗ 
lichkeit c, der Verurthellung ift von A unabhängig und — U, ober et» | | 
was Heiner, ald 4. - | 
6. 122. Bir wollen wieder annehmen, daff dad Geſchworenen⸗ 
gericht aus einer beliebigen Anzahl 2 von (Gefchworenen befteht; aber 
baff jetzt die Wahrfcheinlichleit des Nichtirrens jedes Geſchworenen 9 vers 
fhiedene und ungleich wahrlcheinliche Werthe bekommen Tann. Es 
ſeien —Ax Ko #gı --» *, die Werthe dieſer Wahrſcheinlichkeiten fuͤr 


V,= 


—R 


D 
% 





einen erſten Geſchworenen, x' 1 a x 9 ... x’, dieſe Werthe für 
einen zweiten, "jr gr 2" gr... 0", dieſelben Werthe für. eis 
nen dritten gZiſchworenw u. ſ. f. Ferner wollen wir allgemein mit 
Ay, A, ‚X int . bie. Babıfejeinlichfeiten bezeichnen, daſſ die Bahr: 
ſcheinlichkeiten æ,, #',,, =’ CH . flattfinden, und welche zugleich die 
Wahrſcheinlichkeiten der corepomdirenden Wahrſcheinlichkeiten 1 — z 
1 - * „1—x",,,... find. Da eine der Wahrſcheinlichkeiten x, , 
Kar Egıe:+ %, zuverläffig ſtattindet daſſelbe fuͤr eine der Wahrſchein⸗ 
lichkeiten x’, gr gr... x,, ſowie für eine der Wahrſcheinlich⸗ 
keiten =’, , "a, "gr. -- * ſ. f., gilt; fo muſſ man haben: 
x, +%,+%, ” .+%=1 
Kt HR... .+23/,=1 
x, +”, +X%",+.. ‚X =1, 
etc. ... eEo. 
Wenn man folglich: 
X, +%gt2 X, rt. -  +X, 7, æ u 
Kette, ... Kr, =u' 
X at re, ti, rt... +3", 2" =u" 
etc. ... eic. 0 | 
fest, fo bat. man zu gleicher Zeit: 
+3 (1—-z2)=1 —u, 
A )HR,A-a)+... 
+3, — ©) =1-— u, 
2,1 -2" )+X,1-—- 2",)+... 
+ Aa )a1-u, 
elc. ... el. j 
und u, u, u"... find die mittleren Wahrfcheinlichleiten, daſſ ſich 
ber 1fte, 2te, Zte, ... Geſchworene nicht irret, und folglich 1 — ı, 
1—u', 1—u",... bie mittleren Werthe der Wahrſcheinlichkeiten, 
daſſ ſich der iſſe, 2te, Zte, ... Geſchworene irret. 
Demnach iſt die Wahrfheintichkeit, daſſ fih keiner ver n Ge 


ſchworenen, für welche die Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend refp. 
Zr Ur Wr +. ſind, irret, das Probuct aus dieſen legten Wahre 
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ſcheinlichkeiten und ihren reſp. Wahrſcheinlichkeiten X,, X, X", ,..u 
und bezeichnet man fie mit I7; fo bat man folglich: 


— 4. u 
, NZX, Ku Ku ...o. E PUR: TR u 


Es fei P-die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich kein Gefchworener irret, 
von melcher Befchaffenheit die feiner möglichen Wahrfcheinlichkeiten, fich 
nicht zu irren, welche wirklich ftattfindet, auch fein mag; fo ift nad 
der Regel in &. 10 P die Summe der nv Werthe von IT, welde 
man erhält, wenn man ‘darin fucceffive jede der Zahlen 1,2, 8, ... v 
für jede ber n Zahlen 2,7, 2",... ſetzt. Nun 'ift aber leicht einzufehen, 
daff diefe Summe dad Product der n Mittelgrößen u, u‘, u”, ... 
ift, fo daſſ man für beliebige Werthe der Zahlen n und v 


Pzuu u”... 
hat. | Ä 
Zür die beliebigen Wahrfcheinlichkeiten z,, 'a, "ur, ... bed 
Nichtirrens ergibt ſich die MWahrfcheinlichkeit, daſſ ſich ein einziger Ge⸗ 
ſchworener irret, aus dem Werthe von IT, wenn man für den erſten 
Gefhworenen 1 — 2; ftatt x, für ben zweiten 1— x',, ‚fast an, elc. 
fegt. Bezeichnet man bie dieſen Wahrſcheinlichkeiten z,, pr, u, » +: 


entfprechenbe Totalwahrſcheinlichkeit, daſſ ſich ein einziger Geſchworener 
irret, mit IT’, fo hat man folglich: 


. PX, X m elc. [a -ı)2, a etc. 
+2,12) 2" 1 etc. +, —E')elc.+eic] 


Bezeichnet man ferner mit PX die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich ein 
einziger Geſchworener irret, indem man für jeden Geſchworenen alle 
moͤglichen Wahrſcheinlichkeiten des Nichtirrens in Betracht zieht, ſo iſt 
P' die Summe der nv Werthe von M, welche man erhält, wenn 
man barin fucceffive für jeden’ ber n Anbdices i, , 8, ... ale bie 
Zahlen 1, 2,83,...» fest, und es iſt leicht einzufehen, daſſ dieſe 
Summe nur von, den mittleren. Werthen u, u‘, u’ RR . abhängt unb 
durch: 

P'=(1— u)wu”etc.+u(l — u) * etc. " 
+uu'(1— u”) etc. + etc. 


außgebrüdt wird. 

Schließt man auf‘ dieſe Weiſe weiter fort, ſo gelangt man zu fol⸗ 
gendem allgemeinen Sage: Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ fi von’ Ge⸗ 
fhwerenen n — 3 nicht irren, und daff fi) 2:davom irren, iſt biefelbe,, - 





als wenn die Wahrfcheinlichleit des Nichtirrens für jeben Geſchworenen 
nur einen einzigen Werth hätte, nämlich den. Werth u für den erſten, 
den Werth uw’ für den zweiten, den Werth u’ für den dritten, etc. 
Wenn alfo diefe mittleren Wahrfcheinlichkeiten z, z’, u”, ... ungleich 
find, fo werben die verichiebenen Wahrfcheinlichkeiten einer Verurthei⸗ 
lung bei gegebenen Stimmenmehrheiten und die der Schuld bed Ange- 
Hagten durch die auf eine beliebige Anzahl zz von Geſchworenen aus- 
gedehnten Regeln in $. 116 beflimmt. Menn fie alle einander gleich 
- find, fo werden die in Rede -ftchenden Wahrfcheinlichkeiten durch bie 
Formeln (4), (5), (6), (7), (8), (9) und (10) auögebrüdt, indem 
man barin für z die allen Geſchworenen gemeinfchaftliche mittlere 
Wahrſcheinlichkeit ſetzt. 

Man kann ſich die Moͤglichkeit, daſſ fuͤr jeden Geſchworenen meh⸗ 
rere ungleich wahrſcheinliche Wahrſcheinlichkeiten des Nichtirrens ſtatt⸗ 
finden koͤnnen, deutlich vorſtellen, wenn man annimmt, daſſ die Liſte, 
woraus jeder Geſchworene genommen werden muſſ, in_v. Klaſſen von 
Perſonen abgetheilt-ift, fo daſſ alle Perfonen von derſelben Klaffe die⸗ 
ſelbe Wahrfcheinlichkeit, ſich nicht zu irren, haben. Für die Liſte, wor⸗ 
aus der erſte Gelchworene, genommen werben muſſ, fei x; die einer 
der Klaſſen entſprechende Wahrfcheinlichkeit und X, dad Verhaͤltniſſ der 
Anzahl der Perfonen dieſer Klaffe zu der Anzahl der auf der ganzen 
Eifte befindlihen Perſonen; fo ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich biefer 
Gefhworene nicht irret, = 2,, wenn er dieſer Klafje angehört und A, 
ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſes der Kal ift, d. h. die Wahrfchein-_ 
lichkeit der Wahrfcheinlichkeit z,. Wenn ber zweite Gefchworene aus 
einer andern Lifte genommen werben mufl, und x’. ift die Wahrfchein- 
lichkeit ded Nichtirrens für die Perfonen einer der Klaſſen diefer Lifte, 
und A, das Verhaͤltniſſ ihrer Anzahl zu der Anzahl der auf der gan- 
zen Lifte befindlichen Perfonen; fo iff x’, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
der zweite Geſchworene fich nicht irret, wenn er diefer Klaffe angehört, 
und AX, ift bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ er dieſer Klaſſe angehoͤrt, oder 
die Wahrſcheinlichkeit dieſer Wabhrſcheinlichkeit x, ‚uff Wenn bie 
Gefchworenen einer Seſſion des Aſſiſenhofes ganz zufällig aus berfelben 
"Lifle genommen werben, werauf ſich alle Perſonen befinden, welche in⸗ 
nerhalb ded Bezirkes diefes Affifenhofes Geſchworene werden können, fo 
folgt, daff vor der Zichung der Looſe die mittlern Wahrfcheinlichkeiten 


au, u",... einander glei find. Der mittlere gemeinfhaftiiche Werth 


kann übrigens in den Bezirken verſchicdener Aſſiſenhoͤſe nicht derſelhe 
fein; aber wenn Entiheidumgen zu machen wären, wobei has Geſchwo⸗ 
renengericht aus einem in einem beflimmten Theile bes Landes genom- 








Ed 


menen Gelhworenen, and einem zweiten, aus einem andern Theile bed. 
Landed genommenen Gefhwormen, u. f. f. beftehen müflte, fo könnten 
die mittleren Wabrfcheinlichkeiten z, u‘, u“, ... verfchieben fein. Aber 
in allen dieſen Fällen darf man die mittleren Wahrfcheinlichkeiten, welche 
vor der Ziehung der Gefchworenen flattfinden, nicht mit den Wahr: 
fcheinlichfeiten verwechfeln, daſſ die durch das Loos zu Gefchworenen 
beftimmten Perfonen fi nicht irren, wenn die Ziehung geſchehen ift, 
und wir werben ſogleich auf dieſe weſentliche Unterſcheidung wieder zu⸗ 
ruͤckkommen. 

$. 123. Wenn die Zahl v der möglichen Wahrſcheinlichkeiten 
Zi, Kgr Kg +. unendlid groß ift, fo ift die Wahrſcheinlichkeit je- 
der berfelben unendlich Hein. Es ift alddann X dx die Wahrſcheinlich⸗ 
keit, daſſ die Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens eines beliebigen zufaͤllig 
auf einer gegebenen Lifte genommenen Geſchworenen = x iſt. Ferner 
fei u dad Mittel aud allen möglihen Wahrfcheinlichkeiten unter Be⸗ 
rudfihtigung ihrer reſp. Wahrfcheinlichkeiten, fo verwandelt fi die 
Eumme, weldhe der Einheit gleich fein muſſ und die, welche nach dem 
Vorhergehenden den Werth von u bilden muſſ, in ein von 20 bis 
z—=1 genommened beftimmted Integral, fo daſſ man hat: 


S; Xd:=1,/ zAdx=u, 


Die pofitive Größe X Tann eine ganz willfürliche continuirliche 
. oder discontinuirliche Function von = fein, wofern fie nur der erflen 
dieſer Gleichungen Genuͤge leiſtet. Fuͤr jeden gegebenen Ausdruck von 
X gibt ed einen ganz beſtimmten Zahlenwerth von u; aber jedem ge⸗ 
gebenen Werthe von zw entiprechen unendlich viele verfchiedene Aus- 
drücke von X, ober unendlich viele verfchiedene Wahrſcheinlichkeitsgeſetze. 

Wenn alle Werthe von x von 20 bis z=1 gleich moͤglich 
find, fo ift die Größe X von x unabhängig und muff der Einheit . 
gleich fein, um der erflen der beiden vorhergehenden Gleichungen zu ge: 
nügen, und vermöge der zweiten hat man alddann u= 4. Wenn bie 
"Größe X von z=0 bid z=1 fo zunimmt, daſſ die Wahrſcheinlich⸗ 
keit des Nichtirrend für einen Gefchworenen ſelbſt defto wahrfcheinlicher 
iſt, je.mehr fie fi) der Gewiſſheit nähert, wenn ferner X gleichförmig 
zunimmt, und man feht: 


X=0r-446, 
wo & und 6 zwei poſitive Conſtanten find; ſo hat man alsdann: 


S Xdı=} a+6- 1, 


\ . 
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folglich: 
e=1—}e, x=1—}je+tez, 
was fordert, daſſ «>2 if. Hieraus folgt: 
u=4t+ 12%, 

fo daff die mittlere Wahrſcheinlichkeit weder größer, als 2, noch Feiner, 
als 4. fein kann, welhe Werthe «2 und «= 0 entförechen. 

"Bir wollen ferner annehmen, dal X ſich nach einer geometrifchen 
Progreffion ändert, wenn x um gleiche Incremente waͤchſt, und: 
a 0% 

e 


P_ Ge 
. es —]1 





ſetzen, welcher Werth der Bedingung JS, Xdz=1 für jeden Werth 


ber Conftante @ Genüge leiftet, und worin e, wie gewöhnlih, bie 
Baſis des neperſchen Logarithmenſyſtemes bezeichnet. Wir haben: 





a _ı 
ıI—eme a’ 
woraus folgt, daſſ die mittlere Wahrfcheindchkeit z, wenn man « 
von = — ao bi e=@ wachſen läfit, in diefem Falle alle. mögli- 


lichen Werthe von u„=0 bis v=1 annehmen kann, und für um—@®, 
e—=0, a = hat man u=0, u=}, u=1. 

Benn die verfchiedenen Bahrfcheinlicikeiten des Nichtirrend zwi⸗ 
ſchen engern Grenzen als Null und die Einheit liegen müffen, 5 z. B. 
wenn x nicht unter 4 herabfinten darf und außerdem über 4 alle Wer: 
the deffelben gleich möglich fein follen, fo nimmt man für X eine dis⸗ 
continuirliche Zunction, welhe man auf diefe Weiſe beſtimmt. Wir 
wollen mit & eine pofitive und enbliche, aber fehr Beine Größe begeiche 
nen und fx fei eine Function, welche von a4 bit 24 fih 
ſehr ſchnell ändert, für alle zwifhen &=0 und z—=1— 8 liegenden 
Werthe von z verfchwinbet, und welhe von z—=4 bie 2=1 einen 
gegebenen conflanten Werth g hat. Alsdann wollen wir: 


x—fz 
fegen, f ift nach der Natur diefer Function fx: 


JS; Xde=jg+ SE Frde. 


1 
‚ und wegen S. Xdxz=1 bat man folglid: 


01 


SE S:d2=1—}8, 


wozu erforberlich iſt, daſſ g nicht größer als 2 wird, weil fz nur po⸗ 
fitive Werthe haben kann. In dem Integrale: 


Jr. fed: | I 


kann man das außerhalb /z ſtehende z als eine conſtante Größe =} 
betrachten; es ift alfo auch: 


Sarait-ir. 


und wenn man bemerkt, daſſ: 


J: ‚afzde= f} "früh f) Seit], "sed: 
it; fo folgt: 


N Prde=t- daten 


ober wenn man rebucirt: 


L) 


u=y-+4g. 


In dieſem Falle kann alſo die mittlere Wahrſcheinlichkeit den Werth 
um, welcher g=2 entfpridht, nicht überfchreiten, noch Peiner vers 
den, ad u! z, weldher Werth g=0 entipridt. 

Auf diefe Weife koͤnnte man in Beziehung auf die Form ber 
Function X unendlich viele verfchiebene Vorausſetzungen machen. Wenn 
eine berfelben gewiff wäre, fo wäre ed der correfpondirende Werth der 
mittleren Wahrfcheinlichkeit u auch. Wenn fie vagegen alle möglich find, 
fo find ihre reip. Wahrfcheinlichfeiten unendlich Bein, und baffelbe gilt 
binfichtlich der verfchiebenen Werthe der mittleren Wahrfcheinlichkeit, welche 
fih aus biefen Hypothefen ergeben. Der lebte Fall findet flatt, wenn 
bie verfchiebenen Werthe, welche bie Mahrfcheinlichkeit des Nichtirrenß eis 
ned. Gefchworenen annehmen kann, und unbefannt find und wir aud) dad 
Geſetz ihrer Wahrfcheinlichkeiten nicht kennen, fo daſſ wir in Beziehung 
auf dieſes Gefe alle möglichen Woraudfehungen machen können, wos 
durch die mittlere Wahrfcheinlichleit ungleich wahrfcheinliche Werthe bes 
fommt. SBezeichnet man alddann bie unendlich Heine Wahrſcheinlichkeit, 
daſſ die mittlere Wahrfcheinlicheit genau —u ifl, mit pudu, fo I 


ft Qu eine continuirliche oder discontinuirliche Function von ſolcher 
Beſchaffenheit, daſſ S, gudu=ı iſt, und die eben in Beziehung 


auf X gemachten Bemerkungen laſſen fi auch auf fie anwenden. 

$. 124. Die vorhergehenden Formeln würden die vollftändigen Auf- 
Iöfungen aller Aufgaben geben, welche der Gegenftand dieſes Kapitelö 
barbieten kann, wenn man bie Wahricheinlichkeit /e der Schuld des Ange= 
Hagten vor der Enticheibung der Geichworenen und in jeder Angelegenheit‘ 
für jeden Geſchworenen die Wahrfcheinlichkeit kaͤnnte, daſſ ſich derfelbe nicht 
irret, oder vielmehr, wenn, wofern diefe Wahricheinlichkeit des Nichtirrend 
mehrere mögliche Werthe hat, alle diefe Werthe, fowie ihre reip.. Wahr- 
"fcheinlichkeiten gegeben wären, ober enblih, wenn, wofern diefer Werthe 
fehr viel find, und jeder eine unendlich Heine Wahrfcheinlichkeit hat, die 
Function befannt wäre, welche dad Gefeh ihrer Wahrfcheinlichkeiten 
ausdruͤckt. Aber Feind dieſer durchaus erforderlichen Clemente- ift und 
a priori gegeben. Die: Wahrfcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten, 
bevor er vor bad Geichworenengericht geftellt wird, ift wegen der Vor⸗ 
unterfuhung und der darauf erfolgten Anklage deſſelben ohne Zweifel 
größer, als die Wahrjcheinlichkeit feiner Unichuld. Es ift alfo auch am 
zunehmen, daſſ X größer iſt, als 4; aber um wie viel? Dieſes koͤn⸗ 
nen wir zum Voraus nicht willen, weil ed von der Geſchicklichkeit und 
der Strenge der mit der Vorunterſuchung beauftragten Perfonen abs 
hängt und bei verfchiedenen Arten der Verbrechen verfthieben fein Tann. 
Auch können wir vor dem Ziehen der Looſe nicht wiffen, welche von 
den auf der Lifte ftehenden Bürgern Gefchworene werden können, fo 
wenig ald nach der Ziehung die Wahricheinlichkeit,, daſſ fich ein Ge 
ſchworener nicht irre. Denn fie tft bei jedem Gefchmorenen von feinen 
Einfihten, von feiner Meinung hinſichtlich des Unterdruͤckens dieſes ober 
jenes Verbrechens, von feinem durch das Alter oder dad Geſchlecht bed 


Angeklagten erregten Mitleide, u. f. f., abhängig, und alle biefe Um: _ 


‚ flände, welche und unbefannt find, und melde außerdem nicht in Zah: 
fen ausgebrüdt werben koͤnnen, haben auf bie Urtheile der Gefchwore: 
nen Einflufſ. Um alfo von den vorhergehenden Formeln Gebrauch ma- 
chen zu koͤnnen, müffen die darin vortommenden unbefannten Glemente 
eiminirt werden, und dies ift der Gegenftand, womit wir und nım 
beſchaͤftigen wollen. 

F. 125. Wir wollen den Fall betrachten, wo die Wahrſcheinlich⸗ 
keit des Nichtirrens für alle Gefchworene gleich iſt. Es wird voraus⸗ 
geſetzt, daſſ fie vor der Entſcheidung unbekannt iſt und alle möglichen 
Werthe von © bis 1 annehmen kann, und die unendlich Feine Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit eines Werthes 15 dieſer Wahrſcheinlichkeit fol mit yu du 





+5 


bezeichnet werden... Wenn biefer Werth gewiſſ wäre, d. h. wenn bie 
Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrend für jeven Gefchworenen zuverläifig = u 
wäre; fo würbe die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der ſchuldige oder unſchul⸗ 
Dige Angellagte von » — 2 Stimmen verurtheilt und von den übrigen 
2 Stimmen freigefprochen wird, durch die Formel (4) ausgebrüdt, wo 
rn die Gefammtzahl der Geſchworenen und k die Wahrfcheinlichkeit ber 
Schuld des Angeflagten vor der Urtheilsfällung iſt. Die Wahrfcheins 
lichkeit dieſer Stimmenvertheilung wird folglich ‚wirklich durch da8 Pro⸗ 
. buct aus diefer Formel: und Yudu ausgebrüdt, und wenn dieſe Ver 
theilung der Stimmen wirklich flattgefunden hat, fo wird die Wahr- 
icheinlichfeit, daſſ die allen Geſchworenen gemeinfchaftliche Wahrfchein- 
lichkeit ded Nichtirrend = u ift, durch dad Product aus der Formel (4) - 

und gu du dividirt durch die Summe aller Werthe diefed Productes, 

welche allen Werthen der Größe u von u=0 bid u=1 entfpredhen, 
ausgedruͤckt ($. 23), fo daſſ wir, wenn wir biefe unendlich Heine Wahr: 
ſcheinlichkeit mit nd u bezeichnen: 


[ku" Ha2g+a-heu- TER 
— [ku "a — u) a" ]oudu 


erhalten, indem wir den von zw unabhängigen Factor N, der Formel 
. (4), welcher im Zähler und Nenner von 0 zugleich vorfommen wurde, 
binweglaffen. Wenn man bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Wahrfcheins 
lichkeit u des Nichtirrend zwifchen gegebenen Grenzen / und Z' gelegen 
bat, mit:A, bezeichnet; fo wird biefe Größe durch das von v=/ bis 
=l' genommene Integral’ von ardı u ausgebrüdt und man hat 


folglich : 
7 — au) yuduranf u au” 27 udu 
fi — — 6 —* u 'oudu 


Wenn rn eine gerade Baht ift umd eine gleiche Stimmenvertheilung 
flattfindet, fo hat man n = 27 und folglich: 


Si u a yudu 


u=——— 


JS, » ’1-.) yudu 
fo daſſ bie Wahrſcheinlichkeit 1 alsdann won ber Größe k, wovon R® 





y= (12) 


504 


im Allgeineinen bei einer ungleichen Stimmenvertheilung abhängt, uns 
abhängig if. Wenn zwei beliebige, von den Grenzwerthen © und 
1 ober von dem mittleren Werthe J gleich weit entfernte Werthe 
von 2 gleich wahrfcheinlih find, fo daſſ Pl — u) =gu if; fo 
folgt: u 


SW "a-upudu=/ Wa—u) "yudu 
0 - ' 0 
Wenn ferner << md ?=1— iſt, fo hat man auch: 
U" n—i fi Pi n—i 
J u F u) — u(1—u) pudu, 
und bie Formel (12) verwandelt ſich folglid in: | 
j Sau pudu 


1 —. ⸗ 
J. u. ( u) pudu . 
0 2 


und iſt wieder von Ic unabhängig, auf welche Weiſe ſich die Geſammt⸗ 
zahl der Stimmen auch vertheilen mag, oder welche Werthe die Zahlen 
n—i und Z audy haben mögen, | | 

Setzt man in ber Formel (12) Z=4 und !=1 und bezeichnet 
ihren Werth alsdann mit A’y; fo erhält man: 


kf, “" u-upudu+li—i) au) "gudu 

‚73 bi 

lade reger ; 1; n—i 

ıf an) pudut+—) / a" Tpudu 

für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit u zwifchen 4 und 
1. liegt, ober größer ald 4 if. Setzt man ebenfo /=0 un /=} 
und bezeichnet alddann den daraus entftehenden Werth der Formel (12) 
mit A'%;,, fo erhält man: 


| . — Tan rnau tan Fun" "gudu 
— , fin-ı,. 5. 7 er 
| 9, u aut anf ull—u) gudu 





für die Wahrſcheinlichkeit, daff zz Feiner ift aldd. Da nun die Wahr- 
Tcheinlichfeit, daf| genau u} ift, unendlich Klein ift, fo muſſ die 
Summe ber beiden Größen A’; und A’, der Einheit gleich fein, was 
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unmittelbar einleuchtet, wenn man bemerkt, daſſ ihre Nenner gleich find, 
daff die Summe der in ihren Zählen mit K multiplicirten Integrale 
dem im Renner mit k multiplichtten Integrale gleich ift, und daſſ daf- 
felbe in Beziehung auf die mit 1— A multiplicirten Integrale ftattfindet. 

6. 126. Da die Wahrfcheinlichkeit, daff die Wahrſcheinlichkeit des 
Nichtirrend jedes Gefchworenen bei einer Entfcheidbung, wo ber Ange: 
Hagte von n — 2 Gefchworenen verurtheilt und von den übrigen 2 Ges 
ſchworenen freigefprohen if, —=u geweſen ift, durch wy,du und die 
Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeflagte nach der Urtheilsfällung ſchuldig 
iſt, durch die Größe p, in $.119 ausgedruͤckt wird, wenn diefe Wahr: 
ſcheinlichkeit zuverläffig = u wäre; fo folgt aus den Regeln in $. 5 
und 8.10, daſſ die Wahrfcheinlichkeit der Schuld durch das von u=_ 
bi8 u= 1 genommene Integral des Probucted zu@,du ausgedruͤckt 


wird, Bezeichnet man fie alfo mit &% und berudfichtigt die Ausbrüde 
von @y und ?g, fo erhält man: 


—* nn a) pudu 
= — a — — —— (13) 


fu — a—ı) suau+a-n/ u(1—u) yudu 


Diefe Wahrfcheinlichleit % wird mit X zu gleicher Zeit = ober 
—1. Bringt man ihren Ausdruck unter die Form: 


kan [| —ı- u) Q u a” au)” pudu| 
fl ' u u a-1)g udu-- any” va)” u i, u du 


ſo fieht man, daſſ für jeden andern Werth von X die Wahrſcheinlichkeit 
der Schuld des Angeklagten nach der Urtheilsfaͤllung groͤßer oder kleiner 
iſt, als zuvor, jenachdem das erſte der beiden Integrale: 


“J a— u) yudu und /* u" "nudu 
0 


größer oder Feiner, als das zweite iſt. Wenn ſie einander gleich ſind, 
was immer für =22 und für P(1 -) u ber Fall iſt, fo bat 
man =k, und in der That kann die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ber 
Angeklagte ſchuldig ift, auf keine Weiſe durch ein Urtheil verändert wer⸗ 
den, bei welhem eine gleiche Vertheilung der Stimmen für und gegen - 
benfelben flattfand, fo wie auch nicht durch eine Entfcheibung, bei wel- 
cher bie Werthe.u und 1—u oder ++ 4(1 — 2u) der Wahrſchein⸗ 
‚Hoiffon’s Wahrſcheinlichkeitar. et. 20 


522c— 
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lichkeit des Nichtitrens der Gefchworenen ald gleich wahrſcheinlich anges 
nommen werben. S 

Der Werth von L; hängt in jebem andern Falle nicht blos, wie 
der von Pe, von der Stimmenmehrheit m, oder n — 27, bei welcher 
das Urtheil auögefprochen ift, und von ber Größe k ab, fondern er 
bangt auch von ber Gefammtzahl 3 der Gefchworenen und von bem 
Geſetze der Wahrſcheinlichkeit der Wahrfcheinlichfeiten, daſſ fich die Ge⸗ 
ſchworenen nicht irren, welches durch die Junction Pu audgebrüdt 
wird, ab. 

Wenn z. B. eine Berurtheilung von einem aus 201 Geſchwore⸗ 
nen beſtehenden Geſchworenengerichte nur bei einer Majoritaͤt von einer 
Stimme audgefprochen ift, oder, wenn der Angeklagte in einem andern 
Falle von einem einzigen Gefchworenen verurtheilt ifl, und ed iſt gemill, 
daſſ die Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrend für diefen einen Gefchworenen 
und für jeden der 201 übrigen dieſelbe gewefen ift; fo hat die Rich⸗ 
tigkeit des Urtheiled in beiden Fällen genau dieſelbe Wahrfcheinlichkeit, 
nur ift im erften Falle, wenn dieſe Wahrfcheinlichleit des Nichtirrens 
merklich von A. verfchieben ift, das beobachtete Ereigniff ein ungemöhns 
ches, deſſen Wahrfcheinlichkeit fehr gering ift, und welches fehr- ſelten 
ſtattfinden wird, und wenn dieſe Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens — 
iſt; fo iſt die Wahrſcheinlichkeit des erſten Falles nach dem Ausdrucke 
von @, in $. 119 etwas größer, als J. Aber wenn die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ jeder Geſchworenen fi nicht irret, und vor bee Entfcheidung 
unbekannt ift und wir fie aus dem ausgeſprochenen Urtheile felbft ab: 
feiten wollen, fo ift die Schuld des Angeklagten weit weniger wahr⸗ 
- fheinlih, wenn er von 101 Gefchworenen verurtbeilt und von 100 
andern Gefchworenen freigefprochen wird, als wenn er nur von einem 
einzigen Gefchworenen verurtheilt worben wäre. Hiermit ift jedoch nicht 
gefagt, daſſ Die Entfcheivung von 101 Gefchworenen gegen 100 an 
und für ſich weniger richtig fei, als bie eines einzigen Gefchworenen, 
fondern nur, daſſ die Vertheilung von 201 Stimmen in zwei nur um 
eine Einheit verfchiebene Theile es fehr wahrſcheinlich macht, daſſ die 
Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens wenig von 4 verfchieden geweſen iſt, 
ohne Zweifel wegen der Schwierigkeit der Sache ſelbſt. 

$. 127. Um ſich von ber Bedeutung, welche man ben Formeln 
(12) und (18) beilegen muſſ, einen genauen Begriff zu bilden, muſſ 
man ſich eine Perfon denken, welche vor der Entſcheidung des Geſchwo⸗ 
renengerichted einen gewiffen, durch die Wahrfcheinlichleit ausgedruͤck- 
ten Grund habe, den Angeklagten für fehuldig zu balten, welche feinen 
der n Sefchwsrenen kennt, fo wie auch die Sache nicht, welche fie be⸗ 
urtheilen follen, fondern welche blos weiß, daſſ man bie Geſchworenen 


a 
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zufällig aus ber allgemeinen Bifte genommen bat. Ar diefe Perſon 
iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ fi ein Geichworener in feinem Urtheile 
nicht geirret bat, für alle Gefchworenen gleich ($. 122), aber ihr un 


befannt. Bor der Enticheidung kann fie, für die Unbefannte u alle . 


möglihen Werthe von u=0 bid w=1 annehmen. Die unendlich 
Heine MWahrfcheinlichkeit, welche diefe Perfon der Weränderlichen w beis 
legt, wird, wie ſich durch allgemeine Betrachtungen, in bie wir bier 
nicht weiter eingehen wollen, zeigen laͤſſt, durch pu du ausgebrüdt, und 


pu ift eine gegebene Function, welche der Bebingung 9, yudu=ı 


genügen muff, weil der Werth von w zuverläffig zwiſchen den Gren⸗ 
zen dieſes Integrales liegt. Nachdem * Urtheil ausgeſprochen iſt und 


die gedachte Perſon weiß, daſſ der Angeklagte von 2 Gefchworenen 


freigefprochen und von den übrigen n — Gefchworenen verurtheilt‘ ift, 
ift diefe Kenntmiff ein neues Datum, wornach für diefe Perfon die 
Wahrfcheinlichleit A,, daſſ die Wahrſcheinlichkeit ı des Nichtireend eines 
Geſchworenen bei diefer Entfcheidung für alle Gefehworenen zwifchen ben 
Grenzen / und 2 liegt, vorhanden if. Der Grund zu der Annahme ber 
Schul des Angeklagten hat ebenfalls zu= oder abgenommen; die Wahr: 
fcheintichkeit A, welche denfelben vor der Entſcheidung ausdruͤckte, iſt nach 
derſelben 2, gewowen und ſie wuͤrde fuͤr eine andere Perſon, welche 
andere Kennmiffe über. die fragliche Angelegenheit hätte, eine andere 
fein, weswegen man fie nicht mit der Wahrſcheinlichkeit der Schuld 
des Angeklagten felbft verwechfeln muſſ. - Diefe letztere ift von & und 
von der Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrens ber Geſchworenen, welche 
fuͤr jeden derſelben nach den verſchiedenen Graden ſeiner Faͤhigkeiten 
und nach der Beſchaffenheit der zu unterſuchenden Angelegenheit ver⸗ 
ſchieden iſt, abhängig. Wenn die Zahlenwerthe von u, u’, u" ... die⸗ 
fer Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens für alle Geſchworenen, fo wie ber 
Werth von A gegeben wären, fe ließe fi) die wahre Wahrfcheinlich- 
feit der Schuld des Angeklagten nach der Urtheilefallung durch die auf 
den Zall von n Geſchworenen audgebehnten Regeln in 6.116 berech⸗ 
nen; aber da ed nicht möglich iſt, diefe Werthe a priori zu kennen; 
fo laffen fih auch dieſe Regeln nicht anwenden. 

Wenn man blos weiß, baff der Angeklagte bei einer Etimmenmehr- 
beit von wenigftens za oder n — 23 Stichmen verurtheilt ift, fo daſſ diefe 
Stimmenmehrheit m +2, m+ 4, ... bis zur Einftimmigfeit hat tragen 
koͤnnen, und man bezeichnet in biefem Falle die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 


die allen Sefchworenen gemeinfhaftliche Wahrfcheinlichfeit des Nichtixrens 


zwifcher ben Grenzen / und Z gelegen bat, mit F, und die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit, daſſ der Angellagte ſchuldig fei, mit Z,; fo erhält man 
20* 
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die Ausdruͤcke von V, und 2 durch dieſelben Betrachtuugen, als bie 
für A, und (, angeſtellten, indem man aber die Werthe von c, und Pi 
($. 118 und $. 120) ftatt der Werthe yı und P;, deren wir und bei 


der Ableitung der Formeln (12) und (13) bedient haben, anwendet. 
Auf diefe Weiſe findet man: ’ 


“ Yemen fr Vpudu 


Sünde U.pudu+(1—k) —J 


fun 
—— — I 


Man koͤnnte dieſe Ausdruͤcke, ſo wie die Sormeln (12) und (18), 
verallgemeinern und fie auch auf ben Fall ausdehnen, wo man wuͤſſte, 
daff ein Theil m’ der » Gefchworenen zufällig auf einer erften Lifte, 
ein anderer Theil 2° auf einer zweiten Lifte eic. genommen ift unb 
wo vorausgefegt würde, daſſ für die erfte Eifte ein Werth ws‘ der mitt- 
leren Wahrfiheinlichkeit bed Nichtirrend eine Wahrfcheinlichkeit = p’u’ dur, 
für die zweite Lifte ein Werth z’’ dieſer mittleren Wahrſcheinlichkeit 
die Wahrſcheinlichkeit pw" du", u. ſ. f. bat. Allein dieſe Erweite⸗ 
rung bietet weder Schwierigkeit, noch eine nüglihe Anwendung bar, 
und wir wollen deshalb die complicirten Formeln, auf welche fie führt, 
hier nicht mittheilen. 

$. 128. Wenn z und nn — 2 fehr grofie Zahlen find, fo muſſ 
man fih zur Berechnung der Näherungdwerthe der in den Formeln 
(12), (13) und (14) vorfommenden Integrale der Methode in $. 67 
bedienen. . Wir wollen. zunächft die in den Kormieln (12) und (18) 
vorfommenden Integrale betrachten. 

Bon u=0 bis u=1 hat dad Probuet u-(1 — u)! nur ein 
einziges Marimum, deſſen Werth wir mit © und den entiprechenden 
Werth von u mit & bezeichnen wollen Alsdann ifl: 


(14) 





[] E n—i 
nl .ıın 1: 
m e_ ud 


n 


7 - Kerner wollen wir 
ur! — u) — ge"? 
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fegen, ober indem wir bie Eogarithmen nehmen: 
2 —bge— (n— Nlogu—ilbgi—u), 


Die, Veraͤnderliche x wächft fortwährend von = — oo bis 
s=@, de Werthe a=— 0, z=0, 2m entiprehen u=0, 
u=e, u=1 und die Grenzen bed Integrales in Beziehung auf « 
find +0, wenn bie fih auf u beziehenden O und 1 find. Allge⸗ 
mein, wenn man die Grenzen in Beziehung auf x, welche ben Gren- 
‚zen Z und 2 in Beziehung auf entſprechen, mit A und A’ bezeichnet, 
fo hat man nad den vorhergehenden Werthen von 6 und z2: ı 


= nd 


vu mg + ii i og 1- pw 


Da die Werthe von A und A’, wenn Z und größer find, als 6, 
yofitiv fein müffen, fo nimmt man die oberen Zeichen ber Wurzelgeb- 
Bei; die untern Zeichen dagegen, wenn Z unb 2’ Heiner find, als «, 
und wenn Z<a und !>« ift, fo nimmt man das obere Zeichen 
der zweiten und das untere der erften Wurzelgröße, damit der Werth 
von A negativ und der von A’ yofitio wird. 

Um u durch eine nach den fleigenden Potenzen von = georbnefe 
Reihe auszudruͤcken, feien y, y', y'; ... die conftanten Eoefficienten, 
und wir wollen: 


u=a+tystya2ty"z8+ee, 


feßen; fo ergibt fi & hieraus mit Beruͤckſichtigung ber Werthe von a, 6 
und x? 





—— 





+3 log ãx 


— —S z2+y" 28 +eic.)2 


n an (yty'z24y"23-+ elc.)®-+ etc. 


* 3i2 (n — ı)? 
und wenn man bie Coefficienten derſelben Potenzen von = in den bei: 
den Theilen dieſer Gleichung einander gleich ſetzt; fo ergeben fich die 
Werthe von Y, y', Y“, vermittelft welcher man: 


zur ED | 2-2), ’ 


n® 3n? 
und zugleich: 
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—I 42(n— 29 
du=y/ 3 de — tele 
erhält. 


Wenn die Function gu auf der einen oder andern Seite des 
befondern Werthes c von u nicht fehr fchnell abnimmt, fo kann man, 
nachdem man den Reihenausdruck von u in dieſe Function fubftituirt 
hat, dietelbe auch nach ben Dotenzen von u — «@ und folglich nach den 
Potenzen von * entwideln. Auf dieſe Weiſe erhält man: 


guzgar |. Ren — elc. = 
on 2 
+4 — — ar. —e etc. 


Vermöge biefer verfchiedenen Werthe enthält ber Reihenausdruck von: 
[ia — u) gudu, 
0 


die von = — 0 bis = genommenen Integrale des mit den 





‚geraden oder ungeraben Potenzen von x multiplicirten Differenzialed 


e"? dx. Die Integrale mit den geraden Potenzen von x haben be 


kannte Werthe, die übrigen verfebwinden und da die Zahlen 2 und 


n—i von berfelben Größenordnung, ald 7 find; fo erſcheint bie 
in Rede ſehende Reihe nah) Größen von der Kleinheitsordnung von 


75, 75 2 aa .. georbnet. Bleiben wir bei bem erften Gliede 
berfelben ſtehen und bemerfen, daſſ —J ne = de Va iſt, ſo erhal⸗ 
ten wir: 
. u (u) yudu= Ann" "IV Era=n (— ): 
N) | Killer | 7 





woraus fich durch Vertauſchung der Zahlen i und n — 2 ergibt: 


1 — — x — 
—— ud — G,(L), 
0 n 7 
Wenn man mit ô eine poſitive und gegen Vn fehr Kleine Größe 
bezeichnet, ferner: 


_n—i ie 2iln—i) _ 2i(n—1) 
— = roy m 
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ſetzt, und die in den Ausdruͤcken von A und A’ vorkommenden Loga⸗ 
rithmen in Reiben entwickelt; fo findet man A= — 6 und „6, in 


dem man die lieber von der Kleinheitderbuung von 7: vernachläf: 
“figt. Hiernach hat man: | 


u Uni i 
J. un a—u) ygudu= 
Ann" ya) (JS, en 
Bye 
bis auf Größen von der Ordnung von -— gmau. Je mehr Ö zu- 


nimmt, deſto mehr nähert ſich daB Integral in Bezichung auf = dem 
WBertbe Vx, und damit es nur fehr wenig davon verfdieben if, 
braucht man für 5 nur eine Bahl, wie 2 oder 8 zu nehmen. Für 


bie Grenzen Z oder 2, welche beide merklich größer ober Meiner, als —— 


find, wuͤrde das Integral nah z faſt Null fein. _ 
Bezeichnet man mit = eine pofltive und gegen Vn fehr kleine 
Größe, ſetzt: 


REIN Luce) Er, nie ET, 


fo erhäft man ebenfo: 


| Saw" gudu= 
LE "er | 


Wenn die Grenzen Z ımd 2’ merklich größer ober Meiner, als — 
waͤren, ſo wuͤrde das Integral in Belebung auf u faſt Null fein. ” 


Penn bie Brüde - _—— md — merklich von einander verſchie⸗ 
den find, fo ſind die vorhergehenden Werthe von Z und ebenfalls 
von dem Berthe — — von u, welcher dem Marimum von 1 ‘a — 
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entfpriht, verſchieden, wodurch das, dieſen Grengen entfpreßpenbe In⸗ 
tegral: 


U’; —i 
fı u(l—u) gudu. 
faft auf Null reducirt wird, und zu gleicher Zeit find biefe legten Werthe 


. n—I 
von Z und Z auch merklich von dem Werthe von —— von u, wel 


cher dem Marimum von u” (1 — u)’ entfpricht, verfchieben, woburd) 
dad andern Grenzen entfpredpenbe Integral: 


U n- 
fi au "pudu 


ebenfalls auf Null reducirt wirb. 
8.129. Subftituirt man alſo in die Formel (13) die Näherungs- 


werthe der darin vorfommenden Integrale und läfft die dem Zähler und 
Nenner gemeinfhaftlihen Factoren hinweg, fo bekommt man: 





kp 5. 
Te 


für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein Angeklagter ſchuldig iſt, wenn er 


von einem’ aus einer ſehr großen Anzahl n von Geſchworenen beſtehen⸗ 


den Geſchworenengerichte bei der Mehrheit von m oder n— 2: Stim 
men verurtheilt ift. Man fieht, daſſ diefe Mahrfcheinlichfeit von dem: 
Verhaͤltniſſe von zZ zu n, oder wenn man will, von dem Verhaͤltniſſe 
von n— 3 zu Z und nicht von ber Differenz diefer Zahlen abhängt, 
wie die Wahrfcheinlichleit p,, welde in dem Falle flattfinbet, wo bie 
Wahrſcheinlichkeit u des Nichtirtend der Gefchworenen a priori gegeben 
ift ($. 119). Wenn 5. B. der Angeklagte bei einem aus 1500 Ge 
ihworenen beftehenden Gefchworenengerihte von 1000 Stimmen ver: 
urtheilt und von 500 freigefprochen wird, oder wenn er von einem 
aus 150 Gefchworenen beftehenden Gefchmorenengerichte durch 100 
Stimmen verurtheilt und durch die 50 übrigen freigefprochen wirb; ſo 
ift die Wahrfcheinlichkeit &, in diefen beiden Fällen viefelbe, aber bie 
Wahrfcheinlichkeit D, fehr verſchieden. Wenn dagegen das erfte Geſchwo⸗ 
renengericht au 1050 Gefchmorenen beftände, wovon 550 den Ange 
Hagten verurtheilt und 500 ihn freigefprochen hätten, während bad 
zweite Sefchmorenengericht und deſſen Entſcheidung ungeaͤndert bleiben, 
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fo würde bie Wahrſcheinlichkeit p, nicht geimbert werben und bie Wahr- 
fcheinlichfeit &, koͤnnte für beide Faͤlle ſehr verſchieden fein. 

Denn der Angeklagte verurtheilt if, fo ift —> und —<} 
Wenn mar nun annimmt, daff die Function Pu unter u]. fa Null 
if, d. y. wenn man eine mittlere Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrenb, welche 
FH oder Heiner ald die des Irrens wäre, als ganz unmahrfcheinlich be⸗ 
trachtet, und wenn fi ferner der Brud AK der Null nicht fehr nähert; 
fo kann man das zweite Glied des Nennerd von (, gegen bad erfte ver⸗ 
nachläffigen, und folglich ift alsdann 1 oder wenigftend eine ſich 
der Gewiſſheit fehr naͤhernde Wahrſcheinlichkett. 

Vermittelſt der Naͤherungswerthe der in der Formel (1 2), vortom⸗ 


menden Integrale und unter der Vorausfegung, daff die Brüde - — 
und — — nicht fehr wenig ‚von einander verfchieben find, erhält man: 


A 


en) 


für bie Waeheſcheinlchkeit, daſſ bei dem gegen ben Angeklagten gefäll- 
ten Urtheile die allen Gefchworenen gemeinfchaftliche Wahrſcheinlichkeit 
ihres Nichtirrens zwiſchen den Grenzen: 














gelegen hat. In derſelben Vorausſetzung, in welchet eins der beiden 
in dem zhler der Formel (12) vorkommenden Integrale verſchwindet, 


OR: 
0 — 


für die Wahrſcheinlichkeit, deſf dieſe Wahrſcheinlichkeit zwiſchen den Grenzen: 


Ir ‚ye 


gelegen bat. 
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Man kann ben Größen 5 und e hinreichend große Wertbe geben, 
ohne daſſ fie deshalb fehr beträchtlich werben, damit die Integrale in 
Beriehung auf x fehr wenig von V x verſchieden find. Alsdann if 
die Summe biefer beiden Werthe von A, auch fehr wenig von ber 
Einheit verfchieden und es ift faft gewiſſ, daſſ die mittiere Wahrſchein⸗ 
lichkeit u entweder zwiſchen ben erfien Grenzen, welche ſich werlig von 


dem Bruche —>} entfernen, oder zwifchen den letzten Grenzen, 
welche fih wenig von dem Bruce — < 54 entfernen, gelegen bat. 


Denn man annimmt, baff »(—) fehr Hein ift, ober gegen p () 


vernachläffigt werden kann, fo wirb ber zweite Fall audgefchloffen, und 
man kann ed als faft gewiff annehmen, daſſ fi der Werth von u 


fehr wenig von dem Verhäftniffe - — entfernt hat, oder mit andern 


Worten, daſſ ſich die Wohrſcheinlichteiten u und 1L—u des Nichtirrend 
und des Irrens der Gefchworenen, wie die Zahlen a— 2 und 2 ber 
verurtheilenden und freifprechenden Stimmen verhalten haben. - 
Hiernach fcheint es, daſſ die Wahrſcheinlichkeit &,, ſtatt ſich faſt 
auf die Einbeit zu vebutiren, fehr wenig von dem Werthe von p, für 


u=—  verfehieben fein muͤſſte. Aber man muff bemerken, baff man, 


wenn bie Wahrſcheinlichkeit p, dem Falle entfpricht, wo bie Wahrſchein⸗ 
lichkeit u zuverlaͤſſig nur einen einzigen möglichen Werth hat, anneh 
men müflte, daff Yz nur innerhalb eined unendlich Heinen Intervalle 
zu beiden Seiten des möglihen Werthes von u Werthe — O hätte, 
und daff diefe Zunction in der Nähe dieſes Werthes fehr fehnell ab- 
nähme, um biefen Kal auf den dem Ausbrude von &, entfprechenden 
zurüdzuführen. Nun haben wir aber aus der Analyfe im vorhergehen⸗ 
den $. gefehen, daſſ fich die Zuncion Pu nicht auf diefe Weife zu 


—i 
‚ beiden Seiten des Werthes — von u Ändert, und folglich ift bet 


aus diefer Analyfe abgeleitete Ausbrud von (, nicht auf den Ball an 
wendbar, welchem der Ausdruck von p, in $. 119 entfpriht, Man 
kann übrigend bemerken, daſſ diefer in der Formel (13) enthalten ifl. 
Denn wenn man im Allgemeinen durch v ben einzigen möglichen Werth 
von u und mit. eine unendlich Meine pofitive Größe bezeichnet, und 
für Yu eine Function nimmt, welche für alle nicht zwifihen #F 
liegende Werthe von u Null iftz fo rebuciren fich die Grengen der in 








der Formel (18) vorkemmenben Integrale auf v7. Imerhald der- 
felben find die Factoren a1 — u) und ur — u confiant, 
und wenn man fie aus dem Integralzeichen / beraustreten laͤſſt, und 


dann das Integral SE pudu, welches ein gemeinfchaftlicher Factor 


des Bählerd und Nenners bes Ausdruckes (18) if, hinweglaͤſſt, ſo 
ſtimmt derſelbe mit der auf den hau von u So. aigewandten Formel 
(7) überein. n— 

Wenn die beiden Brühe — und nicht merklich von eins 


ander verſchieden find, und man nimmt e=6; fo beziehen fich die 


vorhergehenden Werthe von A, auf biefelben Grenzen ber Wahrſchein⸗ 


lichkeit u; aber ihr gemeinfchaftlicher Werth iſt von den vorhergehenden ˖ 


x? 
verfchieben, von k unabhängig und = —- fe dx, weil in bie 


fem befondern Falle die beiden im —5.. ſowie die im Nenner des 
Ausdruckes (12) vorkommenden Integrale faft einander gleich find. 


$. 130. Um die Näherungswerthe ber in den Formeln (14) vors 


fommenden Integrale zu beflimmen, muff man bie von U, und A, 
vermittelft der Formeln (11) ausdruͤcken. 


‚Da die erfte dieſer lettern ſtattfindet, wenn N —_ größer iſt, alb 


ger und die zweite im entgegengefehten Falles "fo folgt, daſſ bie 


erfte von u=0 bi u—=@ und die zweite von u=« bi u=1 ſtatt⸗ 
findet, wenn man n für n--1 nimmt und 2 =@ ſetzt. Nach 


der Gleichung, welche die in biefen Zormeln (1 1) vorkommende Große 
6 bepiemmnt, bat man: 


M ⸗ n=3 
| ” a y Aue ;) j 
" n 


d. b. Diefelbe Gleichung, wei man zwiſchen u und x hatte, und 
woraus folgt: 


nero RES run, æ. 


Aber da 9 immer eine pofitive Größe fein muſſ ($. 121), fo find feine 
Bette do =, 0=0, 620 für u=0d, u=ea, u=1. Indem 
die Veraͤnderliche von = bis u=« wählt, nimmt die Werän- 
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beide 0 von O=m biE 00 ab, und wenn u wicher von z—a 


bis u=1 wählt, fo nimmt die Veränderlihe 0 von 0=0 bis O—@ zu, 


Hiernach ift vermöge der Formeln (11): 


era 
0 
| - (49V 3 

Der A 


Sf Ugudu= fr Hudu= af KR hi —8* 


45*ä 
do. 
wel) 9 


Die Werthe diefer einfachen und doppelten Integrale in Beziehung 
auf 9 erhält man in convergirenden Reihen, wenn man unter bem 
Zeichen f bie vorhergehende Reihe für zz und ihren Differenzialcoefficien: 


ten fur 7 ſetzt und auch Pu in eine Reihe entwidelt, was voraus⸗ 


ſetzt, daſſ r 8 dieſe Function auf der einen oder andern Seite des be⸗ 


ſondern Werthes & von zz nicht ſehr ſchnell Ändert. Wenn man die Glie⸗ 


1 
‚ber von ber Kleinheitsordnung von —, vernachläffigt, fo kann man bios: 


r ’ — — — — ” . 
_L 2i(n— ii) du 2i(n-—i) 
u=a+07/ I eye, PIZPE 


fegen, wo bie Wurzelgroͤße vi das doppelte Zeihen + ha 


ben kann. Das obere Zeichen nimmt man in ben Integralen, worin 
bie Veränderlihe 0 wächft und das untere Zeichen in denen, wo fie 


‚abnimmt. Verwandelt man alsdann das Zeichen biefer letztern in daB 
entgegengeſetzte und Eehrt die Ordnung ihrer Grenzen um, fo erhält man: 


JS: Upudu = gu HD“ ( ee” dx)do, 
S Upuau= 
SF prdu-sey af (ST 





ar 
und wenn man dieſe beiden Formeln addirt, fo ergibt ſich: 


S. U,gudu= / Yudu, 


Allgemein, wenn man mit a und a, zwei folche Werthe von u 


bezeichnet, daff a <a und a,>« ift, und mit 5 und 5, die ua. 


und u=a, entfprechenden poſi itiven Werthe von 6; fo hat man bei 
dem Grabe. von Annäherung, wobei wir flehen Beben: 


Se Uouaumgey FR ft Je I)a, 
Sr Vıpudu= | gudu— 
y+ez Si IA e“ d2))do 


Durch dad Verfahren der theilweifen Integration erhält man ferner: 


J. (Se "de)ao=b/, ee "det . 
ie en 


“und folglich: : 


u Ugudu=gay/ "EB U A "eh N) 
SUpudu= 
S» »du—ya run _ 4”) 








Segt man num in ben Formeln (11) 7, für U, und verwanbelt 


folgih u in 1—u ($. 118), fo findet die erſte ſtatt, wenn Four 


größer ift, als — d. h. von u=1—eo bis u=1l, indem 
man r für n-H-1 nimmt und’ wieder a=— fegt, und die zweite 
von u=0 bi u=1—a. Bezeichnet man durch 0° den Werth von G, 




















⁊ 
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wenn man berin u in 1 —u verwandelt umd laͤſſt wieder die Glieder 
Ä 1 e 

von ber Kleinheitsordnung von —- unberuͤckſichtigt, fo erhält man zunaͤchſt: 


J.  Youdu=ga-ay FR- SL J: ‚e " de)dor 


1-4 \ 
’ F,yudu= 





0 


ST pda sa-o Ef" (fee "äs do’, 


und folglich: 


Srorau=f "pud 


Bezeichnen alsdann a’ und a,’ zwei folche Werthe von u, baffa' <1—« 
und a’>1-—e ift, und 6*, 5,’ die aus der Gleichung: 


n—i - 
n—i ı Uln—i 613 
a) WI, 


n3 


abgeleiteten Werthe von 0, welhe u=a' und u=a, entſprechen; 
fo hat man aud: 


’ S V,pudu= 
1—a - 
| LIED ZU — 52 
o(1l -y (bi, * do4—e ) 
—J —0—0— | 
® 


aa far") 


$. 181. Nachdem die Näherungdwerthe der in den Zormeln (14) 
vorkommenden Integrale auf diefe Weife beftimmt find, erhalten wir: 


u -pudu 
Z —— — J 


Bu ET — —7 
7 E — nf *yudu 
0 








D 
‘ 








ss 


für die Wahrſcheinlichteit, daff der Angeflagte fhuldig iR, wenn er we 
nigftend von n— 2 Stimmen eine aus einer fehr großen Anzahl n 
Geſchworenen beſtehenden Geſchworenengerichtes iſt verurtheilt worden. 


Wienn das Berhättnifl a=-— alsdann größer, als 4 ift, und man 


nimmt an, baff die Sunction pu für Heinere Werthe von u als 4 
einen unmerllichen ober verſchwindenden Werth hat; fo iſt dieſes auch 


mit dem Integrale / i "gu Ju der Fall, und wenn k kein fehr 
o 


Heiner Bruch iſt, fo iſt der Werth von Z, faſt der Einheit gleich. 
In dem Falle, wo für alle Werthe von z, p(1 = pu ift, hat man: 


IT "sudu=—/ "pa -Wdu=/ yudu, 


wodurch der Werth von Z,; auf A webwirt wird, wie es fein muſſ. 


Benn man a=1—ea und a’=« nimmt, fo find die corre 
fponbirenden Werthe *3 und , von © und 9° einander gleich. Bes 
zeichnet man biefen gemeinfepaftlichen Werth mit c und berüdfichtigt 
die Bedeutung von a; fo ift c die durch die Gleichung: 


(n 9,7 i_ (n — te —c} 


beſtimmte poſitive Groͤße, und man hat: 


> 


JE „Upudumgey EX. * 444”) | 


S-. V,yudu= 
0- EL are ) 


woran folgt: 





y___krs4 en 


fe pn ui [ud 
0 ten F J 


als die Wahrſcheinlichkeit, daſſ bei der in Rede ſtehenden Verurtheilung 
bie allen Geſchworenen gemeinſchaftliche Wahrſcheinlichkeit zz des Nicht⸗ 
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irrens zwiſchen 1 a und &, d. h. zwifchen, — und — gelegen hat. 


2iln— 2—]) 
Diefe Wahrſcheinlichkeit iſt wegen des ſehr kleinen Factors V uns 


fehr Hein, woraus folgt, daſſ es im Gegentheil fehr wahrfcheinlich iſt, 
daſſ die Wahrfcheinlichkeit z größer als a ober Fleiner als 1-age 
wefen iſt. 

Um dieſes barzuthun, wollen wir a,—=1 und a,/=1 nehmen, 
fo find vie eorrefponbirenben Werthe von 6 und 6 reſp. b,=@ und 
b’=o; folglich iſt: 


IA Upudu= |) udn ER, 


| I. 7 ‚yudu=igp(i -gye3, 


E Wenn man von biefem legten Integrale den vorbergehenben Werth 
von ya „Yıyudu abzieht, fo fommt: 


ER an 





d kpa-(1-k -a -cl — 
— fee a 
| fe gudu-L(1- — an“ 
fuͤr die Wabtſhemigeat, daſſ die Mahrfcheinlichleit ız zwiſchen ꝛ 
und u=1 gelegen hat, ober größer ald @ gewefen if. Seht man 


ferner a=0 und a’ —0, fo hat man auch b=o md b’=@; 
folglich : 


SS ripudum — —E— 
“. 1: "Biln—i 
J Upndumjsy ERS, 
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Zieht man von biefem letzten Integrale ben vorhergehenden Werth von 
Si. U,gudu ab, fo erhält man: 


1 


1—a - | — 2in—n) — c? © _.r? 
J U,9udu=gay/ * ( ef, e de), 


und aus den MWerthen von ST Vroudum ["Vıpudu 
0 0 
folgt: | 





F= 


anf" quau-a-npa-n-kpate cf. a er 
uf, veautunf, "puau 


für die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit zz zwifhen „= 
und u=1—@ gelegen hat, ober Meiner als 1— ©. geweſen iſt. 
Die Summe der beiden legten Werthe von F, ift fehr nahe der Ein- 
heit gleich, mad bemwiefen werden folte Wenn die Werthe von pw 
für v<4 Null oder unmerklich find, fo ift der letzte Werth von Y, 
fehr Mein und ber vorhergehende fehr wenig von ber Gewiffheit (Ein: 
heit) verfchieden. In allen Fällen ift die Eumme der drei vorhin be 
zechneten Werthe von F,—=1, wie es der Fall fein muff. 


$. 132. Selbſt wenn die Anzahl 7 der Gefchworenen ſehr groß 
ift, muff man nach dem VBorhergehenden in Beziehung auf die Function 
pu oder über dad Wahrſcheinlichkeitsgeſetz der Wahrfcheinlichkeiten des 
Nichtirrend der Gefhworenen eine Vorausſetzung machen, um die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit beftimmen zu koͤnnen, daſſ ein Angeklagter fchuldig iſt, 
wenn er von 2 — 2 Stimmen freigeſprochen und von zZ Stimmen ver: 
urtheilt ift, und dieſes ift in dem gewöhnlichen Falle, wo die Zahl r 
nicht fehr beträchtlich ift, um fo mehr nothwendig. 


Die Vorausſetzung, welche Laplace in dieſer Beziehung gemacht 


hat, befteht in der Annahme, daff die Function u für alle Heinern 
Werthe von u, ald 4 Null fei, und daff fie für alle größern Werthe 
von u, ald 4 denfelben Werth habe, d. h. daſſ jede Wahrfcheinlichkeit 
des Nichtirrend, welche Heiner tft, als die des Irrens der Geſchwore⸗ 
nen, ald unmöglich angefehen wird, und daſſ die Wahrfcheinlichkeiten 
des Nichtirrend der Gefchworenen, welche größer find, als die bed Ir: 
rend berfelben, alle gleich wahrfcheinlih find. Diefe Vorausſetzung iſt 
Poiffon’s Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 21 
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geftattet; denn der Bebingung / "ou du—=1 wird auf die im Vor⸗ 
bergehenden ($. 123) angegebene Heife genügt. Das Mittel aus den 
möglichen Werthen von u ober / ugudu liegt alsdann zwifchen $ 
und 2 und ift für >} von dem Werthe von Pu abhängig. 

| Da in diefer Borausfegung für u<4H die Function gu—0 ifl und 
für „>41, eine conflante Größe, fo rebuciren ſich die Grenzen ber in 


der Formel (13) vorfommenden Integrale auf u=0O und „—4, man 
kann Yu aus dem Integralzeichen / heraudtreten lafien, und da: 


' JS. u (1 - u) du = [tu (1 — „) du 
iſt; fo verwandelt fich dieſe Formel in: _ 


._ | fa —u)du 
54 1 n—i 1 i 3 n-i i 
u (1—u) du-+(1— I, u (1—u)du 
indem man im Zähler und Nenner den conflanten gemeinfchaftlichen Zac: 
tor gu hinweglaͤſſt. 


Da Eaplace die Wahrfheinlichfeit A der Schuld des Angeklag—⸗ 
ten vor der Urtheilsfaͤllung nicht in Betracht gezogen hat, fo muff man, 
um biefe Zormel mit der feinigen übereinflimmend zu machen, annch- 
men, daſſ die Schuld des Angeflagten weber mehr, noch weniger 
wahrſcheinlich ift, als feine Unſchuid, und folglich A=4 fegen, woburd 

(tu) au 


man erhält: 
4= — 


In-i. ——— 
J u "A-u)du 


Man hätte folglich auch: 











4 "ia — *ð u 


oder, wenn man bie Integrationen verrichtet: 








= 








0, n4-1.r , n-+ı.n .n—1 
1—(= _ 177 Bu 
br 13 14 * 
n+-1.n.n—1..,n— —i+2 
00) 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte unfehufbig ift, wenn er 
bei einer Mehrheit von n— 23 Stimmen eined aus r Gefchworenen 
beftehenden Geſchworenengerichtes verurtheilt ift. 

Diefe Formel ift in der That die von Laplace*) erhaltene. 
Die zwifchen den Klammern ftehende Größe befteht aus Z+ 1 Gliedern 


und rebucirt fih für 2=0 auf die Einheit, woraus fi ee ı 7 alö bie 


Wahrfcheinlichkeit der Unrichtigkeit einer bei ber Eininnichn der Ge⸗ 
ſchworenen ausgeſprochenen Verurtheilung ergibt. Nimmt man X nicht 
gleih 4 und fegt =0, fo erhält man für biefebe Wahrſcheinlichkeit 
die Guße 


— u — nl 
ee] 
ta) 2 ka_ak-ı 


welche größer oder Feiner ald — 7 iſt, jenachdem A tieiner oder groͤ⸗ 
ßer als + if. 


Wenn man in dem gewöhnlichen Falle, wo n=12 ift, fucceffive 
:=0, =1,=23, =3, =4,=5 fest; fo gibt die Formel (15) 
die Brüche: | 

' 1 14 92 378 1098 2380 


m Ti TA ATAA OT, RDTTT 


8192’ 8192’ 8192’ 8192’ 8192’ 8192 


für die Wahrfcheinlichkeit der Unrichtigkeit der von 12 Gefchworenen bei 
11. Stimmen gegen 1, 10 gegen 2, ® gegen 3, 8 gegen 4 und 
7 gegen 5 uudgefprochene Berurtheilung. Bei der Heinften Stimmen 
mehrheit ift die Wahrfcheinlichkeit des Irrthumes faſt = 4, fo daff bei 
einer fehr großen Anzahl von Angeklagten bei der Stimmenmehrheit von 
7 Stimmen gegen. 5 e8 fehr wahrfcheinlich ift, daſſ # nicht hätten 
verurtheilt werden muflen, und bei der Stimmenmehrheit von 8. Stim⸗ 
men gegen 4 beträgt diefe Anzahl faft 4 ber Angeklagten. 

Wendet man die Eaplace’fche Hypotheſe auf die Formel (12) an, 





*) Premier supplement à la Theorie analytique des probabilites, page 83. 
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bezeichnet mit © eine pofitive Größe, welche ben Werth 4 nicht über: 
fchreitet und feet =, /=4, ?=34+9, fo ahält man: 


„JE —— ü-udu 


fi — —8 du 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit u des Nichtirrend 
der Gefchworenen, welche nach der Vorausfegung nicht unter 4 herab: 
finten kann, bei einer von rn — 3 gegen 2 Gefchworene audgefprocenen 
Berurtbeilung zwifchen den Grenzen 4 und 4-6 gelegen hat. Die 
Integrationen laffen fi ohne Schwierigkeit bewerkftelligen. In dem 

Falle von 2= 0 oder der Einftimmigleit der Geſchworenen hat man: 


n41 n+1 
2=(4+8) —(1—8) 

Wenn man 5. B. n—=12 und 60,448 nimmt, fo findet man 
ungefähr a, J, fo daſſ man 1 gegen 1 wetten kann, daſſ die Wahr, 
fheinlichkeit u zwiſchen den Grenzen 0,5 und 0,948 gelegen hat. 
. Sept man d=4 und 2 niht = 0; fo hat man: 


1 n 1 . n— 
= A zer * "24 "a 122)4.. 
4 











a1. ——— n—i#1 
a ET] 


für die Mahrfcheinlichkeit, daſſ bie Wohrſcheinlichkeit u zwiſchen den 
Grenzen 4 und 2 oder 4 näher, ald der Einheit gelegen hat. Fuͤr 
n=12 und 2=5 ift ber Werth diefer Größe =0,916 ..., fo daſſ 
man etwad mehr ald 10 gegen 1 wetten kann, daſſ diefe Wahrfcein- 
lichkeit u in dem Falle der Heinften Stimmenmehrheit Feiner, als 8 
geweſen ift. 

$. 133. Da die Formel (15) aus einer andern abgeleitet: ift, 
worin die Wahrfcheinlichleit zz des Nichtirrend für alle Geſchworene 
Diefelbe war, fo kann diefe Größe nicht die jedem der r Gefchwore 
nen, welche über den Angeklagten geurtheilt haben, entſprechende Wahr: 
Icheinlichfeit des Nichtirrens fein, obgleih Saplace dieſes nicht bemerkt 
hat; fondern fie muff diefe mittlere Wahrſcheinlichkeit in Beziehung auf 
die allgemeine Lifte, woraus biefe 72 Gefchworenen zufällig genommen 
find, ausbrüden ($. 122). Unter den auf viefer. Lifte verzeichneten 
Perfonen befinden ſich ohne Zweifel welche, für die die Wahrſchrinlich⸗ 
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feit des Nichtirrens, wenigftens bei ſchwierigen Fällen, Heiner, als 1 ober 
ald die Wahrfcheinlichkeit ded Irrens iſt. 

Die Laplac e'ſche Vorausſetzung fordert alfo, daſſ ihre Anzahl 
' immer Hein genug ift, damit die mittlere Wahrfcheinlichfeit des Nicht- 
irrens kleiner bleibt als 4. Zerner fest dieſer berühmte Geometer vor- 
aus, daſſ über 4 die Werthe diefer mittleren: Wrhrfcheinlichfeit des 
Nichtirrend von vH bi v=1 alle gleih wahrfcheinlidh find. Der 
einzige Grund, welchen er für diefe zweifache WBorausjegung angibt, 
befteht darin, daſſ das Urtheil des Gefhworenen fih immer 
mehr zur Wahrheit, ald zum Irrthume hinzuneigen firebe. 
Aber wenn man von dieſem Prinzipe auögeht, fo fann man blos bar- 
aus den Schluff ziehen, daſſ die Function pw, durch welche wir das 
Wahrfcheinlichfeitögefeg der Werthe der mittleren Wahrfcheinlichkeit z 
des Nichtirrend der Gefchworenen ausgebrüdt haben, für die größern 
Werthe von u ald 4 einen größern Werth haben muſſ, als für bie 
Berthe von.u, welche Kleiner find, ald 4. Diefe Bedingung kann aber 
- auf unendlich viele verfchiedene Arten erfüllt- werden, ohne daſſ man 
Puo für u<H und diefe Function pw für u4als eine con- 
ftante Größe zu betrachten braucht. Die eben unterfuchte Hypotheſe ift 
alfo a priori nicht hinreichend motivirt und fie iſt wegen ber Folge: 
rungen, welche ſich daraus ergeben, wie man ſogleich ſehen wird, ganz 
unzulaͤſſig. 

Denn da die Formel (15), welche eine von den, nothwendigen 
Holgerungen aus biefer Hypotheſe ift, nichts enthält, was von ber HA- 
higkeit der auf der allgemeinen Lifte der Geſchworenen verzeichneten 
Derfonen abhängt; fo würde Jemand, welcher z. B. wuͤſſte, daſſ 
zwei Verurtheilungen bei derſelben Stimmenmehrheit und derſelben An⸗ 
zahl, aber aus zwei verſchiedenen Liſten genommener Geſchworenen ſtatt⸗ 
gefunden haben, denſelben Grund fuͤr die Annahme der Unrichtigkeit 
dieſer beiden Urtheile haben, obgleich er wuͤſſte, daſſ die auf der erſten 
Liſte verzeichneten Perſonen weit mehr Faͤhigkeit zur Beurtheilung der 
fraglichen Angelegenheit beſitzen, als die auf der zweiten Liſte angege: 
benen Perfonen, was jedoch durchaus no anzunehmen ift. 


Wenn der Bruch — Heiner, als } 1. und der Angeklagte bei ber 
Mehrheit von n — Stinmen gegen 2 verurtheilt iſt, fo iſt die Größe 
9(—)=0 oder unmerklich in der eben unterfichten Hypothefe, fo 


baff fich die Wahrfcheinlichkeit. T, der Schuld des Angeflagten ſehr der 


Einheit näherte, wenn die Zahl r fehr groß ift, und zwar, wie groß 
der Unterfchied zwifchen a — 2 und 3 auch fein möchte (129). Wenn 
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3. B. dad Geſchworenengericht aus 1000 Gefhworenen beftände- und 
ber Angeltagte von 520 Gefhmworenen verurtheilt und von 480 frei- 
gefprochen 'wäre, fo müffte man dad Factum feiner Schuld ald faſt ge- 
wiff betrachten, obgleich es von 480 Gefchworenen, für welche bie 
Mahricheinlichkeit des Nichtirrend nach der Vorausſetzung biefelbe iſt, 
als für die übrigen 620 Geſchworenen, verneint if. Schon diefe Hol 
gerung ift hinreichend, die Hppothefe zu verwerfen, woraus fie abge: 
leitet ift; denn Niemand würde einem folhen Urtheile ein großes Zus 
trauen und befondersd nicht daffelbe Zutrauen, als der faft bei der Ein: 
fimmigfeit von 1000 Gefchworenen ausgefprochenen Entſcheidung fchenten. 
Wenn fich die Einfiht der auf der allgemeinen Lifte der Gefchworenen 
verzeichneten Perfonen ändert, wenn fie in einem Lande größer ift, als 
in einem andern, und wenn fie für die verfchiebenen Arten der Verbre⸗ 
chen verfchieden ift; fo nimmt nach dieſer Vorausſetzung die Wahrfchein- 
lichkeit der Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend der Geſchworenen für bie 
dieſer letztern Wahrfcheinlichkeiten, welche fich ber Einheit am meiften naͤ⸗ 
bern und für die, welche am wenigften von 3. verfhieben find, in dem 
felben VBerhältniffe zu, was aber durchaus nicht flattfinde. Wenn bie 
Fähigkeit der Geſchworenen für eine richtige Beurtheilung aus irgend ei: 
ner Urfache zunimmt, fo erlangen bie fi) der Gewiffheit am meiften 
nähernden Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend der Geſchworenen eine groͤ⸗ 
Bere Wahrfcheinlichkeit, ald fie vorher hatten, und das Gegentheil fin= 
bet für bie flatt, welche fih am mweiteften von der ‚Einheit entfernen. 
Penn man für Pu eine Function nimmt, welche dieſe Bedingungen 
erfüllen Tann, und welche außerdem für die unter „= 4 liegenden 
Werthe von u nicht abfolut Null oder unmerklich iſt; fo Tann man die 
eben erwähnten Schwierigkeiten beſeitigen, allein dieſe Bedingungen find 
zur Beflimmung der Function pw unzureichend. Denn ed gibt uns 
endlich viele verfchiedene Formen dieſer continuitlichen oder discontinuir⸗ 
lihen Function, welche diefen Bedingungen genügen; aber auf fehr 
verfihiedene Werthe der durch die Formel (13) für diefelbe Anzahl 7 
von Geſchworenen und fuͤr denſelben Unterſchied zwiſchen den Zablen 
na— iu. audgedrüdten Wahrfcheinlichkeit &, führen. 

Man Fann alfo, wenn man diefe Zahlen "bei einer einzelnen Ver⸗ 
urtheilung fennt, und die Wahrjcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten 
vor ber, Entfcheidvung A= 1 oder jedem andern Bruche gleich annimmt, 
wie bereit bemerkt worden, die wirkliche Wahrfcheinlichkeit der Mich: 
tigkeit dieſes Urtheiles, welche von ver Mahrfcheinlichkeit des Nicht: 
irrend jedes einzelnen Gefchworenen, und die uns völlig unbekannt if, 
abhängt, dennoch richt beflimmen. Aber man muſſ e8 auch als eine 
Unmöglichkeit betrachten, diefe Wahrfcheinlichkeit für irgend eine Derton 
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zu berechnen, welche bles weiß, daſſ bie a Geſchworenen zufällig aus 
der allgemeinen Lifte genommen find, unb für welche der Grund zur 
Annahme der Richtigkeit des Urtheiles nur noch von ber gemeinfchaftli= - 
hen mittleren Wahrfcheinlihkeit des Nichtirrend der aus diefer Lifte ge- 
nommenen n Gefchworenen abhängen würde (6. 122). Denn zu die⸗ 
fer Berechnung würde es erforderlich fein, in Beziehung auf das Wahr: 
fcheinlichfeitögefeg der Werthe ber mittleren Mahrfcheinlichleit = von © 
bis 1 eine befondere Vorausſetzung zu machen, welche weder bie La- 
placefche, noch irgend eine andere, einer hinreichenden Motivirung fähige 
wärbe fein koͤnnen. Wenn alfo bie auf diefer Lifte genommenen Ge⸗ 
ſchworenen nur ein einziges Urtheil gefaͤllt hätten, fo würben fi) bie 
vorhergehenden Formeln durchaus nicht anwenden laſſen und daſſelbe 
wuͤrde auch noch bei einer geringen Anzahl gefaͤllter Urtheile ber 
Fall fein. Allein wie wir wiſſen, find durch die fucceffive aus derſel⸗ 
ben allgemeinen Lifte zufällig genommenen Geſchworenen im Gegen: 
theil fehr große Anzahlen von Verurtheilungen und Zreifprechungen, de 
ven Berhättniffe befannt find, auögefprochen, und bierauf gründet fich, 
„ wie vor fogleich fehen werden, die Anwendung der Formeln (4), (6), 
(6), (7), (8), (9) und (10), welche nur zwei unbefannte Conſtan⸗ 
ten %& und w enthalten und folglih nur zwei Beobachtungsdata erfor- 
dern, mit deren Beflimmung wir und zunaͤchſt befchäftigen wollen. 

$. 134. Die allgemeine Lifte der Bürger, welche Geſchworene wer⸗ 
ven koͤnnen, enthalte eine beliebige Anzahl von Namen, jedes Geſchwo⸗ 
venengericht befiche aus rn Gefhworenen, welche ganz zufällig aud die⸗ 
fer allgemeinen Lifte genommen find, die Gefchworenengerichte von ei⸗ 
nem oder mehrern Jahren ſollen eine ſehr große Anzahl u verurtbeilt 
ober freigefprochen haben und a, fei bie Anzahl, welche von diefen Ans 
geflagten durch dieſe Gefchworemengerichte bei der Stimmenmehrheit von 
wenigfiend n — 2 Stimmen gegen ä verurtbeilt find, was vorausſetzt, 
daff 2= 0, oder eine‘ der Meineren Zahlen ald In fei. Die Wahr: 
fcheinlichfeit einer Verurteilung vor ber Urtheilsfaͤllung muſſ ſich von 
einem urtheile zum andern aͤndern; aber von welcher Beſchaffenheit 
dieſe Veraͤnderung auch ſei, ſo iſt das Mittel aus den unbekannten 
Werthen dieſer Wahrſcheinlichkeit, welche bei den zu ausgeſprochenen Urs 
tbeilen ftattfinden, doc) hoͤchſt wahrfcheinlich fehr nahe dem Verhältniffe 


—i gleich ($. 95). Die Werthe dieſer mittleren Wahrſcheinlichkeit und 


bieſes Verhaͤltniſſes aͤndern ſich ferner ſehr wenig mit der als ſehr groß 
vorausgeſetzten Zahl zu, und wenn diefe Zahl immer größer wird, fo 
convergiren biefe Werthe ohne Ende gegen einen biftimmten conftanten 
Werth, welchen fie erreichen würden, wenn u unendlich werben könnte, 


. 














und die verſchiedenen Urfachen einer bei der in Rede fiehenden Stim- 
menmehrheit auögefprochenen Werurtheilung Feine Veraͤnderung erfahren 
hätten. Diefer befondere Werth, weldhen mir mit Zt, bezeichnen wol- 
len , ift die Summe der Bahrfcheinlichkeiten, welche alle möglichen Ur- 
fachen diefer Verurtheilung oder des betrachteten Ereigniffes feinem Statt- 
finden ertheilen, indem jede dieſer MWahrfcheinlichkeiten durch Die reip. 
Wahrfcheinlichkeiten diefer Urfachen multiplieirt wird ($. 104). Die Auf 
zählung und die Berechnung des Einfluffes diefer Urfachen a priori würde 
unmöglich fein; allein wir brauchen auch diefe Urſachen nicht zu Tennen, 
fondern wir brauchen blos anzunehmen,. daſſ fich weder ihre eigenen refpec= 
tiven Wahrfcheinlichkeiten, noch die Wahrfcheinlichkeiten, welche fie den 
Verurtheilungen ertheilen,, verändern, und die Beobachtung felbft lehrt 
und, ob dieſe Boraußfegung der Wahrheit gemäß if. Bezeichnet man 
in diefem Falle mit a’, die Anzahl der Verurtheilungen bei der Stim⸗ 
menmehrbeit von wenigftend 72 — 2 gegen 2 Stimmen, welche bei einer 
andern ſehr großen ah u’ von Angeklagten ftattfinden, fo ift die 


Differenz I fehr wahrfcheinlich ein fehr Feiner Bruch ($. 109), 


und wenn diefed nicht der Fall ift, fo ift man zu ber Annahme beredh- 
tigt, daſſ in dem Intervalle der beiden Urtheilsreihen irgend eine merkliche 
Beränderung in den Urfachen der Berurtheilungen ftattgefunden hat. Der 
Calcul kann und uͤbrigens nur von dem Stattfinden diefer Veraͤnde⸗ 
rung benachrichtigen, ohne und die Natur derfelben kennen zu lehren. 
Das wir in Beziehung auf die bei der Mehrheit von wenigftend 
n— : Stimmen gegen 2 auögelprochenen Urtheile gefagt haben, ift 
auch auf die gerade bei diefer Stimmenmehrheit ausgefprochenen Ur- 
theile anwendbar. Wenn man tie Anzahl diefer lebten Berurtheilungen 
bei u Angeflagten mit 3, bezeichnet, fo ai es auch einen conſtanten 


Werth r,, welchem ſich das Verhaͤltniſſ — — — ohne Ende nähert, je groͤ⸗ 


er u wird und welchen ed erreichen wuͤrre, wenn zu unendlich werben 
koͤnnte, vorausgeſetzt, daſſ die Urfachen der Berurtheilungen keine Ver⸗ 
aͤnderungen erfahren haben, und wenn 5°, diefe Anzahl der Verurthei⸗ 


—— in bie Anzahl u’ der Angeklagten bejeichnet; fo ift die Differenz 


Fa — fehr wahrfcheinlich ein fehr Meiner Bruch. Es ift offenbar: 
u4—=b+ b_ı +5, +... +5, ’ 

ab, +62 +... +6, 

R,=zr; +n_-ı +ri_a +. ro 


Yıödann wollen wir für a eine gegen Y = und gegen V „' ſehr 
Eleine pofitive Größe nehmen und: 


2 © _ı2 
P= 17, e dz 


ſetzen. 

Nach den Formeln in $. 112 iſt dieſe Größe P die gemeinſchaft⸗ 
lie Wahricheinlichkeit gewifler Grenzen der beiden Unbelannten R, und 
al. q. b',. b; 

r, und der Differenzen 7 — 7 und 7 7— ri ‚ nimlich: 


a, 2 au — 5 
7*V —— (a) 


für die erſte Unbekannte, 


b. v> | | 
run @ 


für die zweite Unbekannte; 


V ala) 2a (u'—a',) | 
rel — rn © 
| © L 


für die erfle Differenz, und: . 


V 25 (u—b) Zu Wr) | 
rel tn (db 


für die zweite Differenz. 
Unter übrigens gleichen Umftänden nehmen die Amplituden biefer 

- Grenzen, wenn die Zahlen su und u’ immer größer werden, faſt im 
umgekehrten Werhältniffe der Quadratwurzeln dieſer großen Zahlen ab, weil 
bie Größen a, und 5, faſt wie die Zahl u und bie Größen a’, und 2’, 
wie die Zahl u’ wachfen. Diefe Grenzen find auch um fo enger, ie 
Heiner die Größe @ iſt; aber ihre Wahrfcheinlichkeit P nimmt mit « 
zu gleicher Zeit ab. 

$. 135. Die Zahlendata, wovon wir Gebrauch machen wollen, find 
aus den von ber franzdfifchen Regierung publicivten Compies generäux 
de !’ Administration de la juslice eriminelle genommen. 
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Bon 1825 bis 1880 inc. find die Anzahlen der jährlich vor die 
Geſchworenengerichte gelangten Criminalproceffe für ganz Frankreich refp.: 
6121, 5301, 5287, 5721, 5506 ; 5068 
ai die Zahlen der in diefen Griminalproceffen angellagten Perfonen 
teip.: 
6652, 6988, 6929, 7396, 7373, 6962 


gewefen, welches jährlich) ungefaͤhr 7 Angeklagte für 6 Griminalprocefie 
gibt. . Die "Anzahl der bei der Stimmenmehrheit von wenigftens 7 
Stimmen gegen 5 Verurtheilten ift in denfelben Jahren refp.: 


4037, 4348, 4136, 4551, 4475, 4150 


gewefen, und folglich werben bie Berhältniffe biefer legten Zahlen zu den 
vorhergehenden audgebrüdt durch: 


0,6068, 06222, 0,6113, 0,6153, 0,6069, 0,5032, 


woraus ſchon erhellet, daſſ fich diefe Werhältniffe innerhalb der 6 Jahre, 
während welcher die Criminalgefeßgebung ungeändert geblieben ift, ſehr 
wenig geändert haben. 
Zür u wollen wir die Summe ber während dieſer 6 Jahre An- 
geflagten und für =, bie ber Verurtheilten nehnten, fo haben wir: 


442300, 0, =25777, 
fo daſſ ſich die Grenzen (a) in: = 
0,6094 6 (0,00386) 
verwandeln, unb wenn man z. B. «=2 feht, fo erhält man aud: 
P = 0,9953 


für die fich der Gewiſſheit ſehr nähernde Wahrfcheinlichkeit, daſſ bie 
Unbelannte A, und der Bruch 0,6094 nur um 0,0067 von einan- 
ber verfchieden find. 

Wenn man die 6 erwähnten Zahre | in zwei gleiche Perioden ab» 
theilt, wovon bie eine die drei erflen und Die andere. die drei legten 
Jahre umfaflt, fo find die Zahlen der Angeklagten vefp.: 


u —=.20569, u" —=21731, 
und die der Verurtheilten: 
\ j “ ad, =: 12621 ’ a’, — 13156, 


ss 
woraus folgt: 
] 
2 — 0,6136, — = 0,6064, “_ —: — 0,0082. 
7 3 — 


Nun ſind aber die Grenzen (c) dieſer Differenz: 
76(0,00671), 


und wenn man @=1,2 ſett; ſo verwandeln ſie ſich in 6, 00805, 
und man hat: 


P-0 ‚103, 1—P=0,0897. 
Man koͤnnte alle faft 10 gegen 1 wetten, daſſ die Differenz ber 
beiden Verhaͤltniſſe Em und 2 „ zroifchen bie Grenzen  0,00305 fällt, 


und obgleich die beobachtete Differenz 0,0082, abgefehen vom Zeis 
ben, wenig davon verfchieden iſt; fo ift doch dieſer Unterfchieb und 
die Wahrfcheinlichkeit P feines Nichtftattfindens nicht betraͤchtlich genug, 
um zu der Annahme berechtigt zu ſein, daſſ irgend eine merkliche Ver⸗ 
aͤnderung in den Urſachen der in Rede ſtehenden Erſcheinung ſtattge⸗ 
funden habe. Waͤhrend des Jahres 1831 iſt die Anzahl der vor die 
Geſchworenengerichte geſtellten Individuen auf 7606 und die der Ver⸗ 
urtheilten auf 2008 gefliegen. Dad Geſetz forderte damald zur Ver⸗ 
urtheilung eine Stimmenmehrheit von wenigftend 8 gegen 4 Stimmen, 
und bei diefer Stimmenmehrheit hatte man folglich: 


7 u=7606, a,—=4098, * _ — — 0,5388, 
#, 

Penn außer ber erforderlichen Stimmenmehrheit bie übrigen Ur: 
fahen, welche auf die Urtheile der Gefchworenen Einfluff haben, in 
diefem Jahre diefelben geblieben find, wie in bem vorhergehenden, fo 


b 
erhält man ben Werth des Werhältniffes Fr. ‚ wenn man von bem 


Werthe von * den Werth von re d. h. 0,5388. von bem weiter 
oben gefundenen Bruche 0,6094 abzieht, welches: 
| , 
— 0,0706 
[1 


gibt. Zum Beweiſe der Nichtigkeit dieſes Refultates wollen wir bes 
bemerken, daſſ von 1825 bi 1830 dad Gefek die Intervention ver 
den Aſſiſenhof bildenden Nichter vorfchrieb, fo oft die Entſcheidung des 


Gefdyworenengerichtes bei ber Heinfien Stimmenmehrheit von 7 Stim⸗ 
men gegen 5 flattgefunben hatte. Run findet man aber in den Com- 
pies generaus, daſſ während der 5 letzten dieſer 6 Jahre diefe In- 
tervention faſt gleichviel Male, naͤmlich: 


208, 373, 373, 395, 372 mal, 


ober im Ganzen 1911 mal flattgefunden hat; aber die Zahl der An⸗ 
geflagten, worauf fich dieſe Procefle beziehen, ift nicht angegeben. Es 
it alfo die Anzahl der während berfelben Jahre flattgehabten Criminal- 
proceffe und nicht die Anzahl der angeflagten Perfonen, womit man 
diefe gegebene Zahl 1911 vergleihen mufl. Innerhalb ded Zeitraumes 
diefer 5 Jahre hat die Gefammtzahl der Criminalprocefie 26883 be: 
tragen und es ift folglich zu gleicher Zeit: 
u=26883, 5, =1911 


geweſen, woraus folgt: - 


was von dem vorhergehenden Refultate fehr wenig verſchieden iſt. 
5 


b 
Diefe Uebereinfiimmung zwifhen den beiden Werthen von 7 


zeigt, daſſ die Wahrſcheinlichkeiten u und X, wovon dieſes Verhaͤltniſſ 
abhaͤngt, in dem Jahre 1831 faſt dieſelben geblieben ſind, als in den 
vorhergehenden Jahren. Man muſſ jedoch bemerken, daſſ ſich die Be⸗ 
rechnung des letzten Werthes auf die Vorausſetzung gruͤndet, daſſ die 
Anzahl der bei der Stimmenmehrheit von 7 gegen 5 Stimmen Ber: 
urtheilten zu der Gefammtzahl der Angeklagten fich wie die Anzahlder 
Entfheidungen, wobei diefe Stimmenmehrheit ſtattfand, zu ber Ge 
fammtzahl der Procefle verhält, welche Annahme fi & in Ermangelung 
der nöthigen Data, welche man in ben Compies generaux nicht fin: 
det, nicht a priori rechtfertigen läfft. 


In den Jahren 1832 und 1833 hat die Anzahl der Angeflag- 
ten nach Abzug der politifchen Verbrechen refp. 7555 und 6964 be 
tragen. Die zwiſchen ihnen ftattfindende bedeutende Differenz rührt von 
einer neuen Einrichtung der Eriminalgefeßgebung her, wornach im Jahre 
1833 mehrere Arten von Verbrechen nicht vor die Affiienhöfe, Tondern 
vor die Eorrectionspolizei gehörten. Die Anzahlen der, wie 1831, bei der 
Stimmenmehrheit von wenigſtens 8 Stimmen gegen 4 Verurtheilten find 
reſp. glei 4448 und 4105 gewefen, woraus fich für diefe beiden Jahre: 








. 


. 


r —0,5887, = 0,5895 


ergibt. Diefe Berhältniffe find, wie man fieht, fehr wenig von ein 
ander verfchieden; aber das Mittel aus denfelben, nämlich 0,5888 übers 


trifft den Werth 0,5388 von * für 1831 um 0,05, ober ungefähr 


um Zi dieſes Werthes, was nad den Grenzen (c) und ihrer Wahr: 
fcheinlichfeit P ganz unwahrfcheinlic wäre, wenn in ben Urfachen, welche 
auf die Stimmen der Geſchworenen Einfluff haben Eönnen, keine Ver⸗ 
änderungen flattgefunden hätten. Die Griminalgefeßgebung hat aber in 
der That eine foldhe Veränderung erfahren, weil feit 1832 die Ges 
fchworenengerihte auh Milderungdgründe berüdfichtigen follen, 
welhe bei einem Verdammungsurtheile eine Verminderung der Strafe 
zur Folge haben, fo daſſ auch die Verdammungsurtheile leichter und 
zahlreicher ausgeſprochen werden. 

F. 136. Die eben für ganz Frankreich berechneten verfchiebenen 
Verhaͤltniſſe find nicht für alle Theile dieſes Landes diefelben; aber 
wenn man dad Seinedepartement und einige andere Departementd aus 
nimmt, fo find die Anzahlen der während einiger Iahre ftattgehabten 
Griminalprocefje nicht groß genug, um Daraus bie conflante Größe, ge= 
gen welche das Verhaͤltniſſ der Zahl der Verurtheilten zu ber ber Ans 
geflagten convergiren muſſ, für jeden Sprengel eines Aſſiſenhofes mit 
einer genügenden Wahrſcheinlichkeit ableiten zu koͤnnen. Für ben Nas 
riſer Aſſiſenhof find die Refultate folgende: 

Bon 1825 bid 1830 find die Anzahlen der jährlich vor benfels 
ben -geftellten Individuen refp.: 


802, 824, 675, 868, 908, 804, 
und die der Verurtheilten refp.: 
567, 527, 436, 659, 604, 483 
gewefen ‚und folglich ihre Berhättniffe: _ 
0,7070, 0,6396, 0,8459, 0,6440, 0,6652, 0,6020, 


Nimmt man für u die Summe der 6 erften und für a, die 
der 6 folgenden, Zahlen, fo bat man: 


u=4881, 0,—3177, 2 =0,0509. 


Nach den Zahlen 42300 und 25779 der Angeflagten und Ver—⸗ 
urtheilten während verfelben Jahre und für ganz Frankreich haben wir 
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"gefunden, daſſ diefes Werhättniff fehr wenig von dem Bruche 1,6094 
verfchieden fein muſſ, welcher um 0,0416 oder ungefähr um „I; feis 
ned Werthes Keiner ift, ald der vorhergehende. Nun machen aber bie 
Grenzen (c) und ihre Wahrfcheinlichleit P eine folche Abweichung ganz 
unwahrſcheinlich, wofern für das Seinedepartement nicht eine befondere 
Urſache ftattgefunden bat, welche bier die Werurtheilungen leichter, als 
in dem übrigen Xheile von Frankreich gemacht hat. Welches ift aber 
dieſe Urfahe? Dieſes kann uns die Rechnung nicht lehren. Jedoch 
wollen wir bemerken, daſſ in biefem Departement die Bevölkerung faum 
ir der von ganz Frankreich beträgt und. Die Anzahl der Angeklagten 
größer iſt, als 4 der während beffelben Zeitraumes für ganz Frank⸗ 
reich, IS daſſ fie verhaͤltniſſmaͤßig 4 mal größer ift, welcher Umftand 
das Unterdrüden der Verbrechen nothwendiger macht und vielleicht be⸗ 
wirft, daſſ die Gefchworenen frenger fin. 

Vermoͤge diefer Werthe von u und @, verwandeln ſich die Gren= 
zen (c) in: 
| 0,6509 « (0,00965), 
und wenn man a—2 nimmt, fo erbält man: 

P-0,99532, 1 — P= 0,00468, 


b. 5. man kann mehr, ald 200 gegen 1 wetten, daſſ die Unbelannte 
A, nur um 0,0198 größer ober Heiner ift, als 0,6509, 

Da das lebte ber weiter oben angeführten 6 Werhältniffe, näm- 
fh 0,6020 merklich Meiner ift, ald das Mittel aus den 5 übrigen, ſo 
ift zu unterfuchen, ob diefe Differenz eih hinreichende Indicium für 
dad Borhandenfein irgend einer befondern Urſache ift, in Folge welcher 
die Gefhworenen im Jahre 1830 weniger ftreng geweſen find, als 
in den vorhergehenden Jahren. Nimmt man aber für 4 und a, bie 
Summen der feit 1825 bis 1829 in dem Seinebepartement Angeklag⸗ 
ten und Werurtheilten und. für #’ und a’, dieſe Zahlen für das Jahr 
1830; fo hat man: | 


u=4077, a,—=2683, u" =861, a’, =484, 
woraus folgt: . 
a, a’, a, a, 
—= 0,6605, — = 0,6019, — — = 0,0585, 
R p — 


und die Grenzen (c) werben zugleich: 
F (0,0 2657), 
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fo Hof man, wenn mean «2 nimmt, mehr als 200 sesen 1 met. 


ten kann, daſſ die Differenz ber Verhaͤltniſſe > und, 2 den Bruch 


0,05314 nicht bat überfchreiten koͤnnen. Sie hat benfelben aber uns 
gefahr um „I, feines Werthes überfchritten, und man Tann folglich an⸗ 
nehmen, daſſ zu diefer Zeit in den Urtheilen der Gefchworenen wirklich 
eine Anomalie flattgefunden hat und die Urfache diefer Anomalie, welche 
bewirkt hat, daſſ fie weniger ſtreng gewefen find, bat die Revolution 
von 1830 fein koͤnnen. Diefe Urfache, von welcher Befchaffenheit fie 
auch fein mag, fcheint auf die Gefchmorenen von ganz Frankreich ge⸗ 
wirkt zu haben; denn das Verhaͤltniſſ der Anzahl der Verurtheilten zu 
der der Angeklagten iſt im Jahre 1830 fuͤr ganz Frankreich faſt auf 
0,59 herabgeſunken, während fein mittlerer Werth für die 5 vorher⸗ 
gehenden Jahre — 0,61 geweien war. 

Von 1826 bis 1880 ind. hat die Anzahl der Griminalproceffe 
in dem Seinebepartement 2963 betragen und bei 194 dieſer Proceſſe 
wurbe die Verurtheilung bei der Feinflen Stimmenmehrheit von 7 
Stimmen gegen 5 ausgefprochen, fo daſſ der Affifenhof dazwiſchen kom⸗ 
‚men muffte. Nimmt man dad Verhaͤltniſſ von 194 zu 2063 fuͤr den 


b, 
Werth von 7, ſo hat man folglich: 


bu. 
2* = 0,0055, 
B 

welche Größe etwas Heiner ift, als der Werth deſſelben Vadbuitniſes 
fuͤr ganz Frankreich. 
$. 137. Wenn wir, wie es in den Compies généranx ges 
fhehen ift, alle Arten von Verbrechen, womit fich die Aflifenhöfe bes 
fchäftigt haben, beſonders betrachten wollten; fo würden die Zahlen 
der Angeklagten und Verurtheilten für jede Art von Verbrechen nicht 
groß genug fein, um conflante Berhältniffe geben und unfern Rech⸗ 
nungen ald Grundlage dienen zu können. In diefen Comptes gene- 
raux find aber auch alle Criminalverbrechen in zwei Glaffen getheilt, 
wovon die eine die Verbrechen gegen Perfonen und die ans 
dere die Verbrechen gegen dad Eigenthum enthält, und biefe 
beiden großen Abtheilungen bieten jährlich fehr von einander verfchlebene 
Verhältniffe dar; aber die Verhaͤltniſſe für jede Abtheilung insbeſondere 
find faft unveränderlih, und wir wollen dieſe Verhaͤltniſſe hier anführen. 

Während der 6 Jahre von 1825 bis 1830 ift die Anzahl der 
jährlich wegen Verbrechen gegen Perfonen Angeklagten für ganz Frank: 
reich refp.: 


1897, 1007, 1911, 1844, 1791, 16066 


geweſen, und die Anzahl der wegen Verbrechen gegen das Eigenthum 
| Angeklagten refp.: 
4755, 5081, 5018, 5552, 6582, 6206. 


Die zugehörigen Anzahlen der unter berfelben Griminalgefeßgebung 
Verurtheilten find für die Verbrechen der erften Art refp.: 


882, 867, 948, 871, 834, 766 
und für Verbrechen der zweiten Art refp.: 
3155, 83381, 3288, 8680, 3641, 3364 


gewefen.- ‚Hieraus ergeben ſich für die Werhälniffe der Zahlen der Wer 
urtheilten zu ben der Angeklagten hei Verbrechen gegen Perfonen bie 
Werthe: 

0,4649, 0,5071, 0,4961, 0,4723, 0,4657, 0,4598, 


und für die Werhältniffe der Zahlen der Verurtheilten zu bem der Anges 
klagten bei Verbrechen gegen das Eigenthum die Werthe: 


0,6635, 0,6654, 0,6652, 0,6628, 0,6523, 0,6352, 
woraus man ſieht, daſſ fich die Verhaͤltniſſe beider Reihen jährlich 


nicht viel geändert haben, aber daſſ die Verhaͤltniſſe der letzten Reihe 


die der erften merflich übertreffen. 
Nehmen wir für u und a, die Summen der Zahlen der Ange 
Hagten und Verurtheilten bei Verbrechen gegen Perfonen und für u’ und 


a’, diefe Summen bei Verbrechen gegen das Eigenthum; fo haben wir: ' 


#=11016, 0,=5268, u’ = 31284, a’, — 20509, 
woraus fich die beiden Werhältniffe: 


- 0, a’, ' 
-=0,4782, — = 0,6556 

A A 
ergeben, wovon bad zweite das erſte um etwas mehr, ald 4 bes Wer⸗ 
thes dieſes letztern übertrifft. Wermittelft diefer Zahlen findet man in 
Beziehung auf Verbrechen gegen Perfonen für die Grenzen (@) der Un- 
befannten A, bie Werthe: 

Ä 0,1782 7 (0,00675) 
und in Beziehung auf Verbrechen gegen bad Eigenthum: 

0,6556 7 « (0,00380), 








— 
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Nimmt man 8, fo nähert fi die Wahrſcheinlichkeit, dafk bier 
Unbelannte Zi, in dem. erften Falle von dem Brude 0,4982. nicht um 
mehr; als 0,0135. und tm zweiten Kalle von dem Bruce 0,6556: 
nit um mehr, ald 0,0076 verfchieden ift, fehr dee Gewiſſheit. 
Wenn man in Beziehung auf dad Jahr 1881, worin bie Wer: 
urtbeilungen bei einer Stimmenmehrheit von wenigftens 8 Stimmen . 
gegen 4 auögefprochen wurben, für zu und w, die Anzahlen ber wegen 
Verbrechen gegen Perfonen Angellagten und Berurtheilten und für z' 
und a’, die Anzahlen der wegen Verbtethen gegen bad Eigenthum An⸗ 
geflagten und Verurtheilten nimmt; fo hat man: 


R=2046, a, =743, u" —=5560, a’ =3355, 
woraus folgt: | | 


Aue, 3633, 0 ‚6034, 
* 


und wenn man dieſe beißen Ersähnif von ben vorbergehenben abe 
zieht; ſo erhält man: 


b, DB’, 

—=y1151, —#=0,0523 
für. die Berhältniffe der Anzahl der bei ber Heinften Stimmenmehrheit 
von 7 gegen & für beide Arten von Verbrechen Verurtheilten zu ber 
Anzahl der Angeflagten. Es iſt merkwuͤrdig, daſſ das Verhaͤltniſſ * 
in Begicheing auf bie Vyrbrechen gegen Perſonen faſt dappelt ſo groß 
iſt, als das Verhaͤltniſſ 7 in Bezichung auf die Verbrechen gegen 


das Eigenthum, während im Gegentheil das Berhaͤltniſſ = in Bezie⸗ 
hung auf biefe letzten Verbrechen ungefähr um 4 größer iſt, als das 
Verhaͤltniſſ —* in Beziehung auf die erſten. Es haben alſo bei: ber 


Verbrechen gegen das Eigenthum nicht blos werhältnißmäßig mehr Ber: 
urtheilungen fattgefunden, als bei den Verbrechen gegen Perfonen, fon: 
bern dieſe Berurtheilungen find auch bei größeren Stimmenmehrheiten 
außzufpreen. 

Die betrachteten Verhaͤltniſſe fi nd auch für beide Geſchlechter nicht 
biefelben. Die Anzahl dee jährlich vor die Aſſiſenhoͤfe geftellten Srauend: . 
perfonen beträgt ungefähr Ten der Gefammtzahl der Angeklagten von 
beiden Gefchlechtern. Wenn man die Anzahlen der in den 8 Jahren’ von 
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1826 bis 1830 incl. wegen Verbrechen gegen Perſonen und wegen 
Berbrechen gegen dad Eigenthum angellagten Frauensperfonen mit u 
und zu’ und bie Anzahlen der don ihnen Verurtheilten mit a, unda, 


bezeichnet; fo hat man: 
u 1305, wW=5 465, 2,686, a’, = 3312, 


woraus folgt: 


a! 
2 0,4490, 90081, 


und wenn wan dieſe Berhäitnife mit den vorhergehenden Werthen von 
25 und — vergleicht, fo ſieht man, daſſ fie Heiner find, als dieſe 


p' 


Werthe aber blos um ungefähr 75 ober „5 berfelben. 
Für die Jahre 1833 und 1833, während welcher die Verur⸗ 


theilungen bei der Stimmenmehrheit von wenigftend 8 Stimmen gegen 
4 und unter Berüdfichtigung der Milderungägeinde ausgeſprochen find,. . 
hat man für die Anzahlen ber Angetiagten und - Verurtheilten beider 
Geſchlechter: 

M AIOS, IOAZL, a, —=1889, ai, —= 666%, 


a, 
2. _ 0,4508, —:—9, 6395, 
# n 


wo die accentuirten Buchflaben, wie weiter oben, den Verbrechen gegen 
das Eigenthum, und die nicht accentuirten den Verbrechen gegen Perfonen 
entfprehen. Wenn man in dem Ausdrucke ver Grenzen (a) die Größe 
3 nimmt, ſo findet man, daſſ fich die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich die 
Unbefannte A, bei Verbrechen der zweiten oder erften Art refp. nicht um 
mehr, RW) 02. oder 0,0133 von dem Bruche 0,4698 ober 0,6305 
entfernt, ſehr ber Gewiffbeit nähert. Bemerken kann man auch, daſſ die 


Werthe von * und? faſt daſſelbe Berhättnif zu einander Beten 
haben, als die weiter oben nen Werthe von u und — Ber: 


gleicht man dieſe Größen — — und * mit den aͤhnlichen fuͤr 1881, fo 
findet man ud, daſſ durch den —* der Mitderungsgruͤnde das 
Vewäitniſ— —: ‚für, Verbrechen ‚gegen. das Kigentfum nur um 15; 


* 





der dub Besäftklit * für Verbrechen gegen Derfonen Tell and 3 
feines Werthes grdßer geworben if. | 


8 138. Nun tft aber nach dem, was wir * S. 132 ocfehen. a 
berg, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte Durch ein, zufälig. gzus ber 
allgemeinen, Lifte. eined Departements ober. bed Bezirkes eines Aſſiſen⸗ 
hofes genummgnes - Geſchworenengericht verurtheilt wird, - biefelke, als 
nn die Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens fuͤr alle. Mitglieder. des Ge⸗ 
Guorenengeyichteẽ gleich waͤre. ‚Bei der Stimmenmehrheit won pen igr 
ſteas n— 2, Stimmen gegen, 3. wird die Wahrfcheinlichleit der Verur⸗ 
#heilung folglich durch die erſte der Germain: (6) und bei der Stimmen⸗ | 
mehrheit von n+— 3. Stimmen gegen: 2 Stimmen. dure: bie. Formel (A) 
ausgedruͤdt. Fuͤr jedes Departement und für. jebe Art ben. Grimingfe 
perbrechen find alfe ‚bie: durch biefe: Borman ausgedruͤcten — % 


und Y, diejenigen, deren Bertättmiffe rs den Berhätfniffen — Fr uiid * 


ohne Enbe und deſis mehr nähen, je. mehe die ſchon als fehr gtoß * 
anbgefehte Zahle noch zunimmt, ober mit andern: Worten, ‚Die, Groͤ⸗ 
gm n und 44 Ammen mit den Unbekannten Ar. und r, ($, 134), üher 
sin, wenn mon CEriminalproceſſe besfelben At in. bernfelben- Departement 
Betrachtet, und-auch- felbft, dann, wenn man jedes Geſchlecht ‚Dex Uns 
auflogten.befonhers betrachtet, Mir wollen gile Arten. an Griminafe 
serimhen wit weiten. aben, in; zmei. Klaflen abtbeilen, wevon, die eine 
die Peyhrachen. gegen Perfonen und bie - andere bie Perhrechen gegen 
das Eigenthum enthaͤlt. Um aber die Rechnungen nicht zu complicirt 
zu machen, wollen wir dad. Geſchlecht ‚ber Angeklagten, deſſen Kinfluſſ 
auf das Weihättniff © der Berurtheiltingen — igt bleiben kann, 
wenn Man’ erwaͤgt, daſſ von der Geſaͤmmtzahl der Angeklagten die An⸗ 
zahl: der Aragenaperſonen nur Loop. per der Mannsperfonen, baträgt, 
nicht in Betracht gehen. Wenn. die ‚Buchftaben LK, — Cı Yı 
dem Verhrechẽn bet exften Art entſprechen, und viefefsen aecentuirken Buch⸗ 
ſtaben die analogen Größen fuͤt die Verbrechen "der pweiten Het’ bes 
‚zeichnen; fo iſt für jedes Departement beſonders und mit deff größe: 


te ° Kane und Wahtſcheinlichkeit: —*— a: Ri 
1— ee wall 

nn a; 29 u. \ Sal, nt : 
F Br en WET, Mr. — " dey‘ 


„u . 457 ER 
je gt die: Zeblen und 1’ fin, Fuer rn 
uMWenn die Verhaͤltniſſe, welche bie. erften heile biefer. Seikun- 
‚gen bilden, für die Verfihplebenen Depattements gegeben wär, fasınd- 
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ven diefe 4 Gleichungen zur Beſtimmung der in’c, und -y, vorkommen: 
den Unbefannten’k und u und ber ähnlichen in e’, und Y’, vorkommen⸗ 
den Unbefannten, welche wir mit A’ und ı* bezeichnen wollen, hin: 
reichend; allein da die Zahlen u und 1’ fehr groß fein müflen‘, fo lafs 
fen ſich die Gleichungen (16) bis jetzt nicht -auf jebes einzelne Deyar⸗ 
tement anmwenben, und um fidh ihrer bebienen zu fünuen, muſſ man 
annehmen, baff die Unbekannten u, , k, K* fih im Allgemeiner 
von einem Departement zum andern nicht fehr Anden, fo daſſ man 
in ihren erften Theilen vie Berhältniffe für ganz Frankreich‘ anuwenden 
kanun. Die Größen u und u", welche auf dieſe Weiſe beffimmt wer 
den, diüden bie Wahrſcheimichkeiten des Nichtierend der Geſchworenen 
aus, welche flattfinden würden, wenn bie Liften ver Gefchworenen ak 
ter Departementd zu einer eimzigen vereinigt wuͤrden und man jeden 
Geſchworenen aus biefer Totalliſte zufaͤllig naͤhme. Auch in dieſet 
Vorausſetzung koͤnnen die Größen-k und A’, weil fie von ber Ges 
ſchicklichkeit der mit der Leitung ber Borunterfuchung beauftragten Pers 
fonen abhängen, für die verfehledenen Departements nicht dieſelben fein. 
Da aber die Gleichmigen (16) in Beziehung auf dieſe Unbekaunten 
vom erften Grade find, fo würden die ‚daraus abgeleiketen Werthe ber 
felben die mittleren Werthe aus denen fein, welche wirklich für alle 
Departements ftattfinden. Uebrigend muſſ man'bemerken, baff, wenn 
man fih mit diefen allgemeinen Werthen von x, w, M, k* begnu⸗ 
gen muff, der Grund davon nur in dem Mängel velfänbiger Beob⸗ 
achtungsdata und nicht in irgend einer Unvollfemmeneit unferer Abe 
rie liegt. 

Die Ausdräde für c, und Y, werden nicht geänbert, wenn man 
dan 1—k und 1— u für. k und u ‚fer G6 117 und $, 118). 


Wenn es alfo für gegebene Werthe von * und * ein Paar von Ber 


then von X und u gibt, welche ‚größer find als 4 } und den beiben er⸗ 
ſten Gleichungen (16) Genuͤge leiſten; ſo gibt ed auch ein Paar von 
Werthen von A und u, welche Heiner ald # find und. ebenfalls dieſen 
Gleichungen Genüge leiften. Nun muff man aber annehmen, bajf bie 
mittlere Wahrfcheinlichkeit der Schuld ber Angeklagten vor der Urtheils⸗ 
faͤllung groͤßer iſt, als die ihrer Unſchuld, und daſſ die mittlere Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit des Nichtirrens ber Gefchworenen groͤßer ißß, als die ihres 
Irrens. ‚Es find alſo die Werthe von X und w, welche größer 
find als 4, und welche man anwenden miff, waͤhrend die übrigen zu 
verwerfen find. Diefelbe Bemerkung gilt: auch in Beziehung Auf die 
beiden ‚legten Gleihungen (16) und auf, die. fich. daraus ergebenden 
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Merthe von A’ anb &... Menn men jedach Diele Gleichungen auf- dig, 
während. der unglüdlihen Zeiten ber Revolutien in großer Anzahl flattsı 
gehabten Enticheibungen uber politifche Verbrechen anwenden wollte⸗ 
fo koͤnnte man auch die kleinern Wurzeln als 4 derfelben gebrauchen; 
denn alsdann koͤnnte bie legale Unſchul der —* vor der Urtheils⸗ 
faͤllung wahrſcheinlicher ſein, als ihre Schuld, und die Wahrſcheinlichkeit, 
daſſ ſich die Geſchwopenen abſichtlich irrteu, Ihante grbßer en, als die, 
Wahrfcheimlichleit ihres. Nichtierens,; | 

&. 139. . Bir well in den Formeln (4) unk (8) h=12 unk 
2=5 amehmen, ſo haben bie darin vorkommenden Goeffkienten fot- 
gend⸗ Werther 


N,=1, N, =1ı3, N,=66, N=a2o, N, =495, N,=798. 
Wenn wir ferner: | 
en Far mL 1a 
— ac, — =}, um 1 um:T, 
ſetzen; ſo verwandelt fich bie zweite Gleichung (16) in: 
lit, RR) —1)5 
y= a 3(14.)12 17) 
und wenn man bemerkt, daſſ: 
» .U,=1-—934.u° a-m-r., 
iſt; — kann ‚die fie de Gleichungen (10) auf folgende Form grad 


werben: 

924.18 | | u 
on “ak an] —— 
—2 [1H12 #466 12-220 .18-4495 .1*4-792 2%] (18) 
Garyal . . . 5. 

Die Gleichungen (19) und (18) entſptechen den Verbrechen ge⸗ 
gen Perſonen und die den Verbrechen gegen das Eigenthum entſprechen⸗ 
den ergeben ſich daraus, wenn man die ‚Größen c,Y,k,t in bie 
analogen Größen, welche wie. mit x, y’, K', bezeichnen wollen, 
verwandelt. 

Die Unbekannte 2 Kann alle Werthe von? So, weicher u 0 
entfpricht, bis Lra@.,- welcher u=1 .entiprict, bekommen. Da 
aber ihre groͤßern Werthe, als "die Einheit ſich auf größere Werthe 
BOB Ur. pl, beziehen; ſo find blos dieſe in Beiracht zu ziehen. De 





„7 
ferner bie: Anbefanitte zwiſchen den Greitzen J mb 1 Hagen tl, 


fo folgt. aus der Gleichung am), daſſ ber Werth von? ſo beſchaffen 
ſein muſſ, daſſ: 


(1-+12) 1° 
safe <r. fm > 


Mt; welches zur Deſtimmung bet Grenzen deffelben bient. Man fa 
in dieſer Beziehung bemerken, daſſ vie erſte dieſer beiden YZunctionen 
son 2 von /=0 bis 1 = fortwährend abnimmt, und daſſ die mweitt 
zuerſt von 2=1 bib ?zu⸗Vund dann bis Zoo abnimmt. 

Wenn man A zwiſchen den Gleichungen (17) und (18) eligninite, 
fo kaͤme man auf eine Gleichung ded 24ften Grades in Beziehung 
auf 2, welche zu ber ‘Gattung der reciprofen Gleichungen gehörte, und 
ſich folglich auf eine Gleichung des 12ten Grades zurüdführen ließe 
Allein es ift weit leichter, die Werthe von k und z, welche dem Sr 
fleme der Gleichungen (17) und (18) zu geicher Beit genügen, dire 
durch fucceffive Verſuche zu berechnen. 

$. 140. Fuͤr die 6 Jahre von 1825 bis 1830 bat man: 


c= 0,4782, Ya = = So, 0001 453, 


Für 2=2 wäre die Größe —3 größer, ald dieſer Werth 


1)? 
von Y, und für 2=U3 wäre dieſer Werth größer, als die andere Groͤße 
(1- il )12 Der Werth von F muff alfo größer ſein als · Z.und Meine 


als 3, und man Fann fich leicht überzeugen daſſ dieſe Unbefannte in- 
nerhalb dieſer Grenzen nur einen einzigen möglichen Werth hat. Nach 
einigen Verſuchen haben wir diefen Werth — 2,112 angenommen, wor- 
auf die Gleichung (17) aldbann den Werth von k = 0,5334 gibt, und 
wenn man diefe Werthe in den zweiten Theil der Gleichung (18) fub- 
fituirt; fo findet man benfelben = 0,4783, was von dem erften Theile 


nur um 0,0001 verfchicden if. Man hat alfo mit‘ einer ſehr großen 
Annäderung: 


k=0,5354, 1=8,112, 
Zür biefelden Jahre hat man: 


- N 52 
0,6556, —— EX ? 





Subhlitrint man dieſe Werthe für c und 7 in bie Gleichengen (17) 
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md (18) und fapt zugleich 2 und A’ für 2 und cz. fo erhätt man, 
wenn man fie wie im vorhergehenden Falle auftöft, mit bemfelben Grabe 
von Annäherung: | 


.k'— 0,6744,  — 3,4868. 
Aus diefen we von , und ergibt ſich: 


I 
un _ 
u Fr ‚= 00786, u *777 em 
für die Wahrſcheinlichkeiten, daff fi) während ber betrachteten Jahre 
irgend ein Geſchworener bei feinen Entſcheidungen über Verbrechen ge- 
gen Perfonen und bei Verbrechen gegen dad @igenthum nicht irret. 

Bor ber Urtheilsfälung würde eine Perfon, welche weder die Ge⸗ 
ſchworenen, woraus das Gefchworenengericht beiteht, noch den Ort, wo 
daB Urtheil gefällt wird, Tännte, zu diefer Zeit etwas mehr, als 2 
gegen 1 wetten koͤnnen, daſſ fich jeder Geſchworene bei einem Verbre⸗ 
chen ber erftien Art nicht irret, und faſt 7 gegen 2, daſſ er fi bei ek 
nem Verbrechen der zweiten Art nicht irre. Wir bedienm und bier 
des gemöhnlichen Ausdrudes wetten, um die Bedeutung ber Werthe 
von u und w’ begreiflicher zu machen, obgleich die angenommene Wette 
nur illuſoriſch iſt, weit ſich niemald würbe entfcheiben. laſſen, wer ge⸗ 
wonnen hätte. Diefe Perfon würde auch nach den vorhergehenden Wer- 
then von X und Ä' etwas weniger, ald 7 gegen 6 haben wetten koͤn⸗ 
nen, daſſ der Angeblagte bei der erfien Art der Verbrechen fihulbig if, 
und etwas mehr, ald 2 gegen 1, daſſ er bei ber zweiten Art der 
Verbrechen ſchulbig if. Weiter unten werben wir fehen, wie groß die 
Bahrfbeinlichkeit der Schuld des Angellagten nach dem ausgefprodhe 
sten Urtheile ifl. 

Wenn wir die Anzahlen der Angellagten und Verurtheilten ohne 
Unterſcheidung der Art der Verbrechen gegen Perfonen und gegen dab 
Eigenthum betrachten, fo müflen wir für biefelden Jahre und für ganz 
Brankreih wieder: 


0, 
e= 0,0004, ya —— 0,00008914 


nehmen. Loͤſen wir alsdann bie Gleichungen (17) und (18) auf, ſo 
finden wir: 


⸗ 


q, 301, 2=2,99, u=0,7194. 


Wenn man das Seinedepartement allein betrachtete, ſo wuͤrden die 
Werthe von c und Y, welche man anwenden muͤſſte, folgende: ' 








BA 


 e= 0,6509, yo, 00008267 ($.136), 


und man fände: | 
k=0,878, !=8,168, u— 0,7778. 


Zu der betrachteten Zeit, abgefehen von der Art der Verbrechen, waren 
folglich die Wahrfcheinlichkeiten k und für den Bezirk des Pariler 
Aflifenhofes etwas größer, als für Den übrigen Theil von Frankreich. 
Für das Seinedepartement waren fie etwas groͤßer did 2 und 2, wäh: 
rend fie für ganz Frankreich etwas Meiner waren, ald diefe Bruͤche. 
Da jedoch die Unterfchieve zwifchen den beiden Werthen vpn A und 
denen von 2 nicht beträshtlich find, fo kann man annehmen, daſſ die 
fe8 auch für zwei beliebige andere Theile von Stanfreih der Fall ift, 
wobur die Voraudſetzung der Gleichheit jeder diefer beiden Größen 
für ganz Srankreich, welche wir gemacht haben, um ihre genäherten 
Werthe nach hinreichend großen Anzahlen von Beobachtungen berechnen 
zu koͤnnen, moͤglichſt befiätigt wird. Die Werthe von k und u ober 
von A’ und u’ find, wie bereitd oben ‚bemerkt ift, für Dad Jahr 1831 
biefelben geblieben; aber fie haben fich in ben folgenden Jahren mit 
den Verbältniffen, woraus fie ſich ergeben, aͤndern muͤſſen, und ba 


wir die Berhältniffe * oder * nur für die Jahre 1832 und 1838 
u 


kennen; fo ift dieſes Datum nicht zur Beflimmung der beiden Unbe 
Tannten u und k oder u’ und A’ hinreichend. Uebrigens wollen wir 
bemerken, baff fich dieſe Größen vielleicht ein zweites Mal geändert har 
ben und nicht mehr disfelben find, ſeitdem das letzte Geſetz publicirt ifl, 
wornach die Milderungdgründe berudfi chtigt und das Urtheil jedes Ges 
ſchworenen verſiegelt uͤbergeben werden ſoll, welches auf die Wahrſchein⸗ 
lichkeit ihres Nichtirrens Einfluſſ gehabt haben kann. Aber nach die⸗ 
ſem Geſetze, welches eine kleiaſte Stimmenmehrheit von 7 Stimmen 
gegen 5 forbert, follen auch Die Gefhworenen angeben, ob ihre Ent 
ſcheidung bei der kleinſten Stimmenmehrheit ſtattgefunden hat. Wenn 
alſo in Zukunft in den Comptes generaux bie Anzahlen der Verur⸗ 
theilten und nicht blos die der Faͤlle, wobgi dieſe kleinſte Stimmen⸗ 
mehrheit ſtattfand, angegeben werden, wenn man ferner dieſelben Zah⸗ 
len für die Angeklagten der beiden. Geſchlechter einzeln und für die bei⸗ 
den Klaffen der Verbrechen angibt; fo wird es in einigen Jahren 
möglich fein, die beiden Elemente A und u für die verfchichenen Theile 
von Frankreih, für die maͤnnlichen und weiblichen Individuen, und 
endlich für die Verbrechen gegen Perfonen und gegen bad Eigenthum 
mit einer großen Genauigkeit zu beflimmen. 


* * 


F. 141. Die Formen (4), (5) und 6) geben für jedes Paar 
von Werthen von u und Ä die törrefpondirenden Wahrfcheinlichkeiten, 
daſſ eine Verurtheilung oder Freiſprechung bei einer gegebenen Stim⸗ 
menmehrheit, oder bei einer Stimmenmehrheit, weiche diefer wenigftens 
gleich ift, ſtattgehabt Haf.“ 

Segt man a— 12 und 30, fo erhält man: 


KA B I 
= (1 —kul2tki—u)i2. 


für bie Weheſcheiugtenen, dafſ die Verurtheilung oder AIteiſprechmng 
eines Angeklagten bei ‘der Einſtimmigkeit der Geſchworenen ſlattgefum 
den bat, und folglich ft: 


yet 


bie Wahrſcheinlichkeit dineß verbammenden ober freiſprechenden, ainſtim— 
migen Urtheiles der Geſchworenen. Zerner iſt: 


—DV 


eine poſitive Größe, weil k>4 md u>1—u iſt, fo ball die Eins 
ffimmigteit der Geſchworenen in dem Yale einer Freiſprechung weniger 
wahrſcheinlich ift, als in dem Falle einer Verurtheilung. Man ficht, 
daſſ diefe verfihiedenen Wahrfcheinlichkeiten fehr gering find, fobad bie - 
Wahrſcheinlichkeit  ded Nichtirrend der Geſchworenen merklich von O und ' 

von 1 verfehieden if. "Nimmt man z. B. die Werthe von u und A, 
welche fich ohne Unterfheidung der Art ber Verbrechen auf ganz Feant 
reich beziehen, d. h. ſetzt man k=0 0,6391 und u=0, 7194; ‚fo ers 
gibt ſich: 

Yo = 9,0201, d,=0,0 113, Y0 +60 0,0314, 


woraus ſchon zur Genuͤge hervorgeht, wie felten eine einſtimmige Ent⸗ 
fcheidung von 12 Geſchworenen fein muſſ. Wenn dad Urtheil ber 
Gefchworenen, fei ed verdammend oder freifprechend, bei. ber: Einſtim⸗ 
migkeit ausgeſprochen fen müflte, fo koͤnnte man nach dem Werthe 
von 7, +6, faft 32 gegen 1 wetten, daff Bein ſolches Urtheil zu 
@tande kommt, und dieſes wuͤrde 32 mal unter ungefähe 88 Fällen 
Mattfinden , wenn die Geſchworenen nicht unter einander verhandelten 
und dahin übereintämen, bei’ ‚einer Ainfachen Stimmenmehrheit ſtehen 
ya bleiben. 

Wenn man die Woeheſchelulichkeit, daſſ von u uUrtheilen gex. keins 
bei der Einftimmigfeit der Geſchworenen ausgeſprochen iſt, oder ige 
ſprochen werben wird, mit MM beggichnet; fo hat man: ,  ,;: 


PN 





— — — 
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sr, 


ud wenn — ſein ſoll, ſo muſſ man: 


wi 
——— = 31,78 
log 1 — 70 — do) 1, 
haben, indem man 1. wieber ben vorhergehenden Werth von Yard, m 
wendet. Man könnte alio nur in 22 Fällen etwas mehr, ald 1 ge 
gen 1 wetten, daſſ em Urtheil wenigſtens bei der Einftimmigteit da 
Geſchworenen auögefprochen wird, und es wuͤrde nachtheilig ſein, dieſe 


RZ 


Wette einzugehen, wenn bie Anzahl der Griminalproceffe um eine Ein: 


heit Heiner wäre. 

$. 142. Che wir weiter gehen, müffen wir erinnern, mad man 
unter dem Ausbrude f chuldig bei den Urtheilen der Geſchworenen ver: 
fichen muſſ unb zugleich einige wichtige Folgerungen daraus ableiten. 

Wenn ein Gefhworener ausſpricht, daſſ ein Angeklagter ſchuldig 

ſei, ſo behauptet er, daſſ nach ſeiner Meinung hinreichende Beweiſe 
vorhanden ſind, um den Angeklagten zu verurtheilen, und wenn er ſagt, 
daſſ der Angeklagte nicht ſchuldig iſt; ſo verſteht er darunter, daſſ die 
Wahrſcheinlichkeit der Schuld nicht groß genug iſt zur Verurtheilung; 
aber feine verneinende Stimme foll nicht fagen , daſſ er den Angeklagten 
für unſchuldig hält, und es gefchieht ohne Zweifel Öfterer, daff er ben 
ſelhen vielmehr. für ſchuldig haͤlt. Er kann die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der 
Angeklagte ſchuldig ſei, größer ald 4 + annchmen , welche aber deſſenunge⸗ 
achtet Meiner ift, als bie, welche feine Gewiſſenhaftigkeit und die oͤffent⸗ 
liche Sicherheit zur Verurtheilung des Angeklagten fordern. Der wahre 
Sinn der bejahenden oder verneinenden Stimme eines Geſchworenen iſt 
alſo der, daſſ der Angeklagte verurtheilbar iſt, oder nicht. Die 
Wahrſcheinlichkeiten 2, und O, für die Richtigkeit eines Verdammungẽ⸗ 
oder Breifprehungdurtheilee: ($. 120) prüden folglich. auch ben Grund 
aus, weichen wir zu ber Annahme haben, baff. ber Angefagte verur⸗ 
theilbar war, wenn er verurtheilt ift, und baff er nicht verurtheilbar 
mar, wenn er freigefprochen if. P, ift ohne Zweifel Heiner, ald bie 
wirfliche Wahrfcheinlighfeit der Schuld eines Verurtheilten und O, da 
gegen größer, als die Wahrſcheinlichkeit der Unſchuld eines freigefpres 
chenen Angeklagten; aber dieſe andern Wahrſcheinlichkeiten wuͤrden 
auf. feine: andere Reife: durch den Calcul beſtimmen laffen, welcher 
nur auf die Wahrſcheinlichkeiten P, und Q, anwendbar ift, wenn fie 
fih auf .eine fehr große Anzahl von Urtheilen derſelben Art beziehen. 
Auch: muſſ man nicht glauben, daſſ diefe Größen P, und Q, die all⸗ 
gemeine Meinung ausdrüden, fa daff-fie die Wahrfcheinlichkeiten einer 
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Vernrtheilung ‚ober, Deeilnraharg durch ein Gefchrenitnengeriiht , wel⸗ 
ches aus allen. Bürgern befteht, ..vie auf der allgemeinen Lifle, won 
and die. Gefchiworenen zufällig zu je 18..genommen: werden, verzeichnet 
find, ausdruͤckten; denn bie Wahrſcheinlichkeit c, einer Verurtheilung 
durch ein: aus einer beliebigen Angahl von Perſonen beſtehendes Ges 
ſchworenengericht it Meiner, als der wit X bezeichnete Bruch (6. 118), 
weißer im Allgemeinen weit kleiner als ber Werth von P, ift, und 
ebenfo iſt die Wahrſcheinlichkeit d, einer Freiſprechung immer kleiner⸗ 
als 0, Bruch 1—k, welcher ſuͤſ weit ‚Meiner 1.72 als ber Werth 
von & 

" Für bie Geſchworenen des Sprengels jedes Aſſi ſenhofes und für 
jede. der beiden Arten non ‚Verbrechen, welche wir unterſchieden haben, 
muſſ an alfo annehmen, baſſ es eine gewiſſe Wahrſcheinlichkeit z gebe, 
weiche zur Verurtheilung fuͤr hinreichend und erforderlich gehalten wird. 
Hiernach iſt die Wahrſcheinlichkeit u, daſſ ſich ein zufaͤllig auf der Liſte 
dieſes Departements genommener Geſchworener in ſeinem Urtheile nicht 
irret, nichts anders, als die Wahrſcheinlichkeit, daſſ er die Wahrſchein⸗ 
lichleit der Schuld des Angeklagten als gleich = oder für-größer als * 
anninzit, wenn, fie. es wirkiich iſt, oder vielmehr für Heiner als z, 


wenn fig; In ber That dieſe Grenze nicht erreicht. -. Diefe Waprfcheine Ä 


lichkeit 4 hängt, hauptfächlih von dem Grade der Einficht.ber auf der 
allgemeinen Lifte der Gefchmorenen verzeichneten. Perfonen ab,. und. die 
Wahrſchrinlichkeit 2 von ihrer Meinung hinſichtlich ber "Hothwendigkeit 
Der Unterbrüdung ber veriehiebenen, Arten von Verbrechen. Dieſe bei⸗ 
ben perichiebenen, Wahrſcheinlichkeiten Tonnen fih alfo mit ber Zeit und 
von einem Departement ‚zum. andern ändern. Wir haben. gefehen, volg 
der, Werth von 74 au& den Daten ber Beobachtung abgeleitet. werben 
kannz aber zur, Befiimmung bed Werthes von z fehlen und die’ Mittel, 
umd wir, koͤnnen bios fchließen, daſſ derfelbe unter. übrigens ‚gleichen 
Umſtaͤnden zus oder abnimmt, wenn wir bad Verhaͤltniff der Anzahl 
wer. Verurtheilten zu. ber der Angellagten merklich ab⸗ ober. zunehmen 
ſehen. Wenn wir z. B. ſehen, daſſ. dieſes Verhaͤltniſſ durch Einfuͤhrung 
der Beruͤckſichtigung der Mild exungsgruͤnde von.0,54 auf 0,59. geſtie⸗ 
gen if G. 135)3 fo muͤſſen wir daraus ſchließen, baff die Geſchwore 
nen ſchon bei einer geringern Wahrſcheinlichkeit z, als früher ein Vers 
dammungdurtheil auögefprochen haben, weil bie Strafe durch die Bes 
ruͤckfichtigung ver Mitderiigsgrände gelinder ausfaͤlt. 


Bop der Untheilsfaͤuung if die Wahrſcheinlichleit, Half: der, Anger 
Plngte ſchuldig iſt, ohne Zweifel weit ‚größer, als die, welche wir mit k 


bezeichnet. haben; ihr größter Werth, welchen wie für A gefunden: 


— 


haben, Hiiangefite =: unb deſſenungrachtet würde Niemanb ige 
»neigt fein, weit mehr, alß 8 gegen 1 zu wetten, daſſ irgend eine 
Verſon wirklich ſchuldig ift, wenn fie vor einen Aſſifenhof geſtellt wid. 
Wer das mi Belebung auf. P, Geſagte iſt ebenfalls. auf K . anwend⸗ 
bar, unb- man mufl auch bier darunter verſtehen, daſſ Ic blos die, Wahr⸗ 

ſcheinlichkeit var dem Urtheile ausdruͤckt, daſſ ‚der Angeklagte verur 
theilbar iſt, welche Wahricheinlichkeit folglich won der abtzaͤngen kann, 
welche die Geſchworenen zur Verurtheilung für erforderlich halten; aber 
melde ihrer Natur nach von der Wahrfcheinlichkeit u, daſſ ſich ein Ge 
fhworener nicht irret, unabhängig if. Hieraus folgt alfo, daſſ fih 
der Werth von A mit der. Wahrfcheinlichleit z ändern kann, felbft wenn 
die Art der Vorunterſuchung und die Geſchicklichkeit der damit beauf- 
fragten Richter biefelben geblieben find, und welchen Werth überbied 
die Wahrfheinlichleit zz auch haben mag. Ein Beilpiel dieſer Veraͤn⸗ 
derung ift folgendes. Ä | 

“ Bon 1814 bis 1830 wurben in Belgien die Criminalproceſſe 
durch Tribunale entfhieben, welche aus 5 Richtern beftanben, und es 
war zur Werurtheilung eine Üehrheit von 3 Stimmen gegen: 2 hinrei⸗ 
end. Im Yahre 1830 wurde die Ginrichtung diefer Tribunale ver: 
. ändert und Im Laufe des Jahre 1831 wurden bie ımter ber franzd 

fifhen Herrſchaft flattgehabten  Gefchroorenengerichte wieder eingeführt, 
bei welchen zu einer Verurtheilung eine Stimmenmehrheit von 7 Etim: 
men gegen 5 ‘genügt, und die Art der Vorunterfuchung ift Immer die 
felbe geblieben. Nun folgt aber aus den neuerlih vom der beigifhen 
Regierung herausgegebenen Comptes de !’ Administration de la in- 
stice crimmeHe, daff in ben “Jahren 1832, 1833 und 1884 bie 
Verhaͤltniſſe der Zahlen der Verurtheilten zu denen der Angeklagten rer. 
Tor, Ton und N, gewefen find, woraus man fieht, daſſ fie ſich 
von einem Jahre zum andern fehr wenig geärtdert Haben, und ball ihr 
mittlerer Werth faſt dem gleich iſt, welcher vor- 1830 in Frank⸗ 
reich flattfand. Da in diefen Tomptes etc. nicht angegeben HR, wie 
vielmal Die Verurtheilungen bei der Beinften Stimmenmehrheit von 7 
Stimmen gegen 5, noch wie vielmal fte bei-irgend einer beftimmten 
Stimmenmehrheit "Ttattgefunden 'haben ; ‘fo iſt das eben angeführte Ber 
haͤltniſſ jur Beſtimmung der ſich ‘auf Belgien beziehenden Werthe von 
u und K nicht hinreichend. Aber da das Xotalverhätmiff, d. h. dab 


Werhältmiff, welches wir mit —E begeicmet haben, für-Wefgien und fü 
ganz Frankreich fo wenig verfchteben äft, fo kamm man annchmen, daſſ 
das Partialverhaͤltniſſ 7 fuͤr dieſe beiden Laͤnder ebenfalls ſehr wenig 








- eh id⸗ und ſolglich nad ve Werthe von w zack: xfur Br 
faſt dieſelben. Ma:tamı alfo ammehnien,; baff fich ber. Werth von A 
fit Belgien nicht weit von dem Bruche „SA,, welcher wir früher für 
ganz Frankreich und ohne Unterſcheidung der Art der Werbrechen gefuns 
ban haben, entfernt, Nun findet man in benfelben Comptes etc., 


Daff: in ben Jahren 1826, 1827, 1828 und 1829 bie Verhältniffe ber 


Anzapl der Verurtheilten zu der der Angeklaglen zefp. Auf, Ten, Ten 
und u geweilm find, welche Brüche fafl .einander gleich. find, und 
deren mittlerer Werth. etwas größer als ud, iſt. Aber nach dem, was 
wir in. $..118 geſehen haben, muſſ bie Wahsfcheinlichkeit, wovon: dies 
fed Mittel .ein Naͤherungswerth if, immer Heiner fein, ald der Werth 


von .ks und folglich hat in ben zuletzt genannfen 4 Jahren, bie Größe 


k weit größer fein müffen, als in den Jahren 1833 unb 1838, wa 
man nur einer Ungleichheit ber unbelannten Groͤße z zu diefen beiden 
Zeiten zufchreiben Tann, und welche fo befchaffen geweien if, daſſ bie 
Gefhmworenen zur Verurtheilung des Angeklagten eine größere Wahr: 
fcheinlichkeit feiner Schuld gefordert haben, als die, welche von ben 
Richtern für genügend gehalten iſt. Diefer Schluſſ ift übrigens von 
ber‘ —— ra u des Nichfirrend, weiche zu diefar beiden Zei⸗ 
ten hat verſchieden fein koͤnnen, d. h. größer ober kleijner fuͤr die Rich⸗ 
ter als fuͤr die Geſchworenen, unabhaͤngig, was ſich in Ermangelung 
der wöthigen Data ver Beobachtung auch nicht entſcheiden laͤfft⸗ 

"Da bie Größe Xx von der Wahrſcheinlichkeit z abhängig ik, fo 
folgt ‚ daff die Ungleichheit ihrer Werthe für die beiden betrachteten. Ar⸗ 
ten der Verbrechen im zwei berfchiebenen Umfländen ihren Grund. has 
ben kann, nämlich: entweber darin, baff fich die Praͤſumtion der Schuld 
des Angllagten vor der Urtheilsfaͤlung in Beziehung auf Werbrechen 
gegen Derfonen ſchwerer erhalten laͤſſt, als in Beziehung auf Verbre⸗ 
chen gegen das Eigenthum, ober vielmehr darin, bafl. die Geſchworr⸗ 
nen im erften Falle zur Verurtheilung eine größere Wahrfcheinlichkeit 
z fordern, als im zweiten, und es find felbft Gründe zu der Annahme 
vorhanden, daſſ diefe beiden werſchierenen urſachen vereint die in Vede 
Reben Ungleichheit bewirken. 
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heiten welche bie —S zur Verurtheilung fuͤr —— 
halten, bewirkt iſt, die Wahrſcheinlichkeit A im Gegentheil hat junehmen 
möffen, und diefe entgegengefegten Veränderungen von u und K haben 
auch eine Vergrößerung des Werthed von zz heroorbringen müffen; denn 
man Bann annchmen, baff bie Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens für bie 


Geſchwoͤrenen kleiner wird, wern fir dur Deith eine geragere Mahr⸗ 
ſcheinlichkeit zur Verurtheilung fordern, und wenn. anderer Geit} vor 
her Urthedöföhung eine größere Wahrſcheinlichteit vorhanden iſt, dacſ der 
Angeklagte verurtheilbar iſt. 

$. 143. Wir haben nun bermitteift der Formeln (9) und (16) 
und der für z- und k oder für w’ and-Ä’ gefundenen Paare von Wer: 
then noch bie. Wahrſcheinlichkeiten zu berechnen, daſſ ein Werurtheilter 
ſchuldig und ein Freigeſprochener unſchuldig war, oder genauer gu reden, 
bie Wahrſcheinlichkeiten, daſſ der erſte verurtheilbar und der zweite 
ed nicht war. Aber zuvor muͤſſen wir dieſe Formeln in andere verwan⸗ 


u bein ,. welche für die Rechnung bequemer find, und zugfeidh werben wir 


noch andere Formeln Hingufügen, deren Zahlenwerthe ebenfalls von bo⸗ 
ber" Wicheiten find. ' 

. Vermöge ber erſten der leichungen “ kann die dormel (9) 
vu 6 bie Steigung: 


erſetzt woher, worin man das hurch die nit geachme Ba: 
haͤttniſſ — fuͤr den Nahernngswerth von ec, nimmt. 


Bi Sꝛübb⸗ 1— P, iſi die Bahrfcheinlichkeit, * ein bei ber Stims 
nienmehrheit von menigfiend 2-2 Stimmen, gegen -Z Beriatheitter un⸗ 
ſchuldig iſt; ciſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ber Angelingta, er.fei ſchul⸗ 
big oder nicht, bei. dieſer Stimmenmehrheit pexurtheilt iſt, und Dad Pros 
buct.and c, und 1 — P, dfuͤckt folglih Die Wahrſcheinlichkeit aqus, dafſ 
ein Angellagter, wenn er: auch unſchuldig if, dennoch nerurtbeilt wird. 

Bezeichnet man fie mit D, und herüdfichtigt ‚Die vorhergehende Glei⸗ 
auns, ſowie die erſte der Gleichungen (6), ſo erhaͤlt man bogu: 


P —kP, J 


welches Relultat fich auch aus den Betrachtungen ergibt, welche wg 120 
zur Beſtimmung des Ausdruckes von P, angeſtellt ſind. 

Wenn die Anzahl ber zur Berurtbeftung erforderlichen Stumm 
wenigſtens n— U beträgt‘, fo fet’Z7, vie Wabhrſcheinlichkeit, daff ein frei⸗ 
geſprochener Angeklagter unſchudig if." Ihr Werth ergibt ſich ans dem 
von Q, oder aus der Formel (10), wenn man darin nı—7— 1 flatt 
2 fegt,. und‘ wenn mar bie zwelte der ‚Gleichungen (67 berüdfichtigt; 
Io ergibt ſich: 


da me (1 BR Ur. 


' 6% 
ober was nach 5. 118 baffelde iſt: 

Ä ‚Ind -g)= a—hAa—P). 

Die Wahrſcheinlichkeit, baff ein freigeſprochener Angeklagter ſchul⸗ 
dig iſt, ft — 1 — I7,, und da die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend ein 
Angeklagter nicht verurtheilt wird, =1—c, iſt; fo folgt, daſſ das 
Product (1 —zy( — c) die Wahrſcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ ein 
ſchuldiger Angellagter dennoch freigeſptochen wird, Sezelchnet map ſie 
mit A,, fo bat man malt: 


ober vermöge ber, erden ber Geitungen.(0): 0 
h 4, kl — U). 


Die Wahrfcheinlichkeiten D; und X ſind fg zu fagen bad Maß 
ber Gefahr, welcher ber. Augpklagte und, bie Sei e Gefellfchaft aus⸗ 
geſetzt wird, daſſ ein‘ nicht verurtheilbane Angeklagten dennoch / ver» 
urtheilt und ein verurtheilbarer "Angeflagter freigeſprochen wird. Hin⸗ 
ſichtlich der wirklichen Schuld oder Unſchuld ber: Ungellagten uf man 
nicht aus dem Auge verlieren, baff D, nur, ‚wie P, ‚ eine obere Grenze 
und A,nwle Q,; nur eine untere ‚Grenze He . Gem bie Werthe von 
P, und IT, berechnet find, fo ergeben fi daraus die von D; und 4, 
unmittelbar; denn vermoͤge der vorhergehenden Gleichungen hat man: 


Zr — AFk—P —1RX 


wotaus erhellet‘, daff die Wahrſcheinlichkeiten A, und D, reſp. immei 
kleiner ſind, als die Wahrſcheinlichkeiten k und 1 — k ber Schub und 
der Unfehulb‘ des Angeflagten vor der Entſcheidung. Da fuͤr eine ſehn 
große Anzahl u von Angeklagten bie Anzahlen ber Verurtheilun en uͤnd 
Freiſprechungen nach der Beobachtung reſp. a, und H— 4, — t.. 
find ‚die Anzablen der unfchuldig Verurtheilten und ber. — 
Schulbigen ſehr nahe und hoͤchſt wahrſcheinlich den Producten D,a, 
und A, - a). geich· anal. len vo. 


Set man 3a —=12 und fuccefive 2=5 und i=4, nimmt, = 


\ \ . J \ 


und ‚für bie — vonc ‚und c, ‚unp ſettt, wie im 
Borhergehenden , TT. un b- Irt. ftatt u ‚und. 1 —u; fo. ergibt fh 
ab den norbergchenden Gleichtugn Mus Te 





| 2P,- 5* 
—I—— —V ——⏑—— Lass, 44-792.15-4-924. “] 
ers 
* P. 
fı- — 4F12.14-66.0-4220, 24-220. 4°-}495% 144}-392.154-93.164292.1 — 
At). 


6-2)m= 


1-12. t68.1°-}- 220 19-4220. 81.495. 18.4788. 25 
\ -A[1 — 0. @+gı: -] 


a-)2= 


1+12.14-66.1?-+220,1°-495.1% 
(1 - hf - ——— Tarja } 
Bu gleicher Sch bat Wang. u 


"D=1-k - (1-2), neh, | 
D=1 -k- (1-22), 4=k- Pr 


Diefed find alfo die verſchiebenen Formeln, derin Zahlenwerthe zu 
beflimmen find. Die darin vorlommenden Größen beziehen ſich auf 
Verbrechen gegen Perfonen, und biefelben accentuirten Buchflaben be 
zeichnen die fih auf Verbrechen gegen dad Eigenthum beziehenden ana 
Iogen Größen, 

“8.144. Während des Jahres 1831 betrug die zur Werurtheilung 

erforderliche Stimmenmehrheit wenigftend 8 Stimmen gegen 4 und 

die en der Rilberungsgründe fand nicht flatt. € war: 
— 7*0aoꝛꝛ {= 2,112, k=0,85384, 


t 


worais ſich ergibt: 
"P=ossii, 1,=0r186, D,=0,00689, 4, = 0,1701. 


Bon den 743 in biefem Sabre Verurtheilten hätten nach dieſem Werthe 
von D, ungefähr 5 nicht verurtheilt werden follen , und von’ den 1308 





Zreigefprochenen hätten nach dem Werte von A, ungefähr 238 nicht 
freigefprochen werben follen. Die Wahrfcheinlichteit der Berurtheilung, 
eines Angeagten obgleich er nicht verurtheilbar war, war fehr wenig 
größer, als „I, und die Wahrfcheinlichkeit feiner Freifprehung, ob: 
glei er verurtheilbar war, lag zwifhen 4 und 4. Enbiid war die 
Wahrfcheinlichkeit der Schuld. eines Berurtheilten nur um ;'; von der 
Gewiſſheit verfhieden, und die Wahrfcheinlichkeit der Unfchuld eines freis 
gefprochenen Angellagten, d. h. die MWahrfcheinfichkeit, daſſ ihm die 
Schuld nit in einem binreihenden Grabe nachgemiefen war, war nicht 
viel größer als ber Bruch 2. 

Diefe Refultate beziehen ſich auf Verbrechen gegen Perfonen. In 
Beziehung auf die Verbrechen gegen das Eigenthum wär in demfelben 
Sabre: 


‘ 
* =0,6034, != 3,4866, k'= 0,6744, 


woraus folgt: 
| 2; = 0,9981, IP, —= 0,8199, D', — 0,0004, 4, 0,0721. 


Bei diefer Art von Verbrechen betrug alfo die verhältniffmäßige 
Anzahl der Verurtheilten, welche nicht hätten verurtheilt werden muͤſ⸗ 
fen, nur „oe , d. h. von den 8355 Verurtheilten beträgt die An⸗ 
zahl derer, welche nicht hätten müffen verurtheilt werben, noch nicht 2.. 
Die verhaͤltniſſmaͤßige Anzahl der feeigefprochenen Individuen, welche 
verurtheilbar waren, ift größer gewefen als 755 und ed hätten alſo 
von den 2205 Freigefprochenen ungefähr 159 müffen verurtheilt wer- 
den. Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ein Berurtheilter ſchuldig war, if 
nur um zodyg von der Gemwiffheit verfchieden, und bie Wahrſchein⸗, 
lichkeit der Unſchuld eines Freigeſprochenen war etwaä, größer, als der 
Bruch 4. Diefe Refultate find, wie man, ficht, entfprechender als 
die fi "auf Verbrechen gegen Perfonen beziehenden, was darin ſei⸗ 
nen Grund hat, daſſ die Werurtheilungen bei Verbrechen gegen das 
Eigenthum , obgleich fie verhältniffmäßig zahlegicher gewefen find, auch 
fehr wahrfcheinlih bei größern Stimmenmehrheiten flattgefunden haben 
($. 141). 
| Die acht Wahrſcheinlichkeiten P., PV.,, etc., welche wir eben, 
berechnet Baden gründen fi auf die aus. der Beobachtung abgeleiteten 


b vb’, 
Verhaͤltniſſe “4 1,2 j 7 7 und welche uns im Vorhergehenden 


zur Beſtimmung der Werthe von , 4, k, k' gedient haben. "Sie find 
alle acht cchte Brüche, was eine um fo merkwuͤrdigere Beftätigung der 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ıc. 23 





v 
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Theorie liefert, da dieſes im Allgemeinen nicht mehr der Fall fein 
wuͤrde, wenn man für Z und k, und A' willlürlide Werthe ans 
nähme, felbft wenn dieſe nicht (ehr von den aus der Erfahrung abge 
leiteten verfchicden wären. In den Jahren vor 1831 betrug bie zur 


, Verurtheilung erforderliche Fleinfte Stimmenmehrheit J Stimmen gegen 


5; aber in dem Falle der Eeinften Stimmenmehrheit kam der Aſſiſen⸗ 
bof dazwifchen und die Berurtheilung war nur dann definitiv, wenn 
fi die Mehrheit der 5 Richter, woraus der Affiienhof damals beftand, 
an die Mehrheit der Gefchworenen anſchloſſ. Es müffen Daher die bei 
der Heinften Stimmenmehrheit und die bei den Stimmenmehrheiten von 
wenigftend 8 Stimmen gegen 4 ausgeſprochenen Verurtbeilungen be 
fonderd betrachtet werden. Fur die letztern find die Bahlenwerthe ber 
Wahrſcheinlichkeiten /, und P’,, I, und I’,, D, und D',,4, 
und 1’, die. eben berechneten, weil bie Werthe von H und A, ? und 
k' in dem Jahren vor 1831. Diefelben waren, als in diefem Fahre 
($. 137). Ron 1825 bis 1830 betrug die Anzahl der bei biefer 
Stimmenmehrheit von mwenigftend 8 Stimmen gegen 2 wegen Verbre⸗ 
hen gegen Perſonen Berurtheilten ungefähr 5000 und die Anzahl ber 
wegen Verbrechen gegen dad Eigenthum Verurtheilten faft 20000. 
Nach den vorhergehenden, Werthen von DI, und D*, waren alfo ‚von 
ber erften Art der Verbrechen ungefähr 35 und von der andern 8 nicht 
verurtheilbar, was ohne ‚Zweifel beimeitem zu viel wäre, wenn bier 
mit gefagt wäre, dafj fie wirklich unſchuldig wären. 

Sn Beziehung auf die bei der Fleinften Etimmenmehrheit von 7 
Stimmen gegen. 5 auögefprochenen -Verurtheilungen hat, man für bie 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Werurtheilte ſchuldig war: 

ki? 
Ps= ar 
wenn man in ber Formel (7) 


. t J 1 
n 12, 5, u*75 we 
ſetzt. In Beziehung auf Verbrechen gegen Perfonen hat man, wie 
weiter oben: 


1=2,112, k= 0,5354, 


und hieraus ergibt ſich: 
’ oo P,=.0,8372. 


dur Verbrehen gegen das Eigentbum verwandelt man Ps kA,tin 
Pr k', 2 und ſetzt, wie vorhin: 





\ J 353 
?=3,4805, 0, 87244, 
welches J | I 
p', = 0,9618 


gibt. Warn man endlich die beiden Arten von Verbrechen ohne Unter: 
fcheidung und für ganz Frankreich betrachtet, fo muff man A = 0,6391 
und Z=2,99 nehmen ($. 140), und wenn man den correfpondiren- 
den Werth, von p, oder die MWahrfcheinlichkeit, daff der Verurtheilte 
fchuldig ift, mit @, bezeichnet; fo hat man: 


5, — 0,9406. 


Wenn man diefe Werthe von p,, p',, 2; ‚von der Einheit ab⸗ 
zieht, fo erhält man fehr nahe AG, Ey, fr für die MWahrfchein: 
lichkeit des Irrthumed eines Gefchworenengerichted in den drei eben be= 
trachteten Faͤllen. Nach der Laplacefchen Formel (& 132%) wäre biefe 
MWahrfcheinlichkeit in diefen drei Fällen diefelbe und gleih 0,20, d. h. 
faft doppelt fo groß, ald der Werth von 1— pP, , und das Fünffache 
bed Werthes yon L— u,.. In dem folgenden $. werben wir fehen, 
worauf fib diefe Wahrſcheinlichkeit 1— w, der Unfchuld. des Anges 
flagten reburirt, wenn: dad Berbammungsurtheil der Geſchworenen durch 
den Aſſiſenhof bei der Etimmenmchrheit von wenigftend 3 Stimmen 
gegen 2 beflätigt wir. 

Henn men zur Berechnung der Werthe von A und zw, ober von 
A’ und u’ für die gegenwärtige Zeit hinreichende Beobachtungsdata hat, 
fo ergeben ſich daraus, „wie bereitd oben ($. 240) bemerkt worden, 
durch eine ber vorhergehenden ähnliche Rechnung, die correfponbirenden 
Bahrfcheinlichkeiten P,, I7,, D,, 4,, war P,, #,, Di, I, 
und vergleicht man fie mit den Waͤhrſchanlichteiten P. T. D., A, 4 
oder P!,, Tg, D’y Sg, welche wir für die Epoche vor 1831 
gefunden haben; fo ann man z. B. mit völliger Zuverlaͤſſigkeit die 
relativen Bortheile der- Griminalgefeßgebung zu biefen beiden Zeiten in 
Bezichung auf bie öffentliche Sicherheit und auf die Garantie, welche 
man den Angeflagten ſchuldig ift, kennen lernen. 

Wenn die Data der Beobachtung diefelben bleiben, fo wirb den: 
felberr nad) der Bemerkung in $. 138 durch zwei verſchiedene Wertbe: 
paare von k und w oder von AK’ und u’, d. h. für Berthe diefer 
Größen, wovon bie-einen größer und bie andern Heiner als & oder 
bie Ergänzungen ber erſten zur Einheit find, Genüge geleiftet. Bir ha⸗ 
ben 14. für das Jahr 1831 und für Werbrechen gegen das Eigentum 


k’ =: 0,6744, W — 0, ch 
23* 





c 


gefunden, und wenn wir bie Beobachtungsbata anwenden, wovon wir 
Gebraud gemacht haben, fo koͤnnen wir daraus ebenfalld auch 


k'=1— 0,67414— 0,3256, u'—=1 — 0,7771 = 0,2229 
ableiten; und wenn fich der Werth von z’ in 1 — u’ verwandelt, fo 
ER | 
verwandelt ſich der von ° gleichzeitig in 775 man bat alfo au: 


1 
— = 0,2868 
2,1865 ' 


und wenn man wieder, wie weiter oben 


‘ . . 
— — 0,6031 
Mn . 
nimmt; fo findet man: 
P',= 0,000675, 


fo daff die Werurtheilung die Wahrfcheinlichleit, daſſ ber Angeklagte 
ſchuldig iſt, flatt zu vergrößern, im Gegentheil verminbeet und faft auf 
Null reducirt hätte Allein nad dem bereits citirten 5. muͤſſen bie 
Werthe der Unbekannten X und u ober A’ und u’, welche Heiner 
find, als die der entgegengefebten Bahrfcheinlichkeiten und von der Red: 
nung auch gegeben werben müffen, damit fie auch den Fall mit um: 
fafft, wo in einer fehr großen Anzahl außergewöhnlicher Entſcheidungen 
die geſetzliche Schuld der Werurtheilten weniger wahrſcheinlich iſt, «al 
ihre Unfchuld, im Allgemeinen verworfen werden. 


§. 145. Wenn wir in ber erſten ber Formeln (6) 





n=b.J=R%,u t 1 1 
u = — — — — — 
’ 143’ * 1-+t 


fetzen, fo erhalten wir: | 
ak (#4—1)(1+5:-+ 10:2) 


EEE · —— —— —ee —— 





für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein Angeklagter durch ein aus 5 Rich⸗ 
tern beſtehendes Tribunal bei einer Mehrheit von wenigftend 3 Stim: 
men gegen 2 verurtheilt wird, wo k wieber die Wahrfcheinlichfeit der 
Schuld des Angeflagten vor der Urtheilöfällung und u die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ fich jeder der Richter nicht irret, bezeichnet. Nach der dor · 
mel (9) haben wir zu gleicher Beit zur Beflimmung ber Wahrſchein⸗ 


| 


237, | - 


lichkeit P, der Schub des Angeflagten, nachdem er verurtheilt.ift, die 
Gleichung: 
_rf, : ı2-+5:4+1002 
rare) 
ober wegen ber vorhergehenden Gleihung: 
(k—1)e,P,=k(k—1-+4-c,). 


Bei der Anwendung diefer Gleihungen auf ben Zall, wo der An- 
geflagte bereit8 durch ein Gefchworenengericht bei der Heinften Stimmen: 
mehrheit von 7 Stimmen gegen 5 verurtheilt iſt und dann vor ben 
Aſſiſenhof geftellt wird, wie foldhe& vor dem Jahre 1831 der Fall war, 
nimmt man für die aus der Entſcheidung bed Gefchworenengerichted _ 
refultivende Wahrfcheinlichkeit der Schuld des Angeflagten. Der gend- 
berte und fehr wahrſcheinliche Werth von c, ergibt fih aus ber Beob- 
achtung und ift dem Quotienten aus der von dem Aflifenhofe in einer 
fehr großen Anzahl von Griminalproceffen außgefprochenen Verdammungs⸗ 
urtheile und dieſer ſehr großen Zahl der Griminalprocefie gleich. Nun 
ergibt fich aber aus den Comptes generaux, dafſſ während der 5 Jahre 
son 1826 bi8 1830, nachdem die Sefchworenengerichte bei der Stim- 
menmehrheit von 7 Stimmen gegen 5 in 1911 Zällen ein Verdam⸗ 
mungswrtheil audgefprochen hatten, dieſe Verdammungsurtheile vom den 
Affifenhöfen 1597 mal beftätigt wurden. Aber-diefe Comptes generaux 
geben nicht an, wie viel Verbrechen gegen Perfonen und wie viel ge- 
gen das Eigenthum ſich unter den 1911 und 159% Fällen befinden, 
Bir find alfo genöthigt, die Wahrſcheinlichkeit P, und die Unbekannte 
£ ohne Unterfcyeivung diefer beiden Arten von Verbrechen zu beſtimmen. 
Zu dem Zwecke nehmen wir: 

1597 


= — = 0,8357 
1911 


und für X den Werth von @, im vorhergehenden $., nämlich: 
k= 0,9406, 
welche Größe, wie ed auch der Zall fein muſſ ($. 118), das Ber: 


haͤltniſſ ©, der Verurtheilungen überfleigt. 
Vermittelfi diefer Werthe findet man: 


P,=0,9916 


für die Wahrſcheinlichkeit „daſſ ein Angeklagter ſchuldig war, wenn er 
ſucceſſire durch das Geſchworenengericht beieder kleinſten Stimmenmehr⸗ 


x 
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heit von 7 Stimmen gegen 5 und durch die Richter des Aſſiſenhofes 
bei einer Mehrheit‘ von wenigftend 3 Stimmen gegen 2 verurtheilt ifl. 
Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ er unſchuldig ift, ift folglich fehr wenig 


von un verſchieden, fo dafj von den 1597 Verurtheilten ſehr wahr⸗ 
ſcheinlich lic) ungefähr 15 nicht verurtheilbar waren. 


Diefelben Werthe von k und ce, ghen 
Ban —=0,1188, “ 
wornach fich die zur Beſtimmung der Unbefannten 4 bienenbe Gleichung in 
| 14+5241012= (11889) (1 +n* 
verwandelt. Aus derſelben ergibt ſich: 
i=2 ‚89, u—0,7361, 


welches zeigt, daſſ die Wahrjcheinlichkeit z des Nichtirrens er Richter 
fehr wenig von der weiter oben ($. 140) für die Gefchworenen ohne 
Unterſcheidung der Art der Verbrechen gefundenen —0,7494 verſchie⸗ 
den iſt. 


6. 180. Die Formeln, wovon wir eben verſchiedene Unwendun⸗ 
gen auf die Entſcheidungen in Criminalproceſſen gemacht haben, ſind 
ebenfalls auf alle in ſehr großer Anzahl ſtattgehabte Entſcheidungen an⸗ 
derer Arten, 3. B. auf. die Entfcheibungen der Correctionspoliʒei und 
auf die der Militärjuftiz anwendbar. Um fie aber anwenden zu fon- 
nen, mufl man für jede. Art der Entfcheibungen bie zur Beſtimmung 
der in diefen $ormeln vorkommenden Giemente erforbertichen Beobach⸗ 
tungsdata kennen. 

Die Compies généraux de P Administrauon de la iustice eri- 
minelle enthalten auch bie Reſultate der Correctionspolizei. Während 
der 9 Jahre von 1825 bi8-1833 hat die Anzahl der in ganz Frankreich 
vor die Gorrectionspolizei geſtellten Individuen 1719174 betragen, wo: 
von 1464500 verurtheilt find, fo. daſſ dad Werhältniff der Anzahl ber 
Berurtheilten zu der der Angeflagten — 0,8563 if. Dieſes Verhaͤltniſſ 
hat ſich nicht merklich von: einem Jahre zum- andern geändert und ed 
bat immer zwiſchen 0,54 und 0,87 gelegen. Die Anzahl der Richter 
in den Zribunalen ber Correctionspolizei iſt verſchieden, und fie muſſ 
wenigſtens — 3 fein, was auch gewoͤhnlich der Fall if. Es iſt al 
dann zur Verurtheilung eine Mehrheit von 2 Stimmen gegen eine hin⸗ 
reichend, und man erhaͤlt folglich die Wahrſcheinlichkeit -, , daſſ ein An⸗ 
geklagter von der Correctionspolizei verurtheilt wird, wenn man it De 
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erſten der Gleichungen (6) n=3, 1 umd zugleich — für u ſetzt, 
welches * 
— —— 
1— a4) — — 

gibt. Fuͤr ven genaͤherten und ſehr wahrſcheinlichen Werth von c,, 
welchen die Beobachtung gibt, nehmen wir das Verhaͤltniſſ 0,8563 ; 
allein dieſes Datum ift zur Beſtimmung der beiden Unbekannten ’k und 
2 nicht zureichend,, fondern man müffte auch wiſſen, wie »iele von den 
1364500 auögefprochenen Verurtheilungen bei der Einftimmigkeit und 
wie viele bei der einfachen Stimmenmehrheit von 2 Stimmen gegen 
eine ftattgehabt haben, was aber die Comples generaux nicht ange: 
ben. Wenn man annimmt, daff die Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrens 
für die Richter der Gorrectionspoligei — 2 ift, wie es im- Allgemeinen 
für die Gefchworenen der Fall ift, und man- fegt in der „oorhergehenben 
Gleihung ec, =0,8563, /=3; fo ergibt fih für, A ein größerer 
Werth, ald die Einheit, und folglich ift diefe Annahme unzulaͤſſig. Man 
bat Grund, anzunchmen, daff diefe Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrens 
fur die Richter größer ift, ald für die Gefchworenen, ohne daſſ wir 
jedoch angeben koͤnnen, um wie viel bie erſtere größer ift, als bie 
zweite, weil ed an ben nöthigen Beobachtungsdaten fehlt. 

Die Kriegöcollegien beftehen aus 7 Richtern, und es ift zur Ver: 
urtheilung wenigſtens eine Stimmenmehrheit von 5 gegen 2 geſetzlich 
erforderlich. Die Wahrſcheinlichkeit c,, daſſ ein Angeklagter verurtheilt 
wird, ergibt ſich folglich aus der erſten der Gleichungen (6), wenn man 


darin 27, 43 und zugleich ea für u fetzt, nämlich: 
— +re +21) + -Nü+rtaie) 
2 a+y 


In den Comptes generaux de l' Administration de la: ‚instice 
militaire, welche von dem Kricgäminifter publicirt werben, wird bie Ans 
zahl der Verurtheilten auf % der Anzahl der Angeklagten geſchaͤtzt. Da 
diefed Verhaͤltniſſ aus einer fehr großen Anzahl von Urtheilen abgeleitet 
it, fo kann man folglich den Bruch 3 fir den. genäherten und fehr 
wahrfcheinlichen Werth von c, nehmen; allein dieſes Datum ift zur 
Beftimmung der beiden in ber vorhergehenden Gleichung vorkommenden 
Unbefannten nicht zureihend. Nimmt man, an, daſſ die Wahrichein: 
lichkeit des Nichtirrend für bie Milisärrichter fehr wenig don ber für die 
Gefchroorenen der Affifenhöfe verfchieden it, und feßt fie folglich — 
fo wäre 1=3,.c ‚=; und aud diefer Gleichung ergäbe ſich: 


.e 


\ 
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k=0,8793, 1 —k= 0,1307, 


fo daſſ man etwas mehr, als 7 gegen 1 wetten koͤnnte, daſſ eine 
Militärperfon ſchuldig iſt, wenn fie ‚vor-ein Kriegögericht geftellt wird. 
Vermoͤge der Formeln (9) und der erften der Gleichungen (6) bat man: 


(14+97c, P;=k("+716 + 2185) 


zur Beftimmung der Wahrſcheinlichkeit P,, daſſ der Angeklagte nah 
ftattgehabter Verurtheilung fchulvig ift, und vermittelfi der vorhergehen⸗ 
den Werthe von c,, L, K ergibt ſich: 


P,=0,9976, 


woraus erhellet,. wie wenig biefe Wahrfcheinlichkeit von der Gewiſſheit 
verfchieden iſt. Allein diefed Reſultat gründet ſich auf einen hypotheti⸗ 
fhen Werth von 2 oder zz, dein Grad der Genauigkeit wir nicht 
angeben können. Deffenungeacdhtet würbe es intereffant fein, bie Mis 
litärjuftiz mit der der Aſſiſenhoͤfe hinfichtlich der Wahrfcheinlichkeit der Kid: 
tigkeit ihrer Urtheile auf eine zuverläffige Weiſe vergleihen zu koͤnnen. 
Zu dem Zwecke müffteıman in Bezichung auf die verurtheilten Militärper: 
fonen außer dem Berhältniffe 2 ihrer Gefammtzahl zu der der Angeflagten 
auch dad Verhaͤltniſſ der bei der Einftimmigkeit der Richter Verurtheil⸗ 
ten, fo wie bad Werhältniff der bei den beiden Stimmenmehrheiten von 
6 Stimmen gegen 1 oder von 5 gegen 2 DBerurtheilten zu ber Ge 
fammtzahl der Angeklagten kennen. Leider kennen wir aber dieſes zweite 


"Datum nicht aus der Beobachtung und es laͤſſt ſich auch durch feine 


einigermaßen wahrfcheinliche Hypotheſe erſetzen. 

F. 147. Zum Schluffe diefes Werkes wollen wir nun noch bie 
Wahrſcheinlichkeit der Urtheile der Zribunale in. Givilproceffen betrachten. 

In einem Givilproceffe kommt es darauf an, zu entfcheiden, welche 
von zwei Parteien, wovon bie eine die andere anklagt, das Recht 
auf ihrer Seite bat. Dieſes würde durch Michter, für melde es 
Beine Wahrfcheinlichkeit de Irrens gäbe, mit vblliger Gewiſſheit ent- 
fhieden werben, und wie groß ihre Anzahl auch fein möchte, fo würde 
dad Urtheil dod immer bei der Einftimmigfeit derfelben gefällt werben. 
Allein dieſes verhält ſich nicht fo. Es gefchieht oft, daſſ zwei gleich 
einſichtsvolle Richter, welche venfelben Proceff mit aller ihnen möglichen 
Aufmerffamkeit unterfücht haben, deffenungeachtet entgegengefehte Ur- 
theile darüber fällen. Man muff alfo annehmen, daſſ für jeden Rid: 
ter eine gewiſſe Wahrfcheinlichkeit ded Irrthumes in feinem Urrtheile ſtatt⸗ 
findet. Sie ift von dem Grade der Einficht und der Nechtlichleit des 
Richters abhängig, fie ift nicht a priori befannt und ihr Werth mull, 
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wenn es möglich ift, durch die ſogleich anzugebenden Mittel aus ber Be⸗ 
obachtung abgeleitet werden. Wenn diefe, ober die entgegengefehte 
Wahrſcheinlichkeit für alle Richter eine Tribunales beflimmt ift, fo kann 
man daraus die MWahrfcheinlichkeit der Nichtigkeit ihres Urtheiles, d. h. 
feiner Uebereinflimmung mit dem Urtheile, welches von infailliibeln Rich⸗ 
tern würde auögefprochen werden, ableiten. Auch kann man daraus 
die Wahrfcheinlichkeit ableiten, daſſ andere Richter, für welche die Wahr: 
fcheinlichfeit des Nichtirrend ebenfalld gegeben wäre, das Urtheil der ers 
ſtern beſtaͤtigen. Dieſes zweite Problem ift dem ähnlich , welches wir 
bei den Urtheilen in Criminalproceſſen betrachtet haben. Die im Vor⸗ 
hergehenden mit k bezeichnete Größe drüdt jetzt die Wahrfcheinlichkeit 
aus, daſſ eine der beiden Parteien Recht hat, wenn das erfte Urtheil 
zu ihren Gunften auögefallen if. Aber wenn der Proceff zum erften 
Male vor die Civiltribunale gelangt, fo findet vor der Entfcheidung 
keine Wahrfcheinlichkeit ftatt, welche der einen ober der andern Partei 
günftig wäre. Man hat alfo hier Feine der Wahrfcheinlichkeit A anas 
loge zu betrachten und die allein durch die Beobachtung zu beflimmens 
ben Unbefannten find hier die Wahrfcheinlihleiten des Nichtirrend der 
Richter. 

$. 148. Wir wollen zuerſt ein aus drei Richtern A, A, A" bes 
ſtehendes Tribunal erfter Inftanz betrachten. Es fein u, zw’, u” vie 
reſp. Wahrſcheinlichkeiten des Nichtirrens diefer Richter und ce die Wahre 
f&heinlichkeit, daſſ fie einftimmig urtheilen, welches flattfindet, wenn ſich 
Peiner der Richter irret, oder wenn fich alle drei irren; fo iſt die Wahr⸗ 
fcheinlichleit des erften Kalles — uw’ u” und bie des zweitn = (1— u) 
(1 —u)(1— u”) Die volftändige Wahrſcheinlichkeit c hat alſo fol- 
genden Werth: 


e=zuu u" +1 —u) (1 —u)— N). 


Wenn das einftimmige Urtheil gefäut if, fo Tann man zwei Voraus⸗ 
fegungen machen; man kann nämlid annehmen, daſſ der Procefl rich⸗ 
tig, oder daff er umrichtig entſchieden iſt. In der erſten Vorausſetzung 
darf ſich keiner der drei Richter geirret haben und in ber zweiten müf- 
fen fie ſich alle drei geirret haben. Die Wahrfcheinlichkeit des beob⸗ 
achteten Ereigniſſes, welches bier das bei der Einftimmigfeit der Rich 
ter gefällte Urtheil ift, iſt folglih =uu'u”, weni bie erfte Voraus⸗-· 
feßung wahr ift, und = (1 — u) 1 — u) (1 — u”), wenn fie falch ifl. 
Benn man alfo auf diefe Hypotheſen die Hegel für bie Beftimmung 
der Wahrſcheinlichkeit der Urfachen ($. 28) anwendet und die Wahr- 
ſcheinlichkeit der erfien Urfache ober der Richtigkeit des Urtheiled p nennt; 
fo bat man: 


— 


362 
_ u uꝰ us 
— 
oder was daſſelbe iſt: 
cep=u u ur, 

Nenn das Urtheil ber ‚drei Richter nicht einſtimmig ift, fo hat 
einer derfelben zu Gunften einer der Parteien und bie beiden andern 
zu Gunften der andern Partei entichieben. Bezeichnet man die Wahr: 
ſcheinlichkeiten, daſſ ber Richter -4, oder A’, oder -2, ein von den 
beiden andern verfchiedened Urtheil fänt, und alfo der in Rebe flehende 
Fall flattfindet, mit a, a’, a“; fo hat man: 

‚= 1—- Wu u" ul —- u) — BR 
a (1. — u)uu'+u(1 — w)(l — u) 

| "= — u )uW tu -u)(l — u); 
denn der erſte Fall findet z. B. flatt, wenn A’ und A“ ſich nicht ir 
ven und A fich irret, oder wenn A’ und A” fi irren und A nidt, 
und ebenfo für die beiden andern Fälle. Bezeichnet man die Wahr 


ſcheinlichkeit eines nicht bei der Einftimmigkeit der Richter gefällten Ur: 
theiled allgemein mit d, fo hat man: 


‚b=ata-tal, 


und da dieſes Urtheil, oder ein einftimmiges Urtheil gefällt werben mull, 


fo muff 54+c=1 fein, was fi leicht nachweifen laͤſſt. Hieraus folgt: 
| b=1—uu u" — (1 — U) —u)(1 — u). 


® 

Soll dad Urtheil richtig fein, fo iſt erforderlich, daſſ fich die ber 
den übereinftimmend urtheilenden und die Stimmenmehrheit bildenden 
Richter nicht geirret haben, und wenn dad Urtheil unrichtig fein fol, 
fo müffen fie fich geirret haben. Wenn man aljo die Wahrſcheinlich⸗ 
feit der Richtigkeit eines nicht bei der Einftimmigkeit der Richter ge 
faͤllten Urtheiled mit g bezeichnet, ſo hat man auch nach der Regel für 
bie Beſtimmung der Wahrfcheinlichheit der Urfachen oder Hypothefen: - 


by=1—- WuWu" 1 — uwN)uu”’+(1 — 


Nun ſei in einer ſehr großen Anzahl z von denſelben 2 Richtern 
A, A, A" gefaͤllter Urtheile y die Anzahl der einſtimmigen und E pie 
der nicht einftimmigen Urtheile, und unter diefen letztern fein &, &', @" 
tie Anzahlen der Urthelle, wo der Richter 1, oder A’, ober A, nicht 

















wie bie beiden anbern geurtheilt hats fo if mit einer fehr großen Ans 
näperung und hoͤchſt wahrſcheinlich: 
. , 
Ic, I, oa, — za, _-a 
u Bo. 

"Da bie Zahl E die Summe der Bahlen a, @', und die Zahl 
5 die Summe ber Zahlen a, a’, a“ ift, fo ift die zweite diefer Glei« 
ungen eine Folge aus den drei legten und bie 8 Gleichungen redu⸗ 
siren fih auf & Wenn die Zahlen @, a’, @" durch die Beobachtung 
© gegeben wären, unb man fubflituirte die vorhergehenden Ausbrüde von 
.a, a’, a in die drei legten Gleichungen; fo fünnte man daraus bie 
Werthe von u, u, u’' ableiten, und wenn man den Ausdruck von 
e in bie erfle Gleichung ſetzte, fo ergäbe fich daraus der Werth von 
V, fo daſſ, wenn dieſe Zahl y auch durch die Beobachtung gegeben 
wäre, die Vergleichung des beobachteten und berechneten Merthes der: 
felben zur Prüfung der Theorie dienen koͤnnte. Wenn die Werthe von 
u, u, u“ auf diefe Weiſe beftimmt wären, fo koͤnnte man vermittelft 
ber vorhergehenden Formeln daraus leicht die Wahrfcheinlichkeiten » und 
4 der Richtigkeit eined einflimmigen und nicht einftimmigen Urtheiles 
der Richter ableiten. Allein die Zahlen Yy, «, «’, a" find für Kein 
Zribunal aud der Beobachtung befannt, und um ein Anwendungsbei⸗ 
fpiel diefer Formeln zu geben, wollen wir die Werthe ber Wahrſchein⸗ 

lichkeiten z, z’, u" willkuͤrlich annehmen und z. B.: 


UuC, u=!, u"=3% 


ſetzen. Fuͤr jeben der drei Richter ift die WahrfcheinlichFeit des Nicht: 
irrens größer, ald die de Irrens; die Richter A’ und 4" haben eine 
gleich gute Einficht in die Sache und diefelbe Wahrfcheinlichkeit des 
Nichtirrens, während der Michter A eine tiefere Einficht hat und bie 
Wahrſcheinlichkeit ſeines Irrens kleiner iſt. Es iſt: 


——— b= 44: 


fo daff man 17 gegen 8, oder etwad mehr, als 2 gegen I wetten 
fann, daſſ die drei Richter ein ,Eſimmigä Urtheil fällen. Auch ift: 


P=i, * 


fo daſſ man alfo 9 gegen 1 wetten könnte, daſſ das einſtimmige Ur: 
theil der Richter richtig ft, und bloß 57 gegen 28, ober ungefähr 2 
‚ gegen 1, daſſ ein micht einftimmiges Urtheil derfelben richtig ift. 
Für diefe drei Richter wäre die mittlere Wahrſcheinlichkeit des Richt 
irtens: 


-.„—r 


| mindert. 


zu 
Kututum=z, 


wenn man voraudfeßt, daſſ fie eine gleiche Einfiht in die Sache ha 


ben, und wenn man biefen Bruch & für ben gemeinfchaftlihen Werth 
von a, u’, u nimmt; fo findet man: 
c=4,b=%3, p=3,g9=% | 

Da diefe Werthe von p und 9 etwas Heiner find, ald Die vorhergehen⸗ 
ben, fo folgt, daſſ in unferm Beifpiele durch die Annahme einer glei: 
hen Einfiht der drei Richter die Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit eined 
einflimmigen ober nicht einflimmigen Urtheiled vermindert wird. Da 
aber anderer Seits der lebte Werth von c größer ift, als der erfte und 
der erſte Werth von d größer, als der lebte, fo wird durch "diefe An 
nahme die Wahrfcheinlichleit eined einſtimmigen Urtheiles ber drei Ric: 
ter vergrößert, und folglich bie eines nicht einſtimmigen Urtheiled ver: 


Wenn wir nicht wiffen, ob ein von brei Richtern gefaͤlltes Urtheil 
ein einſtimmiges ift, oder nicht, fo ift der Grund, welchen wir für die 
Annahıne der Richtigkeit dieſes Urtheiled haben, von > und g verſchie— 
den. Bezeichnet man in diefem Falle die Mahrfcheinlichkeit der Rid- 
tigkeit diefeß Urtheiled mit 7; fo hat man: | 


r=zuu' vw" — u) u u" +1 — WNuu' + (1 — u)uu. 


"Denn in der Vorausſetzung der Richtigkeit ded Urtheiles kann das ge 


fällte Urtheil oder das beobachtete Ereigniſſ in 4 verſchiedenen Fallen 

flattgefunden haben, deren Wahrfcheinlichkeiten die vier Glieder des zwei- 

ten Theiles der vorhergehenden Gleichung find. . In der entgegengelet: 

ten Vorausſetzung wäre die Wahrfcheinlichfeit diefes Ereigniffed 
=1-WA-NA—uN)+uAl-w)A—uN 
+ 1 -WA—uN)+url -Wa— u), 


- und da die Summe der Wahrfcheinlichkeiten deffelben in ben beiden Bor: 


ausſetzungen der Gewiflheit oder der Einheit gleich iftz fo ift der Divi- 
for des fich aus der Hegel in $. 28 ‚ergebenden Ausdrudes von 7 eben 
falls der Einheit gleih. Auch kann man bemerken, baff 


r=zep+bg 


iſt, was fich auch leicht direct nachweiſen ließe, 
Wenn man die vorhergehenden Werthe von z, u’, u nimmt; 
fo findet man: 


j r= Ier 

















05 
und wenn man fie alle =# fett; fo kommt: 


r=38 , 

und ba dieſer zweite Werth von r etwas kleiner iſt, als der erſte, fo 
folgt, daſſ die Wahrfcheinlichleit der Richtigkeit des Urtheiled Heiner ift, 
als vorhin, wenn die drei Richter. eine gleich tiefe Einficht in die vors 
‚liegende Sache haben, 

$. 149. Diefe Formeln laſſen fich leicht: auf bie Urtheile eines _ 
aus einer beliebigen Anzahl von Richtern beftehenden Tribunales erfire- 
den; aber man kann Feine Anwendung davon machen, weil e8 an den 
zur Beflimmung der Wahrfcheinlichkeiten ded Nichtirrend ber verſchiede⸗ 
nen Richter nöthigen Beobachtungsdaten fehl. Wenn man diefe Wahrs 
fcheinlichfeiten ald einander gleih und die Anzahl der Richter wieder = 3 
annimmt, fo hat man unter Beibehaltung ber frühen Bezeichnungen: 


c=us--(1— u), 5=1—uS— (1— vu) 
ep=zud,bg=3(r—a)WuR, r=zud+8(1 — w)u2. 
Nimmt man überdies für c oder 5 den fehr genäherten und hoͤchſt 
wahrfcheinlihen Werth r oder — fo beftimmt die eine ober die an- 


dere der beiden erften Gleichungen den Werth von zz, fo daſſ man zu 
diefer Beflimmung von einer fehr großen Anzahl u durch die 3 Rich⸗ 
ter gefällter Urtheile nur die Anzahl Y der bei der Einflimmigfeit, ober 
die Anzahl E der nicht bei der Einftimmigfeit gefällten Urtheile zu ken⸗ 
nen braucht; allein dieſes Datum ift ebenfalls nicht aus der Beobach⸗ 
tung befannt. Wenn man z. B. E=y nähme, fo hätte man: 


uſs 40 — we=1—8u+3u2—}, 
folglich : 
 u=4(1t4V8), | 
d. h. man -befäme für u zwei Werthe, wovon ber eine größer und ber 
andere Mginer ald 4 wäre, und da man annehmen mufl, daſſ die Wahr⸗ 
fcheinlichleit des Nichtirrend eines Richters größer iſt, ald die entgegen: 


gefegte Wahrfcheinlichkeit; fo erhielte man, wenn man den erften die⸗ 
fer beiden Werthe nabme: 


u 0,7888, 
folglich: 
| p= 0,9815, 9= 0,7885, r= 0,8850. 








Wenn bad: bei der Einſtimmigkeit, oder bei der Ridyteinfiimmigteit 
der drei Richter gefällte Urtheil einem Appellationstribumale vorgelegt wird, 
welches z. B. aus 7 andern Richtern befteht, wovon für jeben die Wahr: 
ſcheinlichkeit des Nichtirrens mit 9 bezeichnet‘ wird, und C bezeichnet bie 
Wahrfcheinlichkeit, daff dieſes Urtheil Durch das zweite Tribunal’ bei ei⸗ 
ner Stimmenmehrheit von wenigfters 4 Stimmen gegen 3 beftäfigt 
wird; fo wird der Werth von U dur bie erfte der Formeln (6) au 
gebrhdt, wenn man barin 7 und ⸗ für K’und u und außerbem =? 
und »— 3 febt, wodurch man erhält: 


C=r[v? +76 (1 —)+21v8(1— W? 


+35, - JA N[A— +7 — mer 
+21(1— v)5 02-35 (1—v)4rd] - 


Und in ber That muff, wenn das erfte-Urtheil richtig ift, und von dem 


zrveiten Zribunale beftätigt werden fol, feiner der 7 Appellationdrichter 


ſich irren, : oder es muſſ ſich ein einziger bavon irren, ober zwei, ober drei, 


Nun werben aber die Wahrfcheinlichkeiten diefer 4 Fälle durch die zwi- 
fhen den erften beiden Klammern ftehenden 4 Glieder auögebrüdt und 
folalich ift ihre mit 7. multiplicirte Summe die Wahrfcheinlichkeit, daſſ das 
Urtheil der erften drei Richter richtig iſt und beftätigt wird. Ebenfo ficht 
man, baff der Theil des vorhergehenden Ausdrudes von C', welcher 
1—r zum Factor hat, die MWahrfcheinlichfeit ausdruͤckt, daſſ dad erfte 
Urtheil falfch iſt und dennoch beftätigt wird, fo daſſ Die Summe ber beir 
ben Theile ded Ausdruckes von C bie vollfländige Wahrſcheinlichkeit ber 
Beſtaͤtigung des erften Urtheiles ausdruͤckt. Ebenſo ergibt ſich, daſſ die 


Wahrſcheinlichkeit C’ der Cafſation des Erkenntniſſes des erſten Tribu⸗ 


nales durch das zweite Tribunal durch: 
C=(1—-r)[p" +79 (1 -)+2105 (1-2 +35 rt (1 —)°) 
+r[a 97 +71 0+ 2111-0) 02435(1—0)4v?] 


auögebrüdt wird, und da biefed Erfenntmiff nothwendig beftätigt oder 
aufgehoben werben muff, fo mul C+C'=1 fein, was ad daduct 


beftätigt wird, daff 


[97-706 (L—o)-+2105 A-02+3504 1-05] 
+[a —9)7 +r71—-)$o-+21(1—9)5 02435 (1—v)4 v8] 
=e+A-0)]=1 
fi Es iſt 0C =} fomobt für r=4 und für einen beliebigen 


Werth von e, als für #==4 und für einen beliebigen Werth von Tr 
was übrigens für ſich einleuchtend ift. 
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| Wenn man die beiben Theile des Ausdruckes jeder der Groͤßen C 

und C’ befonberd betrachtet, fo kann man auch fagen, daſſ der erſte 
Theil von C die Wahrſcheinlichkeit ausbrüdt, daſſ die beiden fucceffiven 
Zribunale richtig urtheilen, daſſ der zweite Theil von C die Wahr: 
fcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ fie beide falfch urtheilen, daſſ der erfte Xheil 
von C’ die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daff das erſte Tribunal falfch und 
dad zweite richtig urtheilt, und daſſ endlich der zweite Theil von C” die 
Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, dafl das erfte Tribunal richtig und dad zweite 
falſch urtheilt. Wenn man alfo die Wahrfcheinlichkeit, dafl der Appels 
lationshof richtig urtheilt, mit 0 bezeichnet, das Tribunal erfter Inſtanz 
mag übrigens richtig ober unrichtig urtheilen; fo iſt die Summe ber 
beiden erfien Theile von C und C’ und 1—g die Summe der zweis 
ten Xheile von C und C’, fo daſſ 


e=v7+708 (I - 0) 2105 (1 — 0)2 +35 04 (1— )9, 
1-0 =(1- N)’ +F71-NIo+21 (1-02 +35 (1—n)408 


iff, was man auch leicht direct finden koͤnnte. Bezeichnet man die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Erkenntniſſ dieſes Appellationshofes durch 
einen zweiten ebenfalls aus 7 Richtern beſtehenden Appellationshof bes 
flätigt wird, mit I’, und bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſes nicht der 
Kal iſt, mit I" und für jeden dieſer 7 Kichter die Wahrſcheinlichkeit 
des Nichtirrens mit d; fo ergeben ſich die Ausdruͤcke für I’ und I’ 
aus denen für C und C, wenn man darin g und #v für r und v ſetzt. 
Wenn man alfo w=v annimmt; fo ergibt fich daraus: 


r=0?+(41— 0), P=20(1 — 9), . 


welche Werthe ber Bedingung TI’ genügen. Nach den Aus⸗ 
drüden von C und C koͤnnen die von g und 1—Q übrigend auch auf 
fetzende Form gebracht werden: 

—-60 1 _r—C 

= rt 9, Tr 
Ferner wollen wir die Wahrſcheinlichkeit der Nichtigkeit des Cr. 
fenntniffes eines erften Appellationdhofes, wenn es mit dem Erfennt- 
niffe erſter Inſtanz übereinftimmt, mit P bezeichnen, und mit P', wenn 
es demfelben emtgegengefegt if. Wenn man im erften Falle ſucceſſive 
annimmt, daſſ es richtig und daſſ ed unrichtig ift, fo wird die Wahrs 
ſcheinichkeit des beobachteten Ereigniſſes, welches hier die Uebereinſtim⸗ 
mung der beiden Erkenntniſſe iſt, in der erſten Vorausſetzung durch den 
erſten Theil von C und in der zweiten Vorausſetzung durch den zwei⸗ 
ten Sei von C audgebrüdt. Die Wahrfcheinlichkeit P der erften Vor⸗ 








— — — — —— nd 


ausſeimg wird folglich durch den Quotienten aus dem eiſten Thale 
der Groͤße C und ber Summe ihrer beiden Theile ausgedruͤckt. Bir 
haben folglich: 


CP=r[p? +78 1—0)+2105 (1—0)?+3504 (1-8), 
unb ebenſo findet man: 








CP =a—n [+78 1—N)+2108 1—)2+35,4(1-0%) 


weiche Refultate fih auch aus den Formeln (9) und (10) ergeben, wenn 
man darin k=r, n=7T, i—3 feht, wie es auch ber Fall fein muſſ 
Wenn man die Bedeutung von 0 berüdfichtigt, fo koͤnnen dieſe Glei⸗ 
chungen auch durch folgende erſetzt werden: 


CP=zre, CP=(1— re. 
6. 150. Zum Ausſpruche eined Urtheiles erſter Inſtanz find we 


nigſtens 3 Richter und zu einer Erfenntnifffällung des Appellationd- 


hofes 7 erforderlich, und im Allgemeinen werben dieſe kleinſten Zah⸗ 
len nicht überfchritten, weswegen wir auch die Zahlen 3 und 7 für 
die Anzahlen der Richter der beiden eben betrachteten, auf einander fol 
genden Tribunale angmommen haben. Wenn man für 7 feinen Barth 
ale Function von z in bie erhaltenen Formeln fubftituirt, fo enthalten 
fie die beiden Wahrfcheinlichleiten z und 9, welche nur aus ber Beob- 
achtung abgeleitet werben können; aber leider liefert diefe nur ein ein 
ziged Datum ; nämlich dad Verhältniff der Anzahl der durch die Appeb 
lationshoͤfe beftätigten Erkenntniſſe erfter Inftanz zu der Geſammtzahl ber 
vor fie gelangten Urtheile erfter Inſtanz. Um alfo von diefen Formeln 
Gebrauch machen zu können, muf] man die beiden Unbekannten z und 
9 vermittelft einer befondern Hypotheſe auf eine einzige zurückführen, und 
bie Vorausſetzung, welche und am natürlichften gefchienen hat, befteht 
darin, e=u zu ſetzen, d. h. anzunehmen, daſſ die Richter des erſten 
Tribunales diefelbe Wahrfcheinlichkeit, fich nicht zu irren, haben als dir 


bed zweiten. 


Bei einer fehr großen Anzahl zu von Urtheilen erfler Inftänz fei m 
die Anzahl der beftätigten und folglic B—m die der nicht beflätigten 


AUrtheile, ſo kann man das Berhätmiff — — für den ſehr wahrſcheinlichen 


Naͤherungswerth der mit C bezeichneten, Wahrſcheinlichteit nehmen, und 
wenn man 

C=-, vu, — 1— 
A 


un 
1+t AH 








feat, fo ergibt fi: 
m_, @r-Varrr2 124-3513) 


K (1-1)? 

Zu gleicher Zeit hat man: . 
1 tt, 1 2tN 
ge TAT 


und wenn man biefe Werthe in den von — ſubſtituirt, ſo erhält man 


zur Beflimmung des Werthes von Z und folglich zur Beflimmung des 
Werthes von ı eine Gleichung des zehnten Graded. In dem Falle, wo 
e=u ift, bleibt der Ausbrud von C derfelbe, wenn man darin z und r 
refp. in 1 — u und 1 — r verwandelt, was der Beränderung von Z in 


1 
Fu entſpricht. Hieraus folgt, daff, wenn dem gegebenen Werthe von ai 
A 


durch einen Werth von Z2<] genügt wird, demfelben auch durch einen 
Werth von 2>1 Genüge gefchieht, und in der That ift die Gleichung, 
von welcher die Unbefannte 2 abhängt, eine reciprofe, welche befanntlic 


1 
ungeändert bleibt, wenn man 2 in 7 verwandelt. ‘Man muſſ aber ben 


Werth von 2 nehmen, welcher größer ift ald die Einheit; denn dieſer ift 
ed, welcher einem größern Werthe von z ald 4, d. h. dem Falle ent- 
ſpricht, wo die Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrend größer ift, als die des 
Irrens, was man in dem vorliegenden Falle annehmen muff. 

6. 151. Der von der franzöfifchen Regierung herausgegebene Compie 
general de P’ Administration de la tustice civile gibt für den Bezirk 
jedes Appellationshofe3 die Anzahlen rm und m— u der beftätigten und 
nicht beflätigten Urtheile für die leuten drei Monate des Jahres 1831 
und für die Jahre 1832, 1833. Aber faum bei dem Parifer Appella: 
ttondhofe ift die Gefammtzahl zu groß genug, um allein zur Beftimmung 
von 2 dienen zu können, und wir find folglich für jetzt genöthigt, wie bei 
den Gefchworenen , anzunehmen, daſſ die Wahrfcheinlichkeit zu des Nicht: 
irrend für alle Richter Frankreichs faft diefelbe ift, fo dafj man zur Be⸗ 
flimmung von Z die fi auf alle Appellationshöfe von ganz Frankreich 
beziehenden Werthe von m und u — m anwenden fann. Nun ift aber 
für die letzten drei Monate ded Jahres 1831, für bie Jahre 1832 
und 18383 für ganz Frankreich: 


m=976, m=5301, m=54%0, 


u— m=388, M — ır = 3405, u — m= 3617 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeitsr. ze. >24 





30 
k=0,8793, 1 —k= 0,1207, 


fo daff man etwas mehr, ald 7 gegen 1 wetten koͤnnte, daſſ eine 
Militärperfon fhuldig ift, wenn fie ‚vor-ein Kriegögericht geftellt wird. 
Vermoͤge der Formeln (9) und der erften der Gleichungen (6) hat man: 


(1+H7e, P,=ki+718 +21 25) 


zur Beftimmung der Wahrſcheinlichkeit P,, daſſ der Angeklagte nach 
ſtattgehabter Verurtheilung ſchuldig iſt, und vermittelſt der vorhergehen⸗ 
den Werthe don cz, L, k ergibt ſich: 


P,=0,9976, 


woraus erhellet,. wie wenig dieſe MWahrfcheinlichkeit von der Gewiſſheit 
verſchieden ifl. Allein dieſes Reſultat gründet fih auf einen hypotheti⸗ 
{hen Werth) von 2 oder z, deſſen Grab der Genauigkeit wir nicht 
angeben können. Deffenungeachtet würde es intereflant fein, bie Mis 
litärjuftiz mit der der Aſſiſenhoͤfe hinfichtlich der Wahrfcheinlichkeit der Rich⸗ 
tigkeit ihrer Urtheile auf eine zuverläfjige Weife vergleichen zu können. 
Zu dem Zwecke müflteman in Bezichung auf die verurtheilten Militärper: 
fonen außer dem Verhältniffe 3 ihrer Gefammtzahl zu der ber Angellagten 
auch das Verhaͤltniſſ der bei der Einftimmigkeit der Richter Verurtheil⸗ 
ten, fo wie dad Verhältniff der bei den beiden Stimmenmehrheiten von 
6 Stimmen gegen 1 oder von 5 gegen 2 Verurtheilten zu der Ge 
fammtzahl der Angeflagten kennen. Leider kennen wir aber dieſes zweite 
"Datum nicht aus der Beobahtung und es läfft ſich auch durch Feine 
einigermaßen wahrfcheinliche Hypothefe erfegen. 

$. 147. Zum Schluſſe dieſes Werkes wollen wir nun noch die 
Mahrfcheinlichkeit der Urtheile der Zribunale in. Civilproceffen betrachten. 

In einen Givilprocefje kommt es darauf an, zu entfcheiden, welche 
von zwei Parteien, wovon die eine die andere anklagt, das Recht 
auf ihrer Seite bat. Diefed würde duch Richter, für welche es 
Beine Wahrfcheinlichkeit des Irrens gäbe, mit vblliger Gewiſſheit ent- 
fhieden werden, und wie groß ihre Anzahl auch fein möchte, fo würde 
dad Urtheil doch immer bei der Einflimmigfeit derfelben gefällt werden. 
Allein diefed verhält fich nicht fo. Es gefchieht oft, daſſ zwei gleich 
einfihtövolle Richter, welche denfelben Proceff mit aller ihnen möglichen 
Aufmerffamkeit unterfücht haben, deffenungeachtet entgegengefeßte Ur- 
theile darüber fallen. Man muſſ alfo annehmen, daſſ für jeden Ric: 
ter eine gewiſſe Wahrfcheinlichkeit des Irrthumes in feinem Urrtheile ftatt- 
findet. Cie ift von dem Grade der Einfiht und der Rechtlichkeit des 
Richters abhängig, fie ift nit a priori befannt und ihr Werth mufl, 
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wenn e8 möglich iſt, durch die ſogleich arzugebenden Mittel aus der Be: 
obachtung abgeleitet werden. Wenn dieſe, ober die emtgegengefchte 
Wahrſcheinlichkeit für alle Richter eines Tribunales beftimmt ift, fo kann 
man daraus die Wahrfcheinlichkeit der Richtigkeit ihres Urtheiled, d. 6. 
feiner Uebereinflimmung mit dem Urtheile, welches von infaillibeln Rich- 
tern würbe ausgefprochen werben, ableiten. Auch kann man baraud 
die Wahrfcheinlichleit ableiten, daſſ andere Richter, für welche die Wahr- 
fcheinlichfeit ded Nichtirrend ebenfalld gegeben wäre, das Urtheil der ers 
fiern beftätigen. Diefe zweite Problem ift dem ähnlich, welches wir 
bei den Urteilen in Criminalproceſſen betrachtet haben. Die im Vor⸗ 
hergehenden mit Ak bezeichnete Größe brüdt jetzt bie Wahrſcheinlichkeit 
aus, daſſ eine der beiden Parteien Recht hat, wenn dad erfte Urtheil 
zu ihren Gunften auögefallen if. Aber wenn ber Proceff zum erften 
Male vor die Civiltribunale gelangt, fo findet vor ber Entfcheidung 
feine Wahrfcheinlichkeit ftatt, welche der einen oder der andern Partei 
guͤnſtig wire Man bat alfo hier Feine der Wahrfcheinlichkeit A ana» 
loge zu betrachten und bie allein durch die Beobachtung zu beſtimmen⸗ 
den Unbelannten find hier die Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend der 
Richter. 

$. 148. Wir wollen zuerſt ein aus drei Richten A, A, A" bes 
ſtehendes Tribunal erfter Inftanz betrachten. Es feien u, u“, u die 
reſp. Wahrſcheinlichkeiten des Nichtirrend dieſer Richter und c die Wahre 
ſcheinlichkeit, daſſ fie einflimmig urtheilen,, welches ftattfindet, wenn fich 
Feiner der Richter irret, oder wenn fich alle drei irren; fo ift die Wahrs 
fcheinlichleit ded erften Kalled — uw’ u” und die bed zweiten = (1— u) 
(1—u)(1— u), Die volftändige Wahrfcheinlichkeit c hat alfo fol 
genden Werth: 


c=uu' LAW) N) — EN). 


Wenn das einftimmige Urtheil gefänt ift, fo kann man zwei Voraus⸗ 
fegungen machen; man kann nämlid annehmen, bafj der Proceſſ rich⸗ 
tig, oder daſſ er unrichtig entſchieden if. In der erfien Vorausſetzung 
barf fich Feiner der drei Richter geirret haben und in der zweiten müf- 
fen fie ſich alle drei geirret haben. Die WBahrfcheinlichkeit des beob⸗ 
achteten Ereigniſſes, welches bier dad bei der Einftimmigfeit der Rich 
ter gefällte Urtheil ift, iſt folglih —uu’ u, weni die erſte Voraus 
fegung wahr ift, und = (1 — u) (1 — u) (1 — u”), wenn fie falch iſt. 
Wenn man alſo auf dieſe Hypotheſen die Regel fuͤr die Beſtimmung 
der Wahrſcheinlichkeit der Urſachen (F. 28) anwendet und die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit der erſten Urſache oder der Richtigkeit des Urtheiles > nennt; 
fo bat man: 


363 
_ uu’ut. 
Fr FAZ) A-NA—eN)' 
oder was daſſelbe ifl: 


ep=u u u". 


Penn das Urtheil der drei Richter nicht einftimmig iſt, fo hat 
einer derfelben zu Gunften einer der Parteien und die beiden andern 
zu Gunſten ber andern Partei entſchieden. Bezeichnet man die Wahrs 
fcheinlichleiten, daff der Richter 4, oder A’, oder. A“, ein von dem 
beiden andern verichiedened Urtheil fällt, und alfo der in Rebe ſtehende 
Fall flattfindet, mit a, a’, aX'; fo hat man: 


a 1 —- Wu" ul u) — u) 
@Z(1— u)uu' Lu — u)(L— u) 
= — u uw +u"(1 -u)(l — u’); 


denn der erfie Fall findet z. B. flatt, wenn A’ und A’ ſich nicht ir⸗ 
ren und A fich irret, oder wenn A’ und A" fi ircn und 4 nidt, 
und ebenfo für bie beiden andern Fälle. Bezeichnet man die Wahr⸗ 
fheinlichkeit eines nicht bei der Einftimmigkeit der Richter gefällten Ur 
theiled allgemein mit d, fo hat man: 


‚b=za+a+ta, 


und da diefeß Urtheil, oder ein einflimmiges Urtheil gefällt werben 'mufl, 
fo muff >+c=1 fein, was fi) leicht nachweifen laͤſſt. Hieraus folgt: 


b=1—uu u" — (1 — u)(L—u)(1 — u”). 


® 

Soll das Urtheil richtig fein, fo ift erforderlich, daſſ ſich Die beis 
den übereinftimmend urtheilenden und die Stimmenmehrheit bildenden 
Richter nicht geirret haben, und wenn dad Urtheil unrichtig fein foll, 
fo müffen fie fich geirret haben. Wenn man aljo die Mahrfcheinlich- 
keit der Richtigkeit eines nicht bei ber Einſtimmigkeit der Richter ges 
fäliten Urtheiles mit 7 bezeichnet, ſo hat man auch nach der Regel für 
die Beftimmung der Wahrfcheinlichheit der Urfachen oder Hypothefen: 


by=zi1—- Wuu" (1 — Nun’ (1 — uN)uu. 
Nun fei in einer fehr großen Anzahl z von benfelben 3 Richtern 
A, A, A gefaͤllter Urtheile y die Anzahl der einſtimmigen .und € pie 


der nicht einftimmigen Urtheile, und unter diefen letztern ſeien c, a’, a" 
tie Anzahlen der Urtheile, wo ber Richter „1, oder A’, ober A”, nicht 


wie bie beiden andern geuttheilt batz fo iſt mit einer fehr großen Ans 
näherung und hoͤchſt wahrſcheinlich: 
| “u 
——c, Ib, —=a, oa, za, 
i p ia u Bo. 
"Da die Zahl & die Summe der Zahlen &, @', und bie Zahl 
b die Summe der Zahlen a, a’, a” ift, fo iſt die zweite dieſer Glei⸗ 
chungen eine Folge aus den drei letzten und die & Gleichungen redu⸗ 
eiren fi auf 4. Wenn bie Zahlen @, @’, @’ durd die Beobachtung 
° gegeben wären, und man fubflituirte die vorhergehenden Ausbrüde von 
a, a’, a in die brei letzten Gleichungen; fo Fünnte man daraus die ' 
Berthe von 2, u‘, u“ ableiten, und wenn man. den Ausbrud von 
e in bie erfle Gleichung ſetzte, fo ergäbe fich daraus ber Werth von 
Y» fo daſſ, wenn diefe Zahl y auch durch die Beobachtung gegeben 
wäre, die Vergleichung des beobachteten und berechneten Werthes der⸗ 
ſelben zur Pruͤfung der Theorie dienen koͤnnte. Wenn die Werthe von 
u, ul, u" auf dieſe Weile beſtimmt wären, fo koͤnnte man vermittelſt 
ber vorhergehenden Formeln daraus leicht die Wahrfcheinlichkeiten » und 
y ber Richtigkeit eines einflimmigen und nicht einflimmigen Urtheiles 
der Richter ableiten. Allein die Zahlen y, @, @', «'' find für kein 
Zribunal aus der Beobachtung bekannt, und um ein Anwendungsbei⸗ 
fpiet diefer Formeln zu geben, wollen wir bie. Werthe ber Wahrſchein⸗ 
lichkeiten z, u’, u" willkuͤrlich annehmen und z. B.: 


us, u, u! 


ſetzen. Für jeben der drei Nichter ift die Wahrfcheinlichkeit des Nicht: 
irreng größer, ald die des Irrens; die Richter A’ und A” haben eine 
gleich gute Einfiht in die Sache und biefelbe MWahrfcheinlichfeit des 
Nichtirrend , : während der Richter A eine tiefere Einficht bat und bie 
Wadhrſcheinlichkeit ſeines Irrens kleiner iſt. Es iſt: 


—E 44. 


fo daſſ man 17 gegen 8, oder etwas mehr, als 2 gegen I wetten 
fann, daſſ die drei Richter kein einftimmiged Urtheil fäben. Auch ift: 


tr, 9=# 


fo daſſ man alfo 9 gegen 1 wetten könnte, daſſ das einftinmige ur— 
theil der Richter richtig iſt, und blos 57 gegen 28, ober ungefähr 2 
‚ gegen 1, daſſ ein micht einftimmiges Urtheil derfelben richtig iſt. 
Fir dieſe drei Richter waͤre die mittlere Wahrſcheinlichkeit des Ric 
irrens: 


— 


mindert. 


en 
Kutu tung, 


wenn man vorausſetzt, daſſ fie eine gleiche Einſicht in die Sache ha: 


ben, und wenn man dieſen Bruch 5 für den gemeinſchaftlichen Werth 
von a, u’, u’ nimmt; fo findet man: 
eh behrpehge .. 

Da diefe Werthe von p und G etwas Eleiner find, als Die vorhergehen- 
den, fo folgt, daſſ in unferm Beifpiele dur die Annahme einer glei- 
hen Einfiht der drei Richter die Wahrfcheinlichkeit der Richtigkeit eined 
einflimmigen oder nicht einflimmigen Urtheile® vermindert wird. Da 
aber anderer Seits der legte Werth von c größer ift, ald der erfte und 
der erfte Werth von 5 größer, als der lebte, fo wird durch "diefe An- 
nahme die Wahrſcheinlichkeit eines einftimmigen Urtheile® ber drei Ric: 
ter vergrößert, und folglich die eines nicht einftimmigen Urtheiles ver: 


Wenn wir nicht wiffen, ob ein von drei Richtern gefaͤlltes Urtheil 
ein einflimmiges ift, ober nicht, fo ift der Grund, welchen wir für bie 
Annahıne der Richtigkeit dieſes Urtheiles haben, von p und 9 verldie 
den. Bezeichnet man in diefem Zalle die Wahrſcheinlichkeit der Rid- 
tigkeit dieſes Urtheiled mit 7; fo bat man: 


rzuuW u +1 — u) ut u" (1 — u) wu” (1 — u)uu”. 


"Denn in der Vorausſetzung der Richtigkeit des Urtheiles kann dad ge 


faͤllte Urtheil oder das beobachtete Ereigniſſ in 4 verſchiedenen Faͤllen 
ſtattgefunden haben, deren Wahrſcheinlichkeiten die vier Glieder des zwei⸗ 
ten Theiles der vorhergehenden Gleichung ſind. In der entgegengeſetz⸗ 
ten Vorausſetzung wäre die Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes 


=Z1-WUA- NA) +ul- ud — un) 
+ 1 -WA— UN Lu" WA- u, | 
und da die Summe der Wahrfcheinlichkeiten deffelben in den beiden Bor 
ausfegungen ber Gewiſſheit oder der Einheit gleich ift; fo ift der Divi⸗ 
for des ſich aus der Regel in $. 28 ‚ergebenden Austrudes von r eben 
gas der Einheit gleih. Auch kann man bemerken, daff 
r=zcp+bg 
it, was fich auch leicht direct nachweiſen ließe, 
Wenn man die vorhergehenden Werthe von z, u’, u“ nimmt; 
fo findet man: 
" r—= 73 , 
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und wenn man fie ale —=# ſetzt; fo kommt; 


r 23 , 
und da dieſer zweite Werth von 7 etwas kleiner iſt, als der erſte, fo 
folgt, daſſ die Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit des Urtheiles kleiner iſt, 
als vorhin, wenn die drei Richter eine gleich tiefe Einſicht in die vor⸗ 
liegende Sache haben. 

F. 148. Dieſe Formeln laſſen ſich leicht auf die Urtheile eined _ 
aus einer beliebigen Anzahl von Richtern beftehenden Zribunaled erfires 
den; aber man kann feine Anwendung davon machen, weil ed an ben 
zur Beftimmung ber Wahrfcheinlichkeiten bed Nichtirrend der verſchiede⸗ 
nen Richter nöthigen Beobachtungsdaten fehlt. Wenn man diefe Wahrs 
fcheinlichleiten als einander gleich und die Anzahl der Richter wieder — 3 
annimmt, fo hat man unter Beibehaltung ber frübern Bezeihnungen: 


c=u2+-(1— uw, 5b=z1—u8— (1— u 
ep=zu8d,bg=3(r wur, r=ud-}-3(1 —n)u®%. 
Nimmt man überdies für c oder 5 den fehr gemäherten und hoͤchſt 
wahrfcheinlihen Werth * oder m fo beſtimmt bie eine ober die an- 


dere der beiden erften Sleihungen den Werth von z, fo daff man zu 
diefer Beſtimmung von einer fehr großen Anzahl u durd die 3 Rich⸗ 
ter gefähter Urtheile nur bie Anzahl Y ber bei der Ginflimmigfeit, oder 
die Anzahl E der nicht bei der Einftimmigfeit gefällten Urteile zu ken⸗ 
nen braucht; allein dieſes Datum ift ebenfalls nicht aus der Beobach⸗ 
tung befannt. Wenn man z. B. Ey nähme, fo hätte man: 


„+1 — W=1—8u+3u2—}, 

folglid) : 
u=3(1+}V 3), 
d. h. man bekaͤme für u zwei Werthe, wovon ber eine größer und der 
andere iner ald 4 wäre, und da man annehmen muſſ, daſſ die Wahr⸗ 
fcheinlichkeit des Nichtirrend eined Richters größer ift, ald die entgegen: 
geſetzte Wahrfcheinlichkeitz fo exhielte man, wenn man den erften bie 
fer beiden Werthe nähme: 
| u= 0,7888, 
folglich: 
p= 0,9815, g= 0,7885, r= 0,8850. 
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Wenn bad: bei der Einflimmigkeit, oder bei der Nichteinſtimmigkeit 
der drei Richter gefüllte Urtheil einem Appellationstribumale vorgelegt wird, 
welches z. B. aus 7 andern Richtern befteht, wovon für jeben die Wahr: 
fcheinlichkeit de Nichtirrens mit # bezeichnet wird, und C bezeichnet die 
Mahrfcheinlichkeit, daſſ dieſes Urtheil durch das zweite Tribunal bei ei: 
ner. Stimmenmehrheit von wenigftend 4 Stimmen gegen 3 beftätigt 
wird; fo wird der Werth von u durch die erfte der Formeln (6) au: 
gebrüdt, wenn man darin r und v für A’und z und außerdem 37 
und 383 febt, wodurch man erhält: 


C=r[v? +7v6(1 —)+310°(1 — W? 
+35 41 —- A] FL —-N[ı—97+7(1— )9e 
+21(1 — 502-835 (1—v)4v3] - 


Und in der That muff, wenn bad erfte-Urtheil richtig ifl, und von dem 
zweiten Tribunale beſtaͤtigt werden fol, keiner der 7 Appellationsrichter 
ſich irren, oder es muſſ ſich ein einziger davon irren, oder zwei, oder drei. 
Nun werben aber die Wahrfcheinlichkeiten dieſer 4 Faͤlle durch die zwi⸗ 
fhen den erften beiden Klammern ftehenden 4 Glieder ausgedruͤckt und 
folglich ift ihre mit 7. multiplicirte Summe die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dad 
Urtheil der erften drei Richter richtig ift und beftätigt wird. Ebenfo fieht 
man, daſſ der Theil ded vorhergehenden Ausbrudes von O, welcher 
1—r zum Factor hat, die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ dad erfte 
Urtheil falfch ift und dennoch beftätigt wird, fo daff die Summe ber bei⸗ 
ben Xheile des Ausdrudes von C die vollftändige Wahrſcheinlichkeit der 
Beftätigung bed erften Urtheiled ausdruͤckt. Ebenſo ergibt fich , daſſ bie 
MWahrfcheinlichkeit C* der Gaflation des Erkenntniſſes des erſten Tribu⸗ 
nales durch das zweite Tribunal durch: 


—EE———— v4 (1—v)8] 
+r[1—97+7(1— 9) 0+21(1—0)5 02435 (1—v)4 v3] 
ausgebrüdt wird, und ba biefes Erkenntniſſ nothwendig beftätigt oder 
aufgehoben werben muff, fo muſſ C+C'=1 fein, was autz baburd 

beftätigt wirb, daſſ 
[o” + 708 1—)-+ 2105 (1-2 +35 v8 (1 98] 
+[1 97 +71) e+21(1—0)5 02-435 (1—v) v8] 
=e+(-0]=1 
fi. Es iſt C=l! =4 ſowohl fuͤr 1*4 und fuͤr einen beliebigen 
Werth von #, als für v==4 und für einen beliebigen Bert von r 
was übrigens für ſich einleuchtend iſt. 
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Wenn man bie beiden: Theile des Auddruckes jeber der Größen C 

und C’ beſonders betrachtet, fo kann man auch fagen, daſſ ber erfle 
Theil von C die Wahrfcheinlichkeit ausdrüdt, daſſ die beiden fucceffiven 
Tribunale richtig urtheilen, daſſ der zweite Theil von C die Wahrs 
fcheinlichkeit ausdruͤckt, daff fie beide falfch urtheilen, daſſ der erfte Theil 
von C! die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ das erfte Tribunal falfch und 
das zweite richtig urtheilt, und daſſ endlich der zweite Theil von C’ die 
Wahrfcheinlichleit ausdrückt, daſſ das erfle Zribunal richtig und dad zweite 
falfch urtheilt. Wenn man alfo die Mahrfcheinlichkeit, daſſ der Appel- 
lationshof richtig urtheilt, mit ꝙ bezeichnet, das Tribunal erfter Inftanz 
mag übrigens richtig oder unrichtig urtheilen; fo iſt @ die Summe der 
beiden erften Theile von C und C’ und 1—o die Summe der zwei- 
ten Xheile von C und C’, fo daſſ 


e=7+7v6(1 —)+2105 (1 — 2 +35 04 (L— v)8, 
1 1-7 +7Ü—Nr+21(1—- 82 +35 (1—n)4v8 


iff, was man auch leicht direct finden konnte. Bezeichnet man die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Erkenntniſſ dieſes Appellationshofes durch 
einen zweiten ebenfalls aus 7 Richtern beſtehenden Appellationshof be⸗ 
flätigt wird, mit I’, und bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſes nicht der 
Fall iſt, mit I" und für jeden dieſer 7 Richter bie Wahrſcheinlichkeit 
des Nichtirrens mit ww; fo ergeben ſich die Ausdruͤcke für 7’ und I’ 
aud denen für C und C’, wenn man darin g und fuͤr 7 und v feht. 
Denn man alfo w=» annimmt; fo ergibt fi Daraus: 


T=0e?+(1— 0), ’=20(1 —p), , 


welche Werthe der Bebingung T+T=1 genügen. Nach den Aus⸗ 
druͤcken von C und C* fönnen die von g und 1—g übrigens auch auf 
fetzende Form gebracht werden: 

—-60 1 _ r—tC 

= 2r—ı' I, -T 
Ferner wollen wir die Wahrfcheinlichfeit der Nichtigkeit des Er⸗ 
Fenntniffes eined erften Appellationdhofed, wenn es mit dem Erkennt: 
niffe erfter Inſtanz übereinftimmt, mit P bezeichnen, und mit P', wenn 
ed demſelben emtgegengefeßt if. Wenn man im erfien Kalle fucceflive 
annimmt, daſſ es richtig und daſſ es unrichtig ift, fo wird die Wahr: 
fpeinfichteit des beobachteten Ereigniffes, welches. hier die Uebereinflint- 
mung der. beiden Erkenntniffe ift, in ber erflen Boraußfegung burch den’ 
erften heil von C und in der zweiten Woraudfehung durch den zwei⸗ 
ten Theil von C audgebrüdt. Die Wahrſcheinlichkeit P der erflen Vor⸗ 














außfeßung wird folglich durch ben Quotienten aus dem erſten Xheile 
der Größe C und der Summe Ihrer beiven Theile außgebrüdt. Wir 
haben folglich: 


CP=r[v7-+7»® (1-0)+218 (1—)2+3504(1—)8), 
und ebenfo findet man: i 
CP =(-—r)[p"+7r%(1—v)+2105(1—v)?+3504(1— 0)3], 


welche Refultate fi auch aus den Formeln (9) und (10) ergeben, wenn 
man darin k=r, n=7, i=3 feht, wie ed auch der Fall fein muff. 
. Wenn man bie Bedeutung von E berüdfichtigt, fo tönnen dieſe Glei- 
chungen auch durch folgende erfeßt werben: 


CP=rg, CP=( — 7)0. 


8. 150. Zum Ausſpruche eined Urtheiled erfter Inſtanz find we⸗ 
nigſtens 3 Richter und zu einer Erfennmifffälung des Appellations: 
hofes 7 erforberlih, umd im Allgemeinen werben biefe Meinften Zah⸗ 
len nicht überfchritten, wedwegen wir auch die Zahlen 3 und 7 für 
die Anzahlen der Richter der beiden eben betrachteten, auf einander fols 
genden Tribunale angenommen haben. Wenn man für r feinen Werth 
als Function von zz in die erhaltenen Formeln fubflituirt, fo enthalten 
fie die beiden Wahrſcheinlichkeiten z und ©, weldhe nur aud der Beob⸗ 
achtung abgeleitet werben können; aber leider liefert diefe nur ein ein- 
ziged Datum, nämlich dad Verhältniff der Anzahl der durch die Appel 
lationshoͤfe beftätigten Erfenntniffe erfter Inftang zu “ber Gefanmtzahl der 
vor fie gelangten Urtheile erſter Inſtanz. Um alfo von diefen Formeln 
Gebrauch machen zu können, muff man die beiden Unbefannten z und 
v vermittelft einer befondern Hypothefe auf eine einzige zurüdführen, und 
die Boraudfegung, welche und am natürlichften gefchienen hat, beftcht 
darin, v=u zu fegen, d. h. anzunehmen, daſſ die Richter des erften 
Tribunales diefelbe Wahrfcheinlichkeit, fich nicht zu irren, haben als bie 
‚bed zweiten. 

Bei einer fehr großen Anzahl zu von Urtheilen erfter Inftänz fei m 
die Anzahl der beflätigten und folglich n—m die der nicht beftätigten 


AUrtheile, fo Tann man das Verhaͤltniſſ — für den fehr wahrfcheinlichen 


Näherungdmwerth der mit C bezeichneten Wahrfcheinlichkeit nehmen, und 
wenn man 
c=-, vzu, u= __, 1— ua 


p 1+t art 








ſetzt, fo ergibt fi: 


m_, @-yarrt+2 12-8512) 
Bo (1-41)? ® 
Zu gleicher Zeit Hat man: . 


und wenn man diefe Werthe in den von — fubftituirt , fo erhält man 


zur Beflimmung bed Werthes von Z und folglich zur Beftimmung bes 
Werthes von z eine Gleichung des zehnten Grades. In dem Falle, wo 
eu ift, bleibt der Ausbrud von C derfelbe, wenn man darin z und r 
refp. in 1 — u und 1 — r verwandelt, was der Veränderung von Z in 


1 . 
Fu entſpricht. Hieraus folgt, daſſ, wenn dem gegebenen Werthe von 


2* 
durch einen Werth von Z<] genügt wird, demſelben auch durch einen 
Werth von Z>1 Genüge gefchieht, und in ber That ift die Gleichung, 
von welcher die Unbefannte L abhängt, eine reciprofe, welche bekanntlich 


1 
ungeändert bleibt, wenn man Z in — verwandelt. Man muſſ aber den 


Werth von Z nehmen, welcher größer ift ald die Einheit; denn biefer ift 
ed, welcher einem größern Werthe von u ald 4, d. h. dem Falle ent: 
ſpricht, wo die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend größer ift, ald die des 
Irrens, was man in dem vorliegenden Falle annehmen muff. 

6. 151. Der von der franzöfifchen Regierung herausgegebene Compie 
general de "Administration de la iustice civile gibt für den Bezirk 
jedes Appellationshofes die Anzahlen m und m — u ber beftätigten und 
nicht beflätigten Urtheile für die legten drei Monate ded Jahres 1831 
und für die Fahre 1832, 1833. Aber kaum bei dem Parifer Appella: 
tiondhofe tft die Gefammtzahl u groß genug, um allein zur Beflimmung 
von £ dienen zu koͤnnen, und wir find folglich für jetzt gendthigt, wie bei 
den Gefchworenen , anzunehmen, daſſ die Bahrfcheinlichkeit wu des Nicht: 
irrend für alle Richter Frankreich faft biefelbe ift, fo daf| man zur Be: 
fiimmung von Z die fi auf alle Appellationshöfe von ganz Frankreich 
beziehenden Werthe von m und u— m anwenden fann. Nun ift aber 
für die lebten drei Monate des Jahres 1831, für die Jahre 1832 
und 1833 für ganz Frankreich: 


m=976, m=5301, m=5470, 


u— m=388, u —ıR= 8405, u — m 2617 
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gewefen , woraus fich für diefe drei Perioden: 
” 0,7155, -- 0,6870, —-— 0,6764 
A A p 


ergibt. Die beiden legten Berhältniffe, welche ben ganzen Jahren mt: 
fprechen, find noch nicht um =, ihres arithmetifchen Mitteld von ein⸗ 
ander verſchieden, welches ein ſehr merkwuͤrdiges Beiſpiel des Geſetzes 
der großen Zahlen darbietet.*) Wenn man für m und u die Summen 
der fich auf dieſe drei Perioden beziehenden Zahlen nimmt, fo erhält man: 


m=11747, u=17157, — 7 = 0,6847, 


und wenn man die fi) auf den Parifer Appellationshof begiehenben 
Zahlen allein betrachtete, fo hätte man: 


m—2510, u=3297, -—-— 0,7613, 
A - 


fo daff für den Bezirk dieſes Appellationshofed dad Verhältniff — ſei⸗ 


nen mittlern Werth für ganz Frankreich ungefähr um J feines Werthes 
für ganz Sranfreich übertrifft. 


Wenn man den fih auf ganz Frankreich beziebenden Bert 
0,6847 anwendet, fo findet man: 


I 2,157, UZ 0,6832 ’ 'z= 0,7626, 


Nach dieſem Werthe von 7 kann man alfo etwas mehr ald 3 gegen 
1 wetten, daſſ ein Urtheil erftee Inftanz richtig ift, wenn man weder 
dad Tribunal fennt, von dem es gefällt iſt, noch die Art bed Procefles. 
Auch fieht man, daſſ die Mohrfcheinlichkeit zz ded Nichtirrens für die 
Richter in Civilproceflen den Bruch 0,6788, welcher dieſe Wahrſcheinlich⸗ 
keit fir Die Gefchworenen vor 1832, d. h. ehe dad Geſetz die Beruͤckſichti⸗ 
gung der Milverungsgründe vorfchrieb, ausbrüct, nur ſehr wenig übertrifft 

Bermittelft diefed Werthes von 7, und wenn man bie Werhaͤltniſſe 
‚m 


Ch , —— für die Merthe von C und C' nimmt, erzibt ſ ſich aus 


den Formeln des vorhergehenden $.: 
ö————— —————— — 


’n 
) Diefes Geſet wird von neuem durch ben Werth ves Verhältniffes — — — 0,6958 


für das Jahr 1834 beftdtigt, welcher Werth vor Kurzem in dem Compte 
gencral etc, für das Jahr 1884 von der Regierung bekannt gemacht iſt. 








. 37 
P=0,9479, P'=-0,6109, T—= 0,7466, : 


woraus erheflet, daſſ man faft 19 gegen 1 wetten kann, daff ein von 
einem Appellationshofe beftätigted Urtheil erfter Inftanz richtig ift, und 
wenigftend 2 gegen 1, wenn es nicht beftätigt wird. Auch fieht man, 
baff, wenn man nicht weiß, .ob das Erkenntniſſ zweiter Inftanz mit 
dem erfler Inftanz übereinftimmt, oder nicht, die Wahrfcheinlichkeit Z', 
daſſ es von einem zweiten Appellationshofe, welcher nach denſelben Da- 
ten urtheilt, ald der erfie, beflätigt wird, etwas Heiner ald 3 iſt. Die 
vier Theile, woraus die gegebenen Ausdruͤcke pon C und C* beftehen, 
haben folgende Merthe: 


ro=0,6495, (1 — r)ge=0,2022, 
r(L —0)=0,1131, (L— r)(1— 0)= 0,0352, 


und dieſe Brüche, deren Summe glei der Einheit ifl, druͤcken reſp. 
die Wahrſcheinlichkeiten aus, daſſ die beiden ſucceſſiven Tribunale erſter 
und zweiter Inſtanz richtig, daſſ das erſte unrichtig und das zweite 


richtig, daſſ das erſte richtig und das zweite unrichtig, und endlich, 


daſſ beide unrichtig urtheilen. 
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Anhang I. 


Anwendung der Wahrſcheinlichkeitsrechnung auf 
Die Berechnung Der Lebensrenten, Lebensver⸗ 
ficheruugen, u. ſ. w. 


§. 1. Eine Leibe oder Lebensrente iſt, wie ſchon der Name 
anzeigt, eine folhe, welche einer Perfon A fo lange gezahlt wird, ald 
fie lebt. Der Werth einer folchen Keibrente ift alfo von ver Lebens⸗ 
wahrfcheinlichkeit der Perfon A abhängig, weil es nicht gewiſſ ift, daſſ 
diefe Perfon ein beſtimmtes Alter erreicht. Dedgleichen, wenn ein 
Ehemann feiner Ehefrau eine Wittwenpenfion kaufen will, fo ift der 
Werth diefer. Penfion offenbar von der Kebensmahrfcheinlichkeit beider ab⸗ 
hängig, etc. Es kommt alfo bei Unterfuhungen diefer Art zunädft 
darauf an, die Lebenswahrfcheinlichkeit der Menfchen in den verfchiede: 
nen Altern des menfchlichen Lebens zu ermitteln. Zu dem Zwecke be 
flimmt man durd) Beobachtung, wie viele von einer hinreichend großen 
Anzahl Neugeborener, 3. B. von 1000 oder 10000, am Ende be} 
iften, 2ten, Sten, ... Lebensjahres noch leben. Denn bezeichnen 
wir" die betrachtete Anzahl der Neugeborenen mit a, unb bie davon 
am Ende ded 1ften, 2ten, Sten, ... Jahres noch Lebenden reſp. 
mit @,, @,, Ay, ...5 fo wird offenbar die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
irgend eins diefer Kinder 1, 2,3, ... Zahre alt wird, refp. durch: 


0 6, 0, 0, 
a, ' a,’ a,’ a,’ .... 
ausgedruͤkt. Um aber die Werthe von @,, Ay, Ag, ... zu finden, 
muͤſſte man eigentlich die #4, =1000 oder = 10008 Neugeborenen ihr 
ganzes Leben hindurch beobachten, bis fie ſaͤmmtlich ausgeftorben waͤ⸗ 
ren; allein diefes wuͤrde viel zu weitläufig, fchwierig und unficher fein, 
weil mehrere folher Beobachtungsreihen erforderlich find, um zufällige 
temporäre Einflüffe auf das gefuchte mittlere Reſultat zu befeitigen, und 
ed müflen daher Methoden ausfindig gemacht werden, die Werthe von 
dr @g, Gy, Qg,... welche eine fogenannte Sterblichkeits- oder 
Mortalitätstafel bilden, innerhalp einiger Jahre mit der moͤglichſt 
größten Zuverläfjigfeit zu beftimmen. 





rs 


Halley, welcher die erfte Sterblichleitstafel verfertigt zu haben 
fheint, nahm an, daff fich die Bevölkerung eincd Landes, einer Stadt etc. 
im Beharrungszuftande befinde, d. b. daff jährlich ebenfo viel ge⸗ 
boren werden, ald fterben, und daſſ außerdem die reſp. Anzahlen der 
Lebenden oder Sterbenden von einem Alter von 1, 2,3,4, .... Jahren 
in den fuccefiiven Jahren diefelben bleiben. Um in diefer Vorausſetzung 
die Werthe von @,, Ag, Ag, Gyr ».. zu finden, braucht man nur 
nah den Sterbeliften zu beflimmen, wie viele Individuen von einer 
hinreichend großen Bevölkerung refp. im Iften, 2ten, 3ten, Aten ... 
Jahre ihres Eebend geftorben find. Denn ivenn im Iſten Iahre &,, 
im 2ten Jahre @,, im Sten Jahre a,, im Atem Jahre a,, im 
5ten Jahre «,, ... Individuen geftorben find; fo hat man, weil nad) 
der Vorausſetzung die Anzahl der Verſtorbenen der der Lebenden gleich 
fein foll, folgende Sterblichkeitätafel: 
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Da nun bie Bevoͤlkerung als flationär vorausgeſetzt wird, fo 
folgt, daſſ umgekehrt von ben a, jährlich Neugeborenen reſp. @,, Oz, 
Agı @yr ... dab Ende des 1ften, 2ten, Sten, ten, ... Jahre 
erreichen. Unter biefer Vorausſetzung fann man die Werthe von a@,, 
G,, Agı -.. Thon aus einer Sterbelifle von einem Jahre finden 
und braucht nicht dad allmählige Abfterben von a, Neugeborenen vide 
Jahre hindurch zu beobachten. 

$. 2. Wenn man die Zahlen der vierten Kolumne refp. durch die 
danebenftehenden der dritten dividirt, fo erhält man offenbar die ferzere 
mittlere Lebensdauer für das entiprechende Alter. So iſt z. B.: 


oo+20, +3,44, +50,+.. _04+38ı t3+33+: 
ste ta tes tat... 20 

\ — a,+a,-+a +... 

=14 


die ganze mittlere Lebensdauer eined Neugeborenen, und: 


«a, +20; tamtt Hut. _ ta rs tut: 
+, +%,+a,-+ .. a, 

— +0 ++... 

=, era 


. 


ift die fernere mittlere Lebensdauer eincd jährigen Kindes, u. f. f. 

Hierbei ift aber angenommen, daſſ die Todesfälle plöglih am 
Ende jedes Jahres flattfinden, was jedoch nicht der Fall if. Die vor: 
hergehenden Ausdruͤcke für die mittlere Lebensdauer bedürfen daher einer 
Correction, welche darin befteht, daſſ man J davon abzieht, Denn da die 
Todesfaͤlle während des ganzen Jahres ſtattfinden, ſo kann man annch: 
men, daſſ ſie alle in der Mitte deſſelben ſtattgefunden haben, und alsdann 
leben nach 3, a 53 z . Zahren 
reſp noch 2a,—@,., A, —Q,, A, —Ay, Q, „—a,, ... Individuen, 
und die entſprechenden Wahrſcheinlichkeiten für dad Durchleben Ddiefer 
Zeiträume find: 

70, U, —-a, A, 243 —0, 
—WM a) Ta, Gr. Fe 

Nah 8.69 muſſ man aber diefe Mahrfcheinlichkeiten mit ben int: 
fprechenden Zeiträumen multipliciren und bie Producte adbiren, um ben 
richtigen Ausdrud für die mittlere Lebensdauer zu erhalten. Auf dieſe 
Weife findet man für die mittlere Lebensdauer eines Neugeborenen den 
genauen Auddrud: 
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7 eat satt ) 
—1 „tl +3, +0,+20, + ... 


G) 


u. ſ. f. 

Mit der fernern mittlern Sebensdauer einer Perſon iſt 
jedoch ihre fernere wahrſcheinliche Lebensdauer nicht zu vers 
wechfeln; denn unter diefer verfieht man die Zeit, nach deren Verlauf 
die Hälfte der Perfonen von dem Alter ber betrachteten Perſon geſtor⸗ 
ben find, und alfo die Wahricheinlichkeit, daſſ fie diefen Zeitpunkt er⸗ 
reicht, ebenfo groß ift, als die, daff fie früher flirbt, nämlich jede —=4. 


8.3. Die Vorausfegung, worauf fih die Halley’fche Gonftrucz 
tion der Mortalitätötafeln gründet, ift jeboch nicht naturgemäß; denn 
die Erfahrungen in bdiefer Beziehung haben gelehrt, daſſ die Bevoͤlke⸗ 
rungen nicht flationär find, fondern bedeutenden Veränderungen unter: 
liegen und meiftend beträchtlich zunehmen, d. h. es fterben wenis 
ger, ald geboren werden. Nun ift aber leicht einzufehen, daff in die⸗ 
fem Falle eine Halley’ihe Mortalitätötafel die Lebenswahrfiheinlichkeiten 
in den fucceffiven Altern und die mittlere Lebensdauer zu geting ober 
die Sterblichkeit zu hoc angibt, während bei einer abnehmenven Bes 
völferung das Gegentheil flattfindet. Weberhaupt findet, wenn die Be- 
voͤlkerung nicht ftationär iſt, zwifchen der Anzahl =, ber jährlich 
Neugeborenen und den Anzahlen @,, &, Ey, &g, ... ber im 1ften, 
2ten, Sten, ... Jahre ihres Lebens Sterbenden durchaus feine Bes 
ziehung flatt, fo daſſ man 5. B., wenn jährlich 1000 geboren wers 
den, und in einem Jahre 8 Perfonen in.einem Alter von SO Jahren 
fterben, nicht umgefchrt behaupten kann, bafj von den 1000 Neuges 
borenen auch 8 nad 30 Jahren flerben werben. 


Wenn bie Bevoͤlkerung wieder ald flationär angenommen wird, fo 
geben die Volkszaͤhlungen bie Zahlen aq, Ay, Eyı Egr ... Uns 
mittelbar, und wenn man auf diefe Weife: 


6, Individuen von O bis 1 Jahr 


e = s 1 s 2 = 
6, ⸗ — 2 : 8 = 
6 ⸗ : 3: 4 ⸗ 
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findet, fo hat man folgende Sterblichkeitstafel: 


Alter. | Lebende. Verſtorbene. 
0 





a» e® = ms © 





welche mit der obigen übereinftimmen muff, und von welcher ganz daf- 
felbe gilt. 

8. 4. Berner ift noch zu bemerken, daſſ die an ſich unrichtige 
Dalley’fhe Methode die Sterblichkeitätafeln nad den Sterbeliften zu 
verfertigen, auf befondere Klaffen von Menfchen, 3. B. auf Militär: 
perfonen, Beamte, Werficherte etc. ganz und gar nicht anwendbar if, 
weil diefe Methode- außer der Unveränderlichleit der Bevölkerung noth⸗ 
wendig auch eine natürliche, in fih abgefhloffene, alle Inbi- 
piduen von den ſueceſſi ven Altern in dem natuͤrlichen, aber in keinem 
willkuͤrlich zuſammengeſetzten Verhaͤltniſſe darbietende Bevoͤlkerung vor 
ausſetzt. So z. B. befinden ſich unter den bei der Equitable Sociely 
Berficherten: 

1394 Serfonen zwifchen 10 und 20 Bahr 


8996 ⸗ ⸗ 20 = 830 = 
33850 s ⸗ 30 = 40 = 
451429 ⸗ ⸗ 40 s 50 = 
36489 ⸗ ⸗ 50 = 60 = 
19042 ⸗ £ 60 = 70 = 

6454 =» über 70 Sahr 

161754 


und wenn dieſe Perfonen ald eine Bevoͤlkerung betrachtet werben fol- 
(en, fo wäre diefeibe wefentlich von einer natürlichen Bevoͤlkerung 7 
ſchieden, weil bei dieſer die Anzahl der Lebenden bei den ſucceſſtven hoͤ⸗ 
hern Altern immer kleiner werden muſſ. 
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Nach der Bedeutung ‚ber Aten Kolumne ber Halley’fchen Sterb⸗ 


- 3 —1 5 ..s 
Iichkeitötafel ift die mittlere Lebensdauer — a —— 


anze Bevoͤlkerun anze Bev tetetect. 
er H 
4= Ti 4-1 : —}, weil bei eis 


— jaͤhrl. Geborene 87 jähel. Geftorbene - 
ner ftationären Bevoͤlkerung die Anzahl der jährlich Geftorbenen der 
Anzahl der jaͤhrlich Geborenen gleich iftz folglich erhält man für bie 
wahre mittlere Lebensdauer, wie fie ſich ergäbe, wenn man bie =, 
Neugeborenen ihr ganzes Leben hindurch beobachtete, und fo bie 
Anzahlen a), Ga, ag, ... ber am Ende ded iſten, 2ten, sten, 

. Jahres davon nocd Lebenden beflimmte, offenbar cinen unrichtigen 
Berth, 

$. 5. Da bie Bevoͤlkerungen der meiften Länder Europas zuneh⸗ 
men, fo hat Euler angenommen, diefe Zunahme gefchehe nad) einer 
geometrifhen Progreffion, fo daff, wenn die Bevoͤlkerung in 
einem gewiffen Jahre = 4 ift, diefelbe in dem folgenden Jahre = de, 
im dritten Jahre = Ae?, ... fi. Man erhielte alfo die Erponenten 
e, wenn man die Volksmenge in einem Jahre durch die in dem vors 
hergehenden Jahre dividirte. Nun läfft fich aber leicht zeigen, daſſ, 
wenn bad Verhältniff der Geborenen in zwei auf einander folgens 
den Sahren —e ift, dann auch ſowohl dad WVerhältniff der ganzen 
Bevdllerung, ald dad der Geftorbenen in zwei auf einander 
folgenden Jahren = e ift. 

Die Eül er'ſche Vorausſetzung findet aber offenbar in der Natur 
nicht flatt; denn die in einem beflimmten Jahre Geborenen zeugen nicht 
febon in dem folgenden Jahre wieber Kinder, etwa wie bie Zinfen eis 
ned Kapitald in dem näcften Jahre, zu dem Kapitale gefchlagen, wies 
der Binfen bringen, und wir wollen und daher bei der Euler’fchen 
Methode nicht länger aufhalten, fondern zugleich zu der wahren Methode 
der Eonftruction einer Mortalitätötafel fir eine beliebig veränderliche Bes 
völferung,, wie fie in der Wirklichkeit ftattfindet, übergehen. 

$. 6. Vach der frihern Bezeichnung druͤcken nämlich bie Brüche 
Azpl, opt, op, .... m pH riſp. die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten aus, daſſ ein Neugeborener ein Kir von 1 Jahr, ein 
ljähriger ein Alter von 2 Jahren, ... allgemein ein njähriger ein Als 
tee von (n+ 1) Zahren erreichen wird. Won N Neugeborenen leben 
alfo am Ende des Iften Jahres noch Np}, am’ Ende des Dten Jahres 
noch N psp}, am Ende des Iten Jahres noch NpoPıPa, ... umd alls 
gemein am Ende des (n-+1)ten Jahres noch N pb ptp3..... Pr. 
Man hat demnach folgende Mortalitätstafel: 
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Dieſe Methode zur wirklichen Berechnung einer Mortalitaͤtstafel 
gewaͤhrt den Vortheil, daſſ man die ganze Arbeit in mehrere Abthei⸗ 


— — — — 
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fungen theilen Pann, indem man bie Sterblichleitögefebe für ‚mehrere 
Gruppen von Lebensaltern einzeln beftimmt. 

Nach der vorhergehenden Mortalitätstafel wird alfo bie mittlere 
Kebensbauer eined Neugeborenen Kindes audgebrüdt durch: 


1+p0 +paPItpoPpIP2 wpopipapst . 


=1i4+pstpitpstpst -- 
—£ı 2 — . 2. Ss 
weil offenbar —.p7 * Fand =p3,pip?pi3= Fra 


— 278, ete. | d lere Lebensd der als di 
—p8 etc. iſt, fo daſſ fe. mittlere ebenödauer wieder ald bie 


mathematiſche Hoffnung erfcheint, welche ein neugeborened Kind 
bat, das Ifte, 2te, Ste,... Jahr zu bdurchleben; denn man fann 
ſich die Wahrfcheinlichkeiten pl, pt, 3, .... alle mit 1 Jahr muls 
tiplicirt denten. Bon viefem Werthe der mittiern Lebensdauer muff 
aber nad) dem weiter oben Geſagten 4 abgezogen werben, um den 
wahren Werth derfelben zu erhalten. Der wahre Werth der mittlern 
Lebendbauer eined neugeborenen Kindes ift alfo: 


2 HHrHRaH+ ra +.... 
Die fernere mittlere Lebensdauer eines njäbrigen ift: 


It +: 


' 


P, 
und bie eines (n-+- yjlrigen: 
n.4 . 
—— u Ze = Pu 
folglich: 
=44r," (Pu ,t8)- 
Aus diefer legten Gleihung folgt: 
pe _ Pat 
” Pants 


und wenn man 1 folglich eine Tafel der mittlern Lebensdauern hat, ſo 
kann man daraus cine Mortalitaͤtstafel ableiten, weil ber lebte Aus⸗ 
druck fucceffive die Werthe von pl, Pf, .... und folglih Die Ans 
zahlen der von irgend einer Anzahl Neugeborenen am Ende‘ bed 1fien, 
2ten, Bten, .... Jahres noch Lebenden gibt. 

Die Fernere wahrfheinliche Lebensbauer. deriet nach 


dem weiter oben Geſagten für ein neugeborenes Kind 2 Jahre, wenn 
pip3pE .... pPr_ 4 ifl, für ein Ijähriged Kind m Jahre, wenn 
Pr.p3-PR ---- =} ift, und allgemein für ein sjähriges r 
Jahre, wenn pit! .piiT. Pr er if 

8. 6. Wir wollen nun noch dad erfahren mittheilen, wie Ro 
fer*) aus den Liſten der Verfiherungsanftalten die Sterblichkeitsgcſetze, 
oder die Werthe von Pi ‚, befonderd für das hohe Alter, ableitet. 


Aus den Liften ſzicher Inſtitute entnimmt man die in jedem Jahre 
Aufgenommenen (a, b, c, .. ), die in jedem Jahre Verſtorbenen 
(&, 6, y, ...) dem Alter nach; die Aufgabe iſt nun, aus dieſen 
Datis die Sterblichkeit in den verfchiebenen Altern zu finden. 

Wir feben voraus, daſſ man aus den Liften eine gewiſſe Anzahl 
von Sahren oder Jahrgängen heraushebt, und daſſ man bei der Be 
nutzung der Liften jorgfältig die Jahrgänge unterfcheide, worauf bier 
alles ankommt; daſſ man aljo nicht blos wiſſe, es feien überhaupt 
binnen 10 Jahren fo und fo viele Zöjährige 5. B. aufgenommen wor 
den und geftorben, fondern daff man dieſe Zahlen für jedes der 10 
Sahre einzeln notirt habe. 

Es feien demgemäß aufgenommen: 


Zojährige im Iften Jahre a,, im 2ten a, , im sten a,, u. ſ. w. 


21 = ⸗ ⸗ o·3 bi, ⸗ ⸗ ba, 3 

22 5 ⸗ Cor 2 3 Cor —2 Ca, ⸗ 

23 s = ⸗ du: = = d,, =: = dh, ⸗ 
u. ſ. w. 


wobei wir vorausſ chen, daſſ 20 Fahre das niebrigfte Alter der Aufnahme ſei. 
Ferner feien geflorben: 


Zojährige im Iften Jahre @,, im 2ten @, , im Sten @,, u. ſ. w. 


21 >= s ⸗ ⸗ o°: > 81 ⸗ ⸗ 83 ⸗ 
22 = z 2 E Yo g ⸗ Yı 2 ⸗ Ya 3 
23 =: ⸗2 ⸗ o2 ⸗ ⸗ Ö, ⸗ 


Somit gab es Überhaupt 20jaͤhrige a, ta, Fa, . .., da⸗ 
von ſtarben von 20 bis 21 Jahr @,t«, +a,+. . Alfo in die bie 
Wahricheinlichleit eines 2Ojährigen, 21 Jahr alt zu werden ober P3o 
(2) +, — 0) + —2)+ ... 

“tra t0+ .:. " 


*) Dis Gefepe ber Lebentdautr. Merlin 1889, 
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Bas nun bie Zahl der Zljährigen anbetrifft, fo „et fe fih zu⸗ 
fammen 1) aus ber Bahl ber Aufgenommenen &,+2d, +, + .. 
2) aus ben 20jährigen, welche fucceffive 21 Jahr alt wurden, und 
deren Anzahl beträgt (a, —&, )+(a, —- —, - ,) . .. Die 
Zahl der 21jährigen beträgt folglich —* +5,+... +(a, — a) 
Feen r lan )+ ..., und da hiervon im 22ften Jahre 
Botßı 682 . .. ſtarben, fo iſt die Wahrſcheinlichkeit cinch 2Njaͤh⸗ 
rigen, 22 Jahr ait zu werden, oder 


pe — (rl, —-a)t.. tot l: met 
a (@,-—o o—-%,)+(a, — -2,)-+ ... ‚+bo+b, —x +. . 
Auf dieſelbe Weiſe ergibt ſich: 


3* 
(aa —o) ta, a,)+... tb, Bott, Pr. +le o-r0)Hleı—r >. u 


(a0—a0)+a, -a,)-+F...+ + (bo Bo) +, -,)+- „totatn+... 
u. ſ. w. 


Das Geſetz, nach welchem diefe Wahrfcheinlichleiten gebildet wer⸗ 
ben, gebt aus diefen Werthen hervor. Es handelt fi dabei offenbar 
nur darum, den Zähler zu finden ; der Nenner ergibt ſich aus dem Zaͤh⸗ 
ler, wenn man die Zahl der in dem betrachteten Lebensalter Sterben 
den fortläflt. So erhält man 3. B. in P3i ? die Nenner, wenn man 
im Sähler By, 81, Par... wegläfft;z in dem Zähler von Paz laͤfft 
man zu dem Ende yo, Yı, Yar -. herauefallen. 


Mas aber die Bildung des Zählerd anbetrifft, fo wird man Fol⸗ 
gendes nicht uͤberſehen. Nehmen wir an, man benutze nur vier Jahr⸗ 
gänge des Inftitutö, fo gibt ed auch nur vier Werthe von den a, den 
b,....den«,ß, uf. w., von denen übrigens vicle = 0 fein koͤn⸗ 
nen. Run ift es einleuchtendb, daſſ die @,, welche im vierten Jahre 
aufgenommen wurden und 20 Jahr alt waren, die Zahl der 2 1jährigen 
noch vermehren, dagegen feinen Einfluff mehr auf die 22jährigen und 
noch weniger auf die Altern üben werben; ebenfo find dann: 











bie a, 2Ojährigen noch auf die 22jährigen 


Die a N) ⸗ s2 ⸗23 * 
die 7 ⸗ ⸗ ⸗8 24 = 
von Einfluff. Daher würbe unter diefen Umfländen 2 


21 _&,—e)+le, —e,) ta, —0,)+(a,— 0) 
Po= 7 +2, ta, ta, u 
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Ä Pa = | 
a,—a0>tla, -a,)Ha,-2,)b,Po)ttbıP, IB — Be) Hbp) 
(ae) ta, —er)-Haz ug) Hbotbı that bs 


Hier fällt in p37 fowohl a, ald &, heraus; bei dem folgenden 
p2> voürbe nicht allein a, und a@,, fondern nun auch 5, und ß, 
fortgelafien werden müffen. Daraus ergibt ſich die Regel für die Bil 
dung: ded Zaͤhlers, welche flattfindet, die Zahl der benußten Jahrgänge 
mag fo oder fo groß fein. Seber meu⸗ Zaͤhler erhaͤlt Differenzen mit 
einem neuen Buchſtaben 6 B. —37 Differenzen mit dem Buchſtaben 
b und 6), und dafür fällt von jebem bereitd vorhandenen Buchffa⸗ 
ben eine Differenz fort [3. 3. in p2? die Differenz (os —@p)]. 

Es hat fomit feine Schwierigkeit, die Größen p24, pii, Pay 
... in Buchſtaben anzugeben; was aber die Rechnung mit Zahlen an: 
betrifft, fo wirb fie durch. folgendes Verfahren mit großer Leichtigkeit 
“auszuführen fein. 

1) Man bilde bie Differenzen a, on ‚a, — , Ag —Ige- 
und bezeichne fie mit A), Ag, Ag, ...; ebenfo nenne man bie Diff 
renzen 5, — Bo, 6 457 ... Bi, Bar... Hat man z. B. 30 
Jahrgänge gewählt, fo erhält man 30 folher Werthe A bis Aggı B 
bis Bgo, CE bis Cgo uff. Nimmt das Inftitut nur bis zum Hoflen 
Jahre auf, fo gibt ed unter den Aufgenommenen keine, welhe 
61 und darüber alt wären; nur Todte dieſes Alters gibt es 9, %ı 
uf. w. Zieht man biefe Zodten von ben Aufgenommenen ab, fo wer: 
den fie negativ, da feine Aufgenommenen vorhanden find; ald negafive 
Größen muff man fie auch in die folgende Rechnung einführen. Dal 
felbe kann übrigens auch bei allen übrigen Altern vorfommen. Es fann 
z. B. a, ober bie Zahl der im ten Jahre aufgenommenen 20jähri: 
gen gleih NuN fein. Sterben im 2ten Jahre zwifchen dem 2often 
und 21ften Jahre a, , dann iſt a, — a, =—e,, und muff aud ſo 
zur Berechnung gebraucht werben. 

2) Man bilde folgendes Schema: 


| A|A 
A,| A444, 
A,| A+4,+4, 
4,|A+4A, +4,44, 
u. ſ. w., 


indem man bie Werthe von A, Ay, Ag,... unter einander ſchreibt— 
und fie von oben ber fucceffive abbirt. Dabei kann man 4A42 mit 





A? bezeichnen, indem die Zahl 2 über A angibt, baff zwei folcher 
Werthe addirt worben find. AA, 4, kann man mit AU be 
zeichnen u. ſ. f. bid 42°, 

Ebenſo verfahre man mit ben B,C,D,... und bilde bie 
Sunmen. B?2, B3, B*,.. ‚C3,cC%,... D2, D8, D%,. 

3) Die auf folche Weiſe et Werthe schreibe man in fol. 
gender Ordnung: 


43 9 A293 | 423 427 426 A425 .... 
BBo B29 B28 B?7 | B2#6 BR 
Cao (29 c23 C?27.|.... 
30 D?9 D2s | .... 
| E30 E29 


Der horizontalen Reihen giebt es bier fo viele, als es Lebensjahre 
von dem 20ften ab gibt. Allein auch die Zahl der verticalen Reihen 
ift nicht größer. Denn nehmen wir dad Ende des Lebens bei BO Jah⸗ 
ren an, und bie Zahl der benugten Jahrgänge =30, fo ift es Har, 
daff von den Yojährigen nur das eine Glied 730 vorhanden iſt, aber 
nicht 229, 228 u. ſ. w. In der That kämen 229, Z728,... 
nur dunn vor, wenn die Hojährigen 91, 92, .. Jahre alt würden, 
weiches gegen bie Vorausſetzung iſt. Ebenfo fommen von den SPjährigen 
nur die beiden Größen F30, Y2°9, aber nicht die mit einem gerin« 
gern Inder vor. Und fo aufwärts bis zu den Gljährigen,, von denen 
zuerft alle 30 Werthe gebraucht werden. Daber gibt es bann der vers 
ticalen Reihen eben fo viele, ald es Buchflaben 1, B,C,.... ober 
Lebensalter über 20 Jahre hinaus gibt; außerdem fieht man, daſſ in 
einer folchen verticalen Reihe nie mehr als höchflend 30 Ziffern unter 
einander zu flehen kommen. 

Bei der Berehnung hat man übrigens auf dad eben Gefagte 
nicht weniger zu achten; denn felbft wenn man die Werthe 229, 223, 
..., F28, Y27, ...u. ſ. w., die hier nicht gebraucht werden, hinges 
ſchrieben haben ſollte, fo find fie, wie man gleich fehen wird, unſchaͤdlich. 

3) Man addire die Verticalreihen, fo gibt ihre Summe die Z aͤ h⸗ 
ler von pa,» p2t, p22 u. f. w. der Reihe nah. Die Summe F 
erſten Verticalreihe oder 430 gibt z. B. ben Zähler von pꝛ, 
43 Z(a, — a,)-Hla, —a,)t(ag —a,)t+ ... iſt. Die An 
zahl der p wird bebingt durch daB höchfte SebenBalters. ift daſſelbe z. B. 
99 Jahre, fo gibt es 70 ſolcher Werthe >, und daher ſchadet es nicht, 
wenn man in das vorige Schema die Größen 229, 22° u. ſ. w 
gebracht hat. 


5) Um nun auch die Renner zu haben, abbire man zu ben 
Zählen die Zahl ber Todten nad den verfdhiedenen Altern, alfo zu 
A3° vie Zahl a, te, , ...; zu der Summe ber zweiten 
Berticalreibe (429 +B3°) die Baht Pt, trP,+ ...35 zu der. 
Summe der 3ten Berticalreihe die Zahl y,+Y, +Y2+ ... u. f- w. 

Die fo erhaltenen Werthe find die Nenner von p2), p2r, p2}, 
... und daher find dann diefe Größen felbft befannt und die Operation 
beendet. 

Aus den Wahrfcheinlichleiten Tann man auf die zu Anfang bes 
6. 5 angegebene Weife die Kolumne ber Lebenden berechnen, wie fie in 
der Mortalitätätafel uͤblich iſt. 

Nah einem Ueberichlage halte ich mich überzeugt, daſſ die ganze 
Rechnung nah diefer Anordnung in fehr kurzer Zeit zu machen fein 
wird, vorausgefeßt, dafi die Menge der Aufgenommenen und Berflor- 
benen den Liften bereitd entnommen ifl. Ueber diefe letztern find fol- 
gende Bemerkungen zu mahen. Die Rechnung ſetzt voraud, daſſ alle 
Verftorbenen auch zu den Aufgenommenen gehören, und diefe Bedin- 
gung ift dann von felbft erfüllt, wenn man die Liſten einer Gefelifchaft 
von ihrer Gründung an benugt. Kann man diefed nicht, wendet man 
vielmehr die Beobachtungen von irgend einem Jahre nach ber Stiftung 
des Inftituted an, fo muſſ man die vorher Aufgenommenen, fo viel 
ihrer noch am Leben find, je nad dem höhern Alter, das fie nun: 
mehr erreicht haben, in Rechnung bringen, indem man fie wie neuer- 
dings, aber in diefem höhern Alter Aufgenommene anfieht. 

Ein zweiter zu berudfichtigender Punkt iſt, daſſ aus folchen Ge: 
fenfchaften mehrere ausfcheiden werden, über deren Zodesjahr man nichts 
erfährt. Mit der Kategorie dieſer Individuen verfährt man fo, daſſ 
man fie entweder ganz aus der Rechnung läfft, und fie alfo auch von 
den Aufgenommenen ausſchließt, oder man benugt die Jahre, welche 
fie mit dem Inſtitut verbunden gemwefen find, auf folgende Art. Aus 
den Liften entnimmt man die Zahl diefer Perfonen, dem Alter und 
Sahrgang nah, in welchem fie ausſchieden, und zieht fie von ben 
in bemfelben Alter und demfelben Jahrgang Aufgenommenen ab. Mit 
den Uebrigbleibenden verfährt man dann weiters wie mit den Aufge: 
nommenen vorber. 

Inzwiſchen, wenn man bie Außfcheidenden folder Art in Rechnung 
bringt, fo bat man voraudgefegt, daſſ fie fi fletd zu Anfang des 
betreffenden Jahres von dem Inftitute trennten. Dies ift in der Wirk 
lichkeit nicht der Fall, viclmehr fcheiden fie im Laufe des Jahres aus. 
Es mögen 3. B. in Summe 600 Perfonen zu Anfang ded Alters 30 
vorhanden fein, und davon in Summe 28 außfcheiden; fo nimmt uns 











fere. Rechnung zu Anfang des Jahres 272 an, währmb bie 28 boch 
nicht gleich im Anfang, fondern nach und nah austreten. Gebt man 
> B. voraus, daſſ der letztere regelmäßig gefchehe, an einem Tage 
des Jahres fo groß fei ald am andern, fo ftellt die Bahl der zwifchen 
dem Alter 30 ımb 31 vorhandenen Individuen eine gerade Linie bar 
und im Mittel gab es dann an einem Tage 500 — }.28 ober 486 
Derfonen. - Man würde folglich von den Ausſcheidenden, in dem Jahre 
des Austritis, nur die Hälfte in Abrechnung zu bringen haben, und 
für die folgenden Jahre erfi ihren vollen Wert. Brune nimmt an,*) 
daſſ die eine Hälfte der Audfcheidenden in der Mitte bed Jahres abs 
gebe, die andere am Ende deſſelben. In ber erften Hälfte find dann 
folglich 508 vorhanden, in der zweiten 486 und im Mittel des Jah⸗ 
res 403 oder 500— 4.28. Daher bringt berfelbe nur den vierten 
Theil der Audtretenden in dem Jahre des Audfcheidend in Abzug. 


Diefe Correction iſt im Ganzen nicht bebeutend, fie wird durch 
die Unrichtigbeit, welche überhaupt bei der Rechnung nach vollen Jahren 
flattfindet, aufgewogen. Um fie jedoch anzubringen, vollende man zu⸗ 
erfi die Rechnung ohne Rüdfiht auf die Correction und laſſe daher 
den Austritt zu Anfang ded Jahres gefchehben; man ermittele alfo die 
Zäpfer und Nenner der Wahrſcheinlichkeiten p23, p2?, ... Nachdem 
dies bewirkt, abdire man ſowohl zum Zähler, ald zum Nenner von 
p2! die Hälfte oder nah Brune Ztel aller zwiſchen dem 20 und 
Diften Lebensjahre Ausgeſchiedenen, zum Zähler und Nenner von p2? 
die Hälfte oder Ztel der im 21 — 22ften Lebensjahre Ausgefchiedenen, - 
u. f. w. Die Refte geben dann durch Divifion die verbefferten Werthe 
von p2!, p2t, ... De Grund biefes Verfahrens fieht man ohne 
alle Schwierigkeit ein. 

Die Zahlen, welche am Ende ermittelt fein werben, beduͤrfen jes 
doch noch einer Verbeſſerung. Die Aufgenommenen nämlich flanden 
nicht genau in dem Alter, welches man in der Rechnung ihnen zu= 
fehreibt, und man ift z. 3. genöthigt, diejenigen, welche bis 6 Mo⸗ 
nate über 20 Jahre alt find, noch zu den 2Ojährigen, und die übri- 
gen zu den 2ljährigen zu zählen. Hierdurch entfiehen in dem End⸗ 
refultate Unregelmäßigkeiten, die man am beften in der Kolumne ber 
Lebenden, wie fie aus den Werthen von p berechnet wirb, vers 
beſſert. Zu dem Zwede kann man in dem kleinen Intervall einiger 
Jahre die Sterblichkeit als gleichförmig betrachten , fa daſſ die Zahl 


der jährlich Sterbenden ſich in diefem Intervall gleich bleibt, oder man 


°) Srelle, Zournal u. ſ. w. 8b. 16. p. 59. 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeiter. ꝛtc. 25 








‚bringt bie Verbefferung wmittät der Formel für bie Lebenden an, welche 
weiter unten mitgetheilt werben wirb.< 


Mathematifches Gefek der Sterblichkeit. 


8. 7. Es haben fidh mehrere Gelehrte bemuht, dad GSterblichkeiti- 
geſetz durch eine Formel audzubrüden; allein keine gibt fo genau, 
mit der Erfahrumg übereinflimmende Refultate, als die vm Meofen 
welche das Sterblichleitögefeß dahin beſtimmt: dafi die Anzahl der 
von einer gegebenen Anzahl neugeborener Kinder bi5 
zu einem befliimmten Lebensjahre Berfkorbenen der viert 
ten Wurzel auß diefem Lebensalter proportional ih 
fo daſſ, wenn x diefes Lebendalter bezeichnet, die Anzabl ver bis u 


4 
diefem Jahre Verſtorbenen —aY iſt, wo die Conflante = offendar 
die Anzahl der im erften Jahre verflorbenen Kinder ausbrudt, und 
ungefähr = 186,2 if, wenn der Kürze wegen die Anzahl ber Neu: 
"geborenen = 1 gefekt wird. J 
Die Anzahl der in dem Alter x noch Lebenden wird alſo ausge⸗ 
drüdt durch: 


> 


4 
1—aV T. 


Dear Werth a laͤſſt fih auch durch Beobachtungen für irgend ein an 
dered Alter finden; denn nach der weiter unten mitgetbeilten Kerfe 
boomfchen Mortalitätötafel erreihen 3. B. von 1 Geborenen 0,627 
dad 12te Jahr, und man hat folglich: 


— 
1—aV 12 = 0,627; 


__ 9,373 


alfo: = — 0,2004. 


Yı2 ; 
⸗ y 
Vergleiht man die nach der Formel 1—aV x für die fuccef: 
fiven Alter bis ungefähr zu 30 Jahren von 1000 Neugeborenen noch 


Lebenden mit der Kerfeboomfchen Mortalitätötafel, fo erhält man 
folgendes Schema: 










Lebende Lebende 
Alter! nad nad) 
Kerfeboom. der Formel. 


Lebende Lebende 
nad) nach 
Kerſeboom.der Formel. 





| 





| 1000 600 
1 804 594 
3 768 588 
3 786 58323 
4 709 577 
5 688 5723 
6 676 567 
7 664 562 
8 653 557 
9 646 553 
10 639 548 
11 638 544 
12 627 510 
13 621 586 
14 616 553 
15 611 528 


woraus erhellet, daſſ die aus der Formel abgeleiteten Refulfate ſehr 
gut mit denen der Beobachtung übereinftiinmen. 


Bis zum 2öften Lebensjahre gibt bald die Formel und bald die 
Beobachtung etwas mehr Lebende; aber von da ab gibt die Formel 
beſtaͤndig mehr Lebende, und zwar zunehmend mehr. In der That iſt 
auch die Formel: 


4 . 
1—0,2V x 


nicht bid zum höchften Alter anwendbar; denn fol fie verfchwinden, 
d. h. die Anzahl der Lebenden = 0 fein, fo muff 2=5*= 625 fein, 
oder das hoͤchſte menfchliche Alter muͤſſte 625 Jahr betragen. Hiers 


aus erhellet ſchon, daſſ vom 25ſten oder SOften Jahre an, zu aVz 
ein neues negatived Glied treten muff, welches in dem erften Biertel 
ober Drittel des Lebens ganz unbeträchtlih ift, für größere Werthe 
von x aber beträchtlicher wird und bewirkt, daſſ ſich dad Leben gegen 
das Voſte Jahr fchließt. 

Wil man die wahrfcheinliche Lebensdauer für ein neugeborened 
Kind beftimmen,, fo bat man: 

25" 


388 
10/74; 
sed)‘ 


Wenn man die Formel aVz z zur Beſtimmung ber Anzahl der 
in den erfien 24 Stunden ihres Lebens ſterbenden Kinder anwendet, 


— 

alſo 2135 ſettt, fo findet man, daſſ die Anzahl der in dieſem Ar 
“ter Berftorbenen der dur Beobachtung gefundenen Anzahl der Todt⸗ 
geborenen faft glei if. Bei der Vergleihung der aus ber Bor 
mel abgeleiteten und der durch Beobachtung erhaltenen Refultate mül: 
fen aber, wenn zwiſchen beiden Uebereinftimmung fattfinden ſoll, die 
Zodtgeborenen ſowohl mit zu den Geborenen, ald zu den im erſten 
Jahre Verflorbenen gezählt werben, und wenn diefed geſchieht, fo er: 
gibt fih, daſſ bi8 zum SOften Jahre die aus der Formel abgeleiteten 
Refultate mit den durch Beobachtung erhaltenen fo gut übereinfkimmen, 
als fi) bei. der fortwährenden Weränderung der Bevölkerung nur er- 
warten laͤſſt. 

Wenn man die Zahlen der Lebenden in dem erſten Biertefjahre 
und in ben fpätern Alten graphiſch darftellt, alfo eine fogenannte 
Lebenscurve conftruirt; fo fieht man, daff e8 daffelbe Gefek ifl, 
vermöge deſſen in der erften Zeit nad) der Geburt eine fo große An- 
zahl Kinder und fpäter verhältniffmäßig viel weniger Perfonen fterben, 
und folglich rührt die große Sterblichkeit der Kinder von keinen zufäl- 
ligen Urfachen her, fondern ift dem allgemeinen Sterblichkeitsgeſetze ge⸗ 
maͤß. 


Wie wir vorhin geſehen haben iſt der Ausdruck Vz für bie 


Anzahl der Geftorbenen, oder 1 _aV: für die der Lebenden nur bis 
zum SOften Jahre anwendbar, und für bie höhern Lchendalter gibt 
Mofer feiner Sormel folgende Geſtalt: 


0,7125.%°--— 0,1370 t-—— 
1—0 ey; MN 9_—-__-V rl? 
’ 105 108 ⸗ 


Durch Vergleichung der aus dieſer Formel abgeleiteten Anzahlen 
der Lebenden in den ſucceſſiven Altern von 20 bis 80 Jahren mit den 
von Brune aus ben Erfahrungen ber allgemeinen Wittwenverſorgungs⸗ 
anſtalt zu Berlin erhält man folgendes Schema: 


Eebende 
Tu N Differenz. 
Bormel | Brune | 
DT U 
0,577 0,577 0,000 
0,514 0,511 | —+-0,003 
0,487 0,483 —- 0,085 
0,458 0,454 -+ 0,004 
0,128 0,426 —- 0,002 








0,358 | 0,863 | — 0,005 
0,315 | 0,320 | — 0,005 


0,267 | 0,266 | -+0,001 
0,212 | 0,199 | -+o,013 
0,147 | 0,129 | -+0,018 
0,073 | 0,065 | -+0,008 


woraus erhellet, daſſ die Moferfche Formel fehr gut mit diefen Ers 
fahrungsrefultaten, die alles Zutrauen verdienen, übereinftimmt. Die 
Erfahrungen der. Berliner Wittiwenverforgungsanftalt beziehen ſich zwar 
nur auf Frauen, welche im Allgemeinen eine größere Lebensdauer ha⸗ 
ben, als die Männer; allein man ift bis jet, nicht im Stande, ben 
Unterfchieb der Lebenöverhältniffe beider Gefchlechter genau in Rechnung 
zu bringen. Nach mehrem Schriftftellen fol der Unterfchieb der Les 
bensfähigfeit zwifchen beiden Gefchlechtern gleich nach der Geburt am 
größten fein, wofür auch die verhältniffmäßig größere Anzahl tobtges 
borener Knaben fpriht. In den fpätern Sahren foll ſich jedoch der Uns 
terfchieb umkehren und zu Bunften des männlihen Geſchlechtes aus⸗ 
fallen , fo daſſ daß Iehtere vorzugsweiſe die hoͤchſten Alter erreicht. 
Wenn ſich diefed wirklich fo verhielte, fo dürfte man annehmen, bafl 
der Unterfchieb der Lebendfähigkeit in den mittlern Lebebensjahren nicht 
beträchtlich fein werde. Es laͤſſt fich jedoch hierüber nichts Beſtimmtes 
fagen, da die wenigen Mortalitätötafein, welche die Gefchlechter unter 
ſcheiden, nicht zuverläffig genug find, Dagegen läfft fich leicht zeigem, 
daſſ es bei der Beſtimmung der Echensverhälmiffe einer gemifchten Be 
völferung in ben mittlern und höhern Altern Eeinen bedeutenden Unter 
ſchied macht, wenn dazu nur Beobachtungen über Frauen benußt 
werben. Ferner ift aber zu bemerken, daſſ ſich dad Leben in den hoͤch⸗ 
‚fen Altern nah der Moferfchen Formel fchneller fchließt, ald nad 
dem gewoͤhnlichen Mortalitätstafein; jedoch laͤſſt fich bis jetzt nicht mit 
Gewiſſheit entfcheiden, ob ein plößlicher, oder ein allmähliger Bes 








fchluff des Lebens naturgemäß iſt, weil das höchfte After bei ben ge 
wöhnlichen Angaben abſichtlich übertrieben wird. Gleihwohl ift Mofer 
felbft nicht geneigt, feine Formel auch für bie legten Jahre des Lebens 
gelten zu laſſen; denn nach allen bisherigen Mortalitätstafein nimmt 
die Anzahl der jährlih Sterbenden, nachdem fie bis zu einem gewiſſen 
Sabre im hohen Alter zugenommen hat, wieder ab, und zwar: 


im 6Vſten Jahre nah Suͤßmilch, 
:» 78= = s Kerfeboom, 


s» 3- =: - DWargentin, 
:s 75 ⸗ s Deparcieur, 
- 70s = - Brune (Männer), 
=» 732 = = Brune (Frauen), 


wogegen die Moferfche Formel diefe Erſcheinung nicht reproducitt, 
weil nach ihr die Anzahl der jährlih Sterbenden bis zum hoͤchſten Al⸗ 
ter fortwährend zunimmt. 


4 
Da bi8 zum SOften Jahre die beiden cerften Glieder 1—aV x 
und bis zum 60ſten Jahre die vier erften Glieder: 


4 “__ —W 
LV x? —.cV z17 

der Formel zur Darftellung der Beobachtungsrefultate genügen, fo hält 
es Mofer für ſehr wahrfcheinlich, daff die vollſtaͤndige Formel 
für Die Anzahl der Lebenden in den fuccefjiven Altern eine unendb 
liche Reihe fei, deren fpätere Coefficienten fich aber ſchwerlich durch 
Beobachtungen beftimmen laffen. Mofer felbft brüdt fich hieruͤber · fol⸗ 
gendermaßen aus: 

2Es hat nach meiner Anſicht ein untergeordnetes Intereſſe, das 
hoͤchſte Altersſtadium noch genau durch die Formel darzuſtellen; viel wich⸗ 
tiger ſcheint es, daruͤber zur Gewiſſheit zu gelangen, ob der definitive 
Ausdruck eine unendliche Reihe ſei, bei welcher Gelegenheit ſich 
die Frage entſcheiden ließe, ob dem Leben bei einem gewiſſen Alter 
eine Grenze geſteckt ſei, und ob die hohen Lebensalter von 150, 160 
Sahren, welche Einzelne erreicht haben, nad ber Natur ded Geſetzes 
für erreihbar zu halten find, etc. Diefe Fragen werden kurz abge⸗ 
ſchnitten, und nichts weniger, als erledigt, wenn man durch einige we⸗ 
nige Glieder blos eine Uebereinſtimmung der Formel mit den Beobach⸗ 
tungen in den hoͤchſten Altern beabſi chtigte, welche an fih ſehr uͤnwe⸗ 
ſentlich iſt.« 

»Die hoͤchſte Altersklaſſe muſſ man daher wohl für jetzt auf ſich 
beruhen laſſen; dem theoretiſchen Intereſſe zu genügen, find die Be 





201 


obadhtungen unvermoͤgend. Es gibt, bünft mich, in dieſem Betracht 
nur eine Audfiht, zur Kenntniſſ der vollftändigen Formel zu gelangen, 
und dieſe befteht darin, daſſ man in den numerifchen Coefficienten der 
erſten Glieder irgend ein Geſetz entdeckte, woraus die folgenden a priori 
abzuleiten ſein wuͤrden. Zu dem Zwecke jedoch muͤſſten dieſelben mit 
großer Zuverlaͤſſigkeit und mittelſt ſolcher Beobachtungen uͤber ganze 
Bevoͤlkerungen gefunden worden fein, welche früher erörtert ſind.« 

Bu bemerken ift noch, daſſ bie Formel nicht auf die Beflimmung 
der Anzahl der Individuen vor ber Geburt oder der Embryonen bis 
"9 Monate vor diefer Zeit anwendbar if, weil fie für einen negativen 
Wert) von = imaginär wird, obgleich die Frage nad) ber Anzahl der 
Embryonen bis 9 Monate vor der Geburt an ſich nicht abfurd if. ' 

Da die Fomel: | 


_® 1257, = 1 —— 
1—0,2 _ TV — —— 


die Anzahl der zu irgend einer Be, von der Geburt an gerechnet, noch 
Lebenden auöbrüdt, fo erhält man offenbar die Geſammtzahl der in: 
nerhalb eines gegebenen Zeitraumes, z. B. zwilchen dem 10ten und 
2ofien Jahre Lebenden, wenn man von jener Formel, ald Differenzials 
quotient betrachtet, das Integral zwiichen den gegebenen Grenzen, b. h. 
‚von 10 bis 20 nimmt. Es iſt alfo die Gefammtzahl der von 10 bis 
20 Jahr Lebenden: 


20 «_ 9,7125. 0,1570 ,% — | 
S[ (1-02V7- ME 5 _ 2 zi ")=13,194-7,151 
10 105 108 
"  =6,043. 


Wenn man 83 Jahr als das hoͤchſte Alter betrachtet, fo erhält 
man die ganze Bevoͤlkerung — 35,59, indem man das vorhergehende 
Sntegral von O bid 84 nimmt, wobei immer voraudgefest wird, daſſ 
jährlich einer geboren wird. 

Auch die fernere mittlere Lebensdauer laͤſſt fich leicht 
für ein beflimmtes Alter finden. Denn fucht man die Anzahl der Pers 
fonen, welche diefes Alter überleben und dividirt Fe durch die An⸗ 
zahl derer, welche es erreichen, fo erhält man offenbar die gefuchte 

. zn mittlere Lebensdauer für die betrachtete Perfon. 

Eine Bergleihung der nah der Moferfchen Formel berechneten 
ferneren mittlern Lebensdauern mit den von Brune, Finlaifon und 
Dopgrcieyr nach der Erfahrung beftimmten, gibt folgendes Schema: 





28 
Mittlere lebeusdbanen. 


Alter. Formel, Bruue. |Finlaifon. |Deparcieuzx. 











40,65 41,8 43,46 





15 

20 38,75 28,4 40,08 
30 833,15 332 33,96 
40 26,70 27,0 27,30 
50 19,83 20,3 20,24 
60 13,28 14,4 13,86 
70 8,11 9,2 8,84 


Eine nad) der Moferfchen Formel berechnete Sterblichkeitötafel, ſowie 
einige andere der beſten Mortalitaͤtstafeln befinden ſich am Ende des Werkes. 


Zufammengefeste Lebenswahrfcheinlichteiten. 

5. 8. Wenn nun eine beliebige Anzahl Perfonn A, B,C,... 
gegeben find, fo wollen wir die Anzahlen von Perfonen, welche nad 
irgend einer Mortalitätstafel die refp. Alter jener erreichen, mit @, d, cı 
... bezeichnen. Die Perfonen, welche refp. um rn Sahre Älter find, 
ae A, B,C,..., wollen wir mit *4,»B,”C,.... und bie 
Anzahlen derer, welche refp. die Alter der letztern erreichen, mit 
na,*rb,*%c, ... bezeichnen. Endlich wollen wir bie Perfonen, welde 
refp. um n Jahre jünger find, ad A, B,C,..., mit A, „B, „©, 
... und die Anzahl von Perfonen, welche nach ber betrachteten Sterb: 
lichkeitötafel in ihren refp. Altern noch leben, mit „a, nd, aC,; +: 
bezeichnen. | 

Die Wahrfheinlihkeit, daſſ eine gegebene Derfon 
Anochn Jahre lebt, laͤſſt fich leicht beflimmen; denn die Anzahl 
bon BDerfonen , welche nad) der betrachteten Sterblichkeitötafel das Alter 
der Perfon A erreihen, fei =a@ und bie der Perfonen, welche ein 
um Sabre höheres Alter erreihen, Sum, fo ift die gefuchte Wahr⸗ 

nn: 


fcheinlichkeit offenbar =—. 

Dagegen if die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Perfon A innerhalb 
der betrachteten  Sahre flirbt, —1 _-. | 

Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find, fo ift die Bahr 
fcheinlichkeit, daſſ beide bie betrachteten rn Jahre überleben, = —— 


_ "(a}) ab 


— ab » 





Bür drei Derfonen A, B, C ift die Wahrfiheinlickeit, daſſ fie alle drei 
noch rn Jahre zufammen leben, — „a —— —** und fuͤr eine 
beliebige Anzahl von Perſonen A, B, 6, D,. . Ü endlich die Wahr- 


ſcheinlichkeit, daſſ fie noch n Iapre zufammen be, —— 
(abed..) abed... 








 abcd.. ° 
Dagegen iſt Die Wahrfcheinlichleit, daſſ innerhalb ber n Sabre eine 
ober mehrere ber betrachteten Perfonen A, B, C,. .. fterben, ober daſſ die 





Verbindung diefer Perfonen aufgelöft wird, =1 — — 
Fuͤr drei Perſonen A, B,C if u Wahrſcheinlichkeit = 12 ‚ 
"(ab 





und für zwei Perfonn =1 — 7 


Ebenſo iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Perſon A noch 1 Jahre, 
bie Perſon B enoch » Jahre, die Perſon C noch x Jahre, die Perfon 
D noch E Jahre, etc. lebt, und zwar, daſſ alle dieſe Ereigniſſe zu⸗ 


gleich ſtattfinden, —— ae - —<, und die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſe 
Ereigniſſe nicht ale zugleich - flattfinden, = 1 — —— 

Wir wollen Ina, ‚ = * _ = c,„, etc. und allgemein 
—— (abe...) ſetzen, fo daſſ die Wahrſcheinlichkeiten, u die 


Derfonen A, B, C,... noch n Sabre leben, reſp. durch a,, du, c. 
... und die Wahrſcheinllchkeit, daſſ alle diefe Perfonen zuf ammenge 
nommen no‘ rn Jahre leben, durch (abe...) audgebrüdt werben. " 
Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ Feine biefer Yerfonen noch n Jahre lebt, 
iſt folgih =(1 - 4,). (1 - 6). — c.. 

Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ eine. oder mehrere biefer Perfonen 
noch 7 Zahre leben, wird alfo auögebrädt buch 1—(1—a,). 
(1—-5,).1—c,)... Zür eine Perfon A if diefe Wahrſcheinlich⸗ 
keit Za,; für zwei Perfonen Aw B ik fe =a,+b,— (ab),, 
und für drei Perfonn = at bunten — (ab), — (ar), - Ec). 
+(sb0),. 

Dafi von zwei gegebenen Derfonen A und B nach n Iahren 





leben | tobt ift |dafür ift die Wahrfcheinlichkeit : 











AB \ tina |...2....... (ab), 
2 A: B a1 — B)=0,— (ab), 
s |ı B A b,(1—a,)=b,— (ab), 


Da die erfte Größe (ab), die Wahrſcheinlichkeit ift, dafſ beibe 
Derfonen den Zeitraum von n Jahren überleben, und die Summe aus 
der zweiten und dritten Größe, nämlid a, +, — 2(ab), bie Bahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ nur eine der beiden Perfonen diefen Zeitraum über: 
lebt und die andere innerhalb beffelben flirbt; fo if die Summe aller 
drei Größen, oder 0, +6, — (ab), die Wahrfceinlichkeit, daſſ we: 
nigſtens eine der beiden Perfonen den Zeitraum von rn Jahren überlebt. 


Daſſ von drei Perfonen A, B und C nad) Verlauf von n Jahren 








leben todt find dafuͤr ift die Wahrſcheinlichkeit: 

ABC keine |... 20222 eeee leeren enne (abc), 
AB) C \ab),-A-c) ..⸗ ..... (ab), — (abc), 
AC\ B \a),.(-6)..=..:.. (ac), — (abe), 
BC) A \be,.(A-a)..=..... (be), — (abe), 


A BC \a,ı1—-b)(1—-c)=a,— (ab), — (ac), Habe), 
B| AC b,a—a)(t-c)=b,— (ab), — (bey, Habe), 
C) AB \c,(1-a,)(l 5 )= 0, (ar), — (be), abe) 


Die erfte Größe (ade), ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ alle drei 
Perſonen -4, B, C den beftimmten Zeitpunkt überleben, und die Summe 
aud der 2ten, 3ten und Aten Wahrfcheinlichkeit. nämlich (ab), + (ao 
+(b),— (abe), , ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend zwei ber 
fraglichen Perfonen den Zeitraum von nr Jahren uberlchen und die dritte 
innerhalb deſſelben flirbt, Wenn man alfo zu der legten Summe bie erfte 
Wahrſcheinlichkeit (16), addirt, fo erhält man (ad), (uc), ( c), 
— 2(abc), für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ wenigſtens irgend welche 
zwei ber drei Perſonen 4, B, C den Zeitraum von rn Jahren überleben. 

Die Summe aus der 5ten, Gten und 7ten der obigen Wahr: 
fcheinlichkeiten, naͤmlich a, +b, te, — 2 (#5), — 2 (00), — 26), 


a RB BR 
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+3(abe), brüdt die Wahrſcheinlichkeit aus, daff irgend eine der drei 
Perſonen die n Jahre überlebt, und die beiden andern innerhalb berfel- 
ben fterben. Die Summe aus allen 7 obigen partiellen Wahrſchein⸗ 
Iichleiten oder a, € „— (eb), - (la), bo), trade), ifl 
bie Woehrſcheinlichteit, daſſ wenigſtens eine der drei Perſonen d, B,C 
ben Zeitraum von n Sahren überlebt. 
Ebenſo wird für eine beliebige Anzahl von Derfonen A, B; C, 
D,E,F,... die Wahrfcheinlichkeit, daſſ eine beftimmte Anzahl ders 
felben ben Beitrauım von n Sahren überlebt und die übrigen innerhalb 
deſſelben fterben, beftimmt. Wenn 3. B. fünf Perfonen A, B,C,D,E 
gegeben find, und die Wahrfcheinlichkeit befliumt werben fol, daſſ 4, 
C und E ben "Zeitraum von m Jahren überleben, und B, D in 
nerhalb beffelben ſterben; fo ift diefelbe offenbar —=(ace), (1 — b,) 
(1 —d,)=(ace),, — (abee, —(acde), +(abcde), 

8.9. Aufgabe Wenn m-+u Perfonen gegeben find, 
Die Wahrſcheinlichkeit zu beſtimmen, daſſ m derfelben no‘ 
rn Zahre leben und dafj die übrigen w innerhalb diefes 
Zeitraumes fterben. | | 

Aufldfung. Die Anzahl der verfciedenen Combinationen , jebe 
von 2 Perfonen, welhe man aus den m- u gegebenen Perfonen bil 
den kann, wird bekanntlih ausgebrüdt durch: 


er „-m—1 utm—2 utm—8 et1_r 
. — 7 — Ta 7 .... m — ih, 
und bie gefuchte Totalwahrſcheinlichkeit befteht offenbar aus K SPartials 
wahrfcheinlichkeiten, wovon jebe aus der Wahrfcheinlichkeit zufammenges 
fegt ift, daff irgend eine befondere Combination von m Perfonen aus 
ber K GCombinationen den beflimmten Zeitraum überlebt, und daſſ die 
übrigen zu Perfonen innerhalb deſſelben fterben. 

Zur Erläuterung diefer allgemeinen Betrachtung wollen wir das 
fpecielle Beifpiel von 5 gegebenen Perfonen A, B, C, D, E betrachten. 
Es fi m=2, folgih u =3 und K=10, fo find die 10 verſchie⸗ 
denen Combinationen von 2 überlebenden, welche fih aus den 5 ges 
gebenen Perfonen bilden laffen, und die entfprecdhenden Partialmahre 
fcheinlichkeiten, deren Summe die gefuchte Totalwahrſcheinlichkeit ift, 
folgende: 








ab),.(1—c,).(1 —d,.).(1—e,)*) 
a),.1—5,).(1-d).(1—e) 
(ad), .(1—5,).(1—c).(1— 2) 
Kor). —5).0—-0).a-d) 
(de), .(1—a,).(1 —d.).(1—e,) 
(bd),.(1—0,).(1—c).(1—e,) 
(be). —a,).(1—c).(1 —d,) 
cd). (1—a,).(1 —5,).(1—e,) 
ce) ..(1—2,).(1—5,).(1—d,) 
de). .(1—a,).(1—5,).(1—c,). 

Da in diefem, und überhaupt in allen Wahrſcheinlichkeitsausdruͤcken 
die Anzahl der zweitheiligen Factoren —u unb daB erſte Glied eineb 
jdn =ı if, fo muſſ dad entwidelte Product derfelben in jeder Par 
tialmahrfcheinlichleit die Einheit zum erfien Gliede haben, worauf bie 
einzelnen, in ben zweitheiligen Factoren vorfommenden Buchſtaben, 
dann alle möglichen Combinationen aus je zwei der u Buchſtaben, bier: 
auf alle möglihen Gombinationen aus je drei berfelben, n. f. f. bis zu 
der einen Gombination, worin alle die se Buchſtaben vorfommen, fol 
gen. Da ferner die Buchflaben in den zweitheiligen Factoren alle bad 
Zeihen — haben, fo muſſ jedes Product aus einer ungeraden Anzahl 
derfelben auch das Zeihen — haben, und jeded Product aus einer ge 
raden Anzahl von Zactoren dad Zeichen +; und ferner ift einleudhtend, 
daſſ die pofitive Einheit das erfte Glied jedes dieſer Producte ift, wor 
aus erhellet, welche Glieder der obigen Partialmahrfcheinlichfeiten po⸗ 
fitio oder negativ fein müffen. Da nun die Einheit dad erſte Glied 
des Producted der zweitheiligen Factoren jeder Partialmahrfcheinlichkeit 
tft, fo ift Mar, daſſ die erfle Orbnung der Combinationen nur ein: 
mal vorfommt, unb da die Anzahl der zweitheiligen Kactoren in 
dem Ausdrude jeder Partialwahrſcheinlichkeit —u ift, fo ift die Ans 
zahl der einzelnen Buchflaben in ihrem Probucte auh == und folg 
lich iſt die Anzahl der Combinationen von m + 1 Buchſtaben in jeder 
Partialwahrfcheinlichleitt =. Aber die Anzahl der Partialmahrfchein: 


A 





)=tl), [im I— en tlednttednt den — (cde)n] 
—=(ab)„— (abc)n — (abd)„— (abe)a-+(abed)„+(abce),„ + 
(abde)„— labede)z: m I. f. 
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lichkeiten it = RK umb folglich die Geſammtzahl der Sombinationen von 
(rn +1) Buchſtaben in dem Ausdrucke der Totalwahrſcheinlichkeit =u. K, 
Die Gefammtzahl der verfhiedenen Combinationen von m 1 
Bucftaben oder Elementen, welche man and mu Elementen bilden 


-K,, woraus folgt, daſſ die Combinatios 


nen ber zweiten Orbnung m-}- Imal vorkommen; denn offenbar foms 
men bie verfchiedenen Gombinationen berfelben Ordnung gleich viele 
Male vor. 

Da die Anzahl der Combinationen, jede aus zwei Elemmten von 
1 Elementen, „rl ift, fo ift die Anzahl der Eombinationen, jebe 
von u-+-2 Buchftaben in dem Ausbrude der Totalwahrſcheinlichkeit 
He Yp, aber bie Anzahl der verfchiedenen Gombinationen, 
jede von n-+-2 Eiementen welche fih aus m-+-u Elementen bien 


offen, iſt nur = Ax „ und folglich kommen die Combi⸗ 
et) 
1. 


Allgemein, wenn v irgend eine wiſchen 1 und 442 liegende 
ganze Zahl iſt, fo wird die Anzahl der Combinationen, jede von v—1 
Elementen, welche fid) aus zu Elementen bilden laffen, ausgebrüdt durch: 


#(a—1)(u— 2) (#— 8)... (u e—2)) 
1. 1.2. 8.4.... 1 
und dieſes iſt auch die Anzahl der Combinationen von m -v— X 
Elementen in dem Ausdrude jeber Partialwahrfcheinlichfeit, deren Ans 


zehl =K if. Folglich iſt auch die Anzahl der Gombinationen, jede 
von m» —1 Elementen in ber Totalwahrfcheinlichkeit gleich: 


[ (u — 1)(u — 2) (# Zee K 


1.2.3.4. ..— 1 





kann, betraͤgt aber nur — [ 


er 


nationen ber 3ten Ordnung mal vor. 


aber die Anzapl der verfchiedenen Combinationen, jebe von mv —1 
Elementen, welche ſich aus za + u Elementen bilden laffen, beträgt nur; 
#(a—1)(u— 2)...» (ke 2) M 


— — — 
———— — — — — — — — — 


Flat) 
fo daſſ, wenn 9 nicht kleiner iſt, als 2, die Combinationen der vten 
(m+1)(m+2)(m+3)....(m+6—D) 


mal vorkommen. 
1,2. 8 „97 1 


Ordnung 
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4__ 
1—aVı=}; 
184 
alſo: . s=(-, . 
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Benn man die Formel «aV = zur Beſtimmung ber Anzahl der 
in den erfien 24 Stunden ihres Lebens fterbenden Kinder anwendet, 


— 

alſo 45 ſetzt, fo findet man, daſſ die Anzahl der in dieſem At 
- ter Verftorbenen der durch Beobachtung gefundenen Anzahl der Todt⸗ 
geborenen faft glei if. Bei der Bergleichung der aus. der For⸗ 
mel abgeleiteten und ber durch Beobachtung erhaltenen Refultate mül: 
fen aber, wenn zwifchen beiden Uebereinftimmung flattfinden fol, "bie 
Todtgeborenen fowohl mit zu den Geborenen, ald gu den im erften 
Jahre Verſtorbenen gezaͤhlt werden, und wenn dieſes geſchieht, fo er- 
gibt fih, daſſ bis zum SOften Jahre die aus der Formel abgeleiteten 
Refultate mit den durch Beobachtung erhaltenen fo gut übereinflimmen, 
als fich bei. der fortwährenden Veränderung der Bevölkerung nur er 
warten laflt. 

Menn man die Zahlen der Lebenden in dem erften Vierteljahre 
und in den fpätern Altern graphifch darftellt, alfo eine fogenannte 
Lebenscurve conftruirt; fo fieht man, daſſ es daffelbe Gefek ifl, 
vermöge deſſen in der erfien Zeit nady der Geburt eine fo große An 
zahl Kinder und fpäter verhältniffmäßig viel weniger Perfonen fterben, 
‚und folglich rührt die große Sterblichkeit der Kinder von keinen zufäk 
ligen Urfachen her, fondern ift dem allgemeinen Sterblichleitögeiege ge⸗ 
maͤß. 


— 
Wie wir vorhin geſehen haben, iſt der Ausdruck aV x für die 
4 


Anzahl der Geftorbenen, oder 1—aV x für die der Lebenden nur bid 
zum 3Often Jahre anwendbar, und für bie höhern Lebensalter gibt 
Mofer feiner Formel folgende Geftalt: 


4 4 N 
— 0,1125, — 0,1570 4.— 
1—0,2Y/ ı— * VAr— VE. 

Durch Bergleichung ber aus diefer Formel abgeleiteten Anzahlen 
der Lebenden in ben fuccefjiven Alten von 20 bi 80 Jahren mit ben 
von Brune aus ben Erfahrungen der allgemeinen Wittwenverſorgungs⸗ 
anftalt zu Berlin erhält man folgendes Schema: 





gebende 
u Differeng 
Bormel. | Brune. 





woraud erhellet, daſſ die Moferfche Formel fehr gut mit biefen Er⸗ 
fahrungsrefultaten, Die alles Zutrauen verbienen, übereinftimmt. Die 
Erfahrungen der Berliner Wittwenverforgungsanftalt bezichen fich zwar 
nur auf Frauen, welche im Allgemeinen eine größere Lebensdauer ha⸗ 
ben, ald die Männer; allein man ift bis jetzt nicht im Stande, ben 
Unterſchied der Lebenöverhältniffe beider Gefchlechter genau in Rechnung 
zu bringen. Nach mehrern Schriftitellern fol der Unterfchieb der Bes 
bensfaͤhigkeit zwifchen beiden Gefchlechtern gleich nad ber Geburt am 
größten fein, wofür auch die verhältniffmäßig größere Anzahl todtge⸗ 
borener Knaben fpricht. In den fpätern Jahren fol fich jedoch der Uns 
terfchieb umkehren und zu Gunſten des männlichen Geichlechted aus⸗ 
fallen, fo daſſ daS letztere vorzugsweiſe bie höchften Alter erreicht. 
Denn fi diefed wirklich fo verhielte, fo dürfte man annehmen, bafl 
ber Unterfchieb der Lchensfähigkeit in dem mittlern Lebebensjahren nicht 
beträchtlich fein werde. Es laͤſſt fich jedoch hierüber nichts Beſtimmtes 
fagen, da die wenigen Mortalitätstafgen, welche die Gefchlechter unter: 
fcheiden, nicht zuverläffig genug find. Dagegen läfft fich leicht zeigen, 
daſſ es bei der Beflimmung der Eebensverhältmiffe einer gemifchten Bes 
völferung in den mittlern und höhern Altern einen bedeutenden Unter 
ſchied macht, wenn dazu nur Beobachtungen über Frauen benußt 
werben. Berner ift aber zu bemerken, daſſ ſich dad Leben in ben hoͤch⸗ 
.ften Altern na der Moferfchen Formel fchneller ſchließt, als nad 
den. gewoͤhnlichen Mortalitätstafeln; jedoch laͤſſt ſich bis jetzt nicht mit 
Gewiſſheit entfcheiden, ob ein ploͤtzlicher, ober ein allmähliger Be⸗ 





fchluff des Lebens naturgemäß iſt, weil das hoͤchſte After bei den ge 
wöhnlichen Angaben abfichtlich übertrieben wird. Gleichwohl ift Mofer 
felbft nicht gemeigt , feine Formel auch für die legten Jahre des Lebens 
gelten zu laſſen; denn nach allen bisherigen Mortalitätötafeln nimmt 
die Anzahl der jährlih Sterbenden, nachdem fie bis zu einem gewiſſen 
Sabre im hohen Alter zugenommen hat, wieder ab, und zwar: 


im 69ften Jahre nad Suͤßmilch, 


⸗ 78 = Kerſeboom, 
s 73: = - Wargentin, 
= 75 = ⸗ s Deparcieur, 
- Ws = - Brune (Männer), 
= 735 =: = -e Brune (rauen), 


wogegen. die Mof erfche Formel diefe Erſcheinung nicht reprobucirt, 
weil nach ihr die Anzahl der jahrlid Sterbenden bis zum hoͤchſten Al⸗ 
ter fortwährend zunimmt. 


4 
Da bis zum 3Often Jahre die beiden crften Glieder 1—oV x 
und bis zum 60ſten Jahre die vier erflen Glieder: 


4 4 4 
1—0oV «—bV x? —.cV xz17 

ber Zormel zur Darftellung der Beobachtungsrefultate genügen, fo hält 
es Mofer für fehr wahrfcheinlih, daff die vollftändige Formel 
für Die Anzahl der Lebenden in den fucceffiven Altern eine unend⸗ 
Hiche Neihe fei, deren fpätere Eoefficienten fich aber ſchwerlich durch 
Beobachtungen beftimmen laffen. Mofer felbft drüdt fich hierüber*fols 
gendermaßen aus: 

2Es bat nach meiner Anficht ein untergeordnetes Intereffe, das 
hoͤchſte Alteraftadium noch genau durch die Formel darzuftellen; viel wich⸗ 
tiger fcheint es, darüber zur Gewiflheit zu gelangen, ob der definitive 
Ausdruck eine unenblihe Reihe fei, bei welcher Gelegenheit fi) 
die Frage entfcheiden ließe, ob dem Leben bei einem gewiſſen Alter 
eine Grenze geftedt fei, und ob die hohen Lebensalter von 150, 160 
Sahren, welche Einzelne erreicht haben, nach der Natur des Geſetzes 
für erreichbar zu halten find, elc. Diefe Fragen werben tur abge- 
ſchnitten, und nichts weniger, als erledigt, wenn man burd einige wes 
nige Glieder blos eine Uebereinflimmung der Formel mit den Beobach⸗ 
tungen in den hoͤchſten Altern beabſi ichtigte, welche an fich ſehr unwe⸗ 
ſentlich iſt.« 

»Die hoͤchſte Altersklaſſe muſſ man daher wohl fuͤr jetzt auf ſich 
beruhen laſſen; dem theoretiſchen Intereſſe zu genuͤgen, ſind die Be⸗ 
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obachtungen unvermögend. Es gibt, duͤnkt mich, in biefem Betracht 
nur eine Audficht, zur Kenntniff der vollftändigen Formel zu gelangen, 
und dieſe befteht darin, daſſ man in den numerifchen Coefficienten der 
erſten Glieder irgend ein Geſetz entdeckte, woraus die folgenden a priori 
abzuleiten ſein wuͤrden. Zu dem Zwecke jedoch muͤſſten dieſelben mit 
großer Zuverlaͤſſigkeit und mittelſt ſolcher Beobachtungen uͤber ganze 
Bevoͤlkerungen gefunden worden fein, welche früher eroͤrtert find.« 

Zu bemerken ift noch, daſſ die Formel nicht auf die Beftimmung 
der Anzahl der Individuen vor ber Geburt oder der Embryonen bis 
"9 Monate vor diefer Zeit anwendbar ift, weil fie für einen negativen 
Werth ven r imaginär wird, obgleich die Trage nad) der Anzahl ber 
Embryonen bid 9 Donate vor der Geburt an ſich nicht abfurd if. 

Da die Formel: 


Vz. 0,7125 ,4— 0,1570, — 
1—0 r— 29 ——— Y ı" 
u 10° v 103 ⸗ 


die Anzahl der zu irgend einer Zeit, von der Geburt an gerechnet, noch 
Lebenden ausdruͤckt, ſo erhaͤlt man offenbar die Geſammtzahl der in⸗ 
nerhalb eines gegebenen Zeitraumes, z. B. zwiſchen dem 10ten und 
2oſten Jahre Lebenden, wenn man von jener Formel, als Differenzial⸗ 
quotient betrachtet, das Integral zwiſchen den gegebenen Grenzen, d. h. 
von 10 bis 20 nimmt. Es iſt alſo die Geſammtzahl der von 10 bis 
20 Jahr Lebenden: 


20 a rs — 01570, | 
[..(-V? — V ET)=18,1947151 
0 105 108 
" - =6,043. 


Wenn man 83 Jahr als das höchfte Alter betrachtet, fo erhält 

man die ganze Beoölferung — 35,59, indem man bad vorhergehende 
Integral von O bis 84 nimmt, mobei immer vorausgeſetzt wird, daſſ 
jaͤhrlich ein er geboren wird. 

Auch die fernere mittlere Lebensdauer laͤſſt ſich leicht 
für ein beſtimmtes Alter finden. Denn ſucht man die Anzahl der Per 
ſonen, welche diefes Alter überleben und bividirt fe durch die An⸗ 
zahl derer, welhe es erreichen, fo erhalt man offenbar die gefuchte 

femere mittlere Lebensdauer für die betrachtete Perfon. 

Eine Vergleihung der nad) der Moferfhen Formel berechneten 
erneren mittlern Lebensdauern mit den von Brune, Binlaifon und 
Qgugreieu: nach der Erfahrung beftimmten, gibt folgendes Schema: 















su 
Mittlere Lebensdbauen. 


Alter | Bormel. Bruue Finlaiſon. |Deparcienz. 











40,65 41,8 43,46 
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20 838,75 28,4 40,08 
50 83,15 88,2 83,96 
40 26,70 27,0 27,30 
50 19,83 20,3 20,24 
60 13,28 14,4 13,86 
70 8,11 g,2 8,84 


Eine nach der Moferfchen Formel berechnete Sterbliykeitätafel, ſowie 
einige andere der beſten Mortalitaͤtstafeln befinden ſich am Ende des Werkes. 


Zuſammengeſetzte Lebenswahrfcheinlichteiten. 

$. 8. Wenn num eine beliebige Anzahl Perfonn A, B,C,... 
gegeben find, fo wollen wir die Anzahlen von Perfonen, welche nad) 
irgend einer Mortalitätstafel die refp. Alter jener erreichen, mit a, 2b, cı 

. bezeichnen. Die Perfonen, welche refp. um rn Sahre Alter find, 
a8 A, B,C,..., wollen wir mit A, nB,”C,... und die 
Anzablen derer, welche reſp. die Alter der letztern erreichen, mit 
na,r%b,®%,. bezeichnen. Endlich wollen wir die Perſonen, welche 
reſp. um n Jehre jünger find, ad A, B, C,..., mit nf, nB, C, 
... und die Anzahl von Perfonen, welche nach ber betrachteten Sterb: 
lichkeitötafel in ihren refp. Altern noch Icben, mit na, nd, ac, -- 
bezeichnen. 

Die Wahrſcheinlichkeit, daff eine gegebene Perſon 
Anod n Jahre lebt, laͤſſt fich leicht beflimmen; denn die Anzahl 
von Derfonen welche nach der betrachteten Sterblichkeitötafel das Alter 
der Perfon A erreichen, fei Sa und bie der Perfonen, welche ein 
um rn Sabre höheres Alter erreihen, =", fo ift die gefuchte Wahr: 

x er 


ſcheinlichkeit offenbar — 7 . 

Dagegen if die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Perfon A innerhalb 
der betrachteten n Jahre ftirbt, —1 — 

Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find, fo iſt bie Bahr 


ſcheinlichkeit, daſſ beide bie betrachteten Jahre überleben, — = 
_ "(a b) ' 


ab 
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Für drei Perfonen A, B, C iſt die Beapefehetnlickeit, daſſ fie alle drei 
noch n Sabre zufammen leben, == en, und für eine 
beliebige Anzahl von Perfonen A, B,C,D, ... ift endlich bie Wahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ fie noch Jahre zufammen Icben, = —— — 
_"(abcd,..) 





abrd,.. 
—sbcd.. ° 
Dagegen iſt die Wahrfcheinlichkeit, daſſ innerhalb der n Sabre eine 
ober mehrere der betrachteten Perfonen A, B, C,. .. fierben, oder daſſ bie 


bed... 
Berbindung diefer Perfonen aufgelöft wird, —1 — en 2. 


Fuͤr drei Perfonen A, B, C ift dieſe Wahrſcheinlichkeit — 1 —* 2 
und für zwei Perfonen =1 — en , — | 
Ebenſo ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Perfon A noch u Zabre, 


bie Perfon 3 no 9 Jahre, die Perfon EC noch x Jahre, bie Derfon 
D noch E Sabre, etc. lebt . und zwar, daſſ alle dieſe Ereigniffe zu⸗ 
gleich flattfinden, ——— und die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſe 
7 Karb*cod.. 
“ ab cd... 
Ng nb . 6 ei 

u wollen Ps) Zub, — = 0,, elc. und allgemein 
(abe. fegen, fo daſſ die Wahrſcheinlichkeiten, daſſ die 
Perfonen A, B, C, ... noch n Jahre leben, reſp. durch a,, bu, c, 
... und die Wahrſcheinllchkeit, daſſ alle diefe Perfonen zufammenges 
nommen noch rn Jahre leben, durch (ade... ), ausgebrüdt werben. ° 
Die Wahrſcheinlichkeit, daff Feine diefer Perfonen noch > Zahre lebt, 
iſt folglich =(L — 4,). (1 —B,).(1 — c)... 

Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ eine o der mehrere dieſer Perſonen 
noch n Iahre leben, wird alſo ausgedruͤkkt durch 1—(1—a,). 
(1-5,).1—c,)... Fuͤr eine Perſon A iſt dieſe Wahrſcheinlich⸗ 
keit Za,; für zwei Perſonen A und B fe =a, tb, — (ad), 
und für drei Perfonn = a, +2, +c,— (ab), — (ar), — (bi), 
(abo), 

Dafl von zwei gegebenen Perfonen A und B nah n Jahren 














Ereigniffe nicht alle zugleich ſtattfinden 21 — 





leben Jtodt ift |dafür ift die Wahrſcheinlichkeit: 








1 | AB | keine ........... (ab, 
2 A | B \a,ı—b)=a,— (ab), 
s  B A |b,(1—a,)=b,— (ab), 


Da die erfte Größe (ab), die Wahrfcheinlichkeit ift, daſſ beide 
Derfonen den Beitraum von n Jahren überleben, und die Summe aus 
der zweiten und dritten Größe, nämlid a, +2, — 2(ab), die Wahr: 
ſcheinlichkeit, daff nur eine der beiden Perfonen diefen Zeitraum übers 
lebt und die andere innerhalb deffelben ftirbt; fo ift die Summe aller 
drei Größen, oder a +6, — (ab), die Wahrſcheinlichkeit, daſſ w es 
nigftens eine ber beiden Perfonen den Zeitraum’ von nr Iahren überlebt. 


Dafj von drei Perfonen A, B und C nach Berlauf von n Zahren 











(eben |tobt find dafuͤr ift die Wahrfheintigkeit: 

ABC) keine |... oo oo oeeeeluerenneen ne (abe), 
AB) C (Gb),.. -)..⸗ ..... (b),- (abe), 
AC| B (c). I -)..⸗ ..... (uc).- (abe), 
BC A (be), .(1—a,) .. —— (be), — (abe), 


A| BC \a,(1—b)(1—-c)=a,— (ab), — (ac), tabe), 
B | AC 6,1 —a,)(1—c,) =b,— (ab), — (bey,t+(abe), 
C | AB c, ITq)G -b)=c,-(a),— (be), abe), 


Die erfte Größe (abc), ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ alle drei 
Perſonen -4, B, C den beftimmten Zeitpunkt überleben, und die Summe 
aus der 2ten, Sten and ten Wahrfcheinlichkeit. nämlich (ab), + (e C)y 
+(be),,—3(abe),, ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend zwei der 
fraglichen Perfonen den Zeitraum von r Jahren überleben und die dritte 
innerhalb deſſelben flirbt. Wenn man alfo zu der legten Summe bie erfte 
Wahrſcheinlichkeit (@b ), abbirt, fo erhält man (ab) (ac), +(dc), 
— 2(abec), für die Wahrfcheinlichkeit,, daſſ wenigftend irgend welche 
zwei ber brei Perfonen. A, B, C den Zeitraum von rn Zahren überleben. 

Die Summe aus der Stein, Sten und Tten der obigen Wahr: 
fcheinlichkeiten, naͤmlich a,b, + ec, — 2 (46), — 2(a),— 2(bc), 


a RA m BR I mi 


— 
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+3(abe), brüdt die Wahrſcheinlichkeit aus, daff irgend eine der drei 
Perſonen die n Qahre überlebt, und die beiden andern innerhalb berfel- 
ben ſterben. Die Summe aus allen 7 obigen partiellen Wahrfcheins 
lichkeiten oder a, +6, + - (eb), — (a), — (bi), t(abe), if 
bie Woehrſcheinlichkeit daſſ wenigſtens eine der drei Perſonen A, B,C 
den Zeitraum von n Sahren überlebt. 
Ebenſo wird für eine beliebige Anzahl von Derfonen A, B;C, 
D, E, F, ... die Wahrfcheinlichkeit, daſſ eine beftimmte Anzahl ders 
felben den Beitraum von 7 Zahren überlebt und die übrigen innerhalb 
deffelben fterben, beflimmt. Wenn 3 B. fünf Perſonen A, B,C,D,E 
gegeben find, und die Wahrſcheinlichkeit beftimmt werben ſoll, daſſ A, 
C und E ven "Zeitraum von r Jahren überleben, und B, D ins 
nerhalb beffelben fterben; fo ift diefelbe offenbar —=(ace), (1 — 6,) 
(1 —d,)=(ace), —(abce), —(acde),+(abcde), 

8.9. Aufgabe Wenn mu Perfonen gegeben find, 
Die Wahrſcheinlichkeit zu beffimmen, daſſ m dberfelben nod 
n Jahre leben und daſſ die übrigen w innerhalb diefes 
Beitraumes fterben. | | 

Aufldfung. Die Anzahl der verſchiedenen Combinationen, jede 
von z2 Perfonen, welhe man aus den m- ws gegebenen Perfonen bil 
den ann, wird befanntlih ausgedruͤckt durch: 


(e+m) „Hm—1 „+m—2 »+m—8 t1_x 
1 —77 — Ta I 0.0 Mm — ih 
und die gefuchte Totalwahrfcheinlichkeit befteht offenbar aus A Partials 
wahrfcheinlichleiten, wovon jede aus ber Wahrfcheinlichfeit zufammenges 
fegt ift, daſſ irgend eine befondere Combination von m Perfonen aus 
der K Combinationen den beftimmten Zeitraum überlebt, und daſſ die 
übrigen zu Perfonen innerhalb deſſelben fterben. 

Zur Erläuterung biefer allgemeinen Betrachtung wollen wir das 
fpecielle Beifpiel von 5 gegebenen Perfonen A, B, C, D, E betrachten. 
Es fi m—=2, folglich v8 und K=10, fo find die 10 verfchies 
denen Gombinationen von 2 überlebenden, welche fih aus ben 5 ges 
gebenen Perfonen bilden laffen, und die entfprechenden Partialmahrse 
fcheinlichkeiten, deren Summe die gefuchte Totalwahrſcheinlichkeit ift, 
folgende: 





Daſſ na n Jahren 


leben | tobt find dafür ift bie Wahrſcheinlichkeit: 








CDE \ab),.(1—c,).(1 —d,).(1—e,)*) 
BDE \ac),.(1—b5,).(1-d,).(1-e,) 
BCE \(ad),. a —b,).1—-,).(1-e,) 
BCD \(ae),.A—b,).(1-c,).(1-d,) 
ADE \(be),.(1—a,).(1—d,).(L—e,) 
ACE \bd),.(1—a,).(L—c).(1—e,) 
ACD \(be),.(1—a,).(1—c,).(1—-d,) 
ABE \ed),.(1—a,).(1—5).(1—e,) 
ABD \(ce),.(1—a,).(1—5,).(1—d,) 
ABC |\de),.a—a,).a—b,).(d-e,). 


Da in diefem, und überhaupt in allen MWahrfcheinlichkeitsausbruden 
die Anzahl ber zweitheiligen Factoren —u und dad erfte Glied eines 
jeden =1 ift, fo muff das entwidelte Product derfelben in jeder Par- 
tialmahrfcheinlichkeit die Einheit zum erfien Gliede haben, worauf die 
einzelnen, in den zweitheiligen Factoren vorkommenden Buchflaben, 
dann alle möglidyen Gombinationen aus je zwei ber u Buchſtaben, hier⸗ 
auf alle möglichen Eombinationen aus je brei derfelben, u. f. f. bis zu 
der einen Kombination, worin alle die zu Buchſtaben vorkommen, fol 
gen. Da ferner die Buchftaben in ben zweitheiligen Factoren alle dad 
Zeihen — haben, fo muſſ jedes Product aus einer ungeraden Anzahl 
derfelben auch das Zeichen — haben, und jedes Product aus einer ges 
raden Anzahl von Fartoren das Zeihen +; und ferner ift einleuchtend, 
daff die pofitive Einheit das erfte Glied jedes dieſer Producte ift, wor⸗ 
aus erhellet, welche Glieder der obigen Partialmahrfcheinlichkeiten po⸗ 
fitiv oder negativ fein müffen. Da nun die Einheit das erfte Glied 
bed Productes der zweitheiligen Factoren jeder Partialmahrfcheinlichkeit 
tft, fo ift Har, daif die erſte Ordnung der Combinationen nur eins 
mal vorfommt, und da die Anzahl der zweitheiligen Factoren in 
dem Ausdrucke jeder Partialmahrfcheinlihket —=u ift, fo ift die Ans 
zahl der einzelnen Buchſtaben in ihrem Producte auh u und folg- 
lich ift Die Anzahl der Combinationen von m-+ 1 Buchſtaben in jeber 
Dartialwahrfcheinlichleit =. Aber die Anzahl der Partiahvahrfcheins 


Soawonmmuun | 





) —=(ab),[1 co, - dn— ent (c Hdn-ttce „nt (de)„— (cde),] 
— (ab), — (abc), — (abd)„— (abe)a-tlabcd)„tlabce)„ + 
(abde),— labide)„ı ul. f. . 
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lichkeiten it = K mb folglich die Gefammtzahl der Sombinationen von 
(n--1) Buchladen in dem Ausdrude der Zotalwahrfcheinlikeit =uK. 
Die Gefammtzahl der verfhiedenen Combinationen von m-+1 
Buchſtaben oder Elementen, welche man aus au Elementen bilben 


kann, beträgt aber nur ti K, woraus folgt, daſſ die Combinatio« 


nen ber zweiten Orbnung + Imal vorkommen; denn offenbar kom⸗ 
men die verſchiedenen Gombinationen berfelben Ordnung gleich viele 
Male vor. 

Da die Anzahl der Combinationen, jebe aus zwei Elementen von 
1 Elementen, te ift, fo if die Anzahl der Sombinationen, jebe 
"von a2 Buchflaben in dem Ausbrude der Totalwahrſcheinlichkeit 
He YR, aber die Anzahl ber verfhiedenen Gombinationen, 
jede von m +2 Elementen, welche fih aus m-+-u Elementen bilden 


—1ı 
offen, ift nur = . 3 K ‚ und folglid kommen die Combis 
‚ nationen ber ten Drbnung ———— 2) 

Allgemein, wenn » irgend eine wiſchen 1 und 42 liegende 


ganze Zahl ift, fo wird die Anzahl der Gombinationen, jede von v—1 
Elementen, welche fi aus zz Elementen bilden laffen, audgebrüdt durch: 


ru—1)(u—2) (3) .. .(»—e—2)) ’ 
1. .2. 8.4.... 21 








mal vor. 


und dieſes iſt auch die Anzahl der Combinationen von m -r— 1 
Elementen in dem Ausdrude jeder Partialwahricheinlichleit, deren Ans 
zehl — iſt. Folglich ift auch die Anzahl ber Gombinationen, jebe 
von my — 1 Elementen in der Zotalwahrfcheinlichkeit gleich: 


ee= 1) 2) (#8)... x, 
1.2.3.4...—1 


aber die Anzahl der verfchiedenen Combinationen, jebe von mv —1 
Giementen, welche fih aus a + u Elementen bilden laffen, beträgt nur; 
#(u— I) (u— 2)... (ke 2) 


her) tR)... .(m+(—1)) 
fo daſſ, wenn » nicht kleiner iſt, ald 2, die Gombinationen der vten 
Ordnung PHÜREDIMtN mt .(m+6— 0) 


mal vorkommen. 
1.2.8 .... »— 1 
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Hiernach ift einleuchtend, daſſ, wenn wir bie ganze Yte Ordnung von 
Sombinationen, d. b. alle Combinationen, von m +9 — 1 Burchfiaben 
oder Perfonen, welche fi aus der Gefammtzahl der m 4x Perſonen 
bilden laflen, mit 0 bezeichnen und die Summe der Wahrfeheinligkei- 
ten, daff alle Perfonen jeder Combination diefer Ordnung zufammen 
noch n Jahre überleben , mit 0u, fo wird die gefuchte Totalwahrſchein⸗ 
lichkeit ausgebrüdt durch: 

ı (m-Il) 2 ‚(+9 (m+-2) ji _-R1) (m-}-2) (m-}8) 4 


CNN Taube RE VERA Terms ZEBEE GERAHEE VERGEEE Yale, 1 Bien, 
worin bie legte Ordnung, welche nur eine Combination aller (mu) 
Buchftaben oder Perfonen enthält, immer bie (u PU)te if. 


Wenn u—=0 if, fo hat man, was m auch fein mag, nur o 
=ABC,.. und die gefuhte Wahrſcheinlichkeit ift in dieſem Falle 
1 
0, =labe.. ). 
Menn zwei Perfonen A und B gegeben find und m=1, u=1 
ift, fo reducirt fich die allgemeine Formel auf: 


1 2 
0, 20,0, +6, — 2(ab),, 


was mit dem Obigen übereinftimmt, weil bier 0, =a,—b, un 


— (ab), ift. 
Wenn drei Perfonen A, DB, C gegeben find, m=2 und folg⸗ 
Kb «1 ift, fo verwandelt fich die allgemeine Formel in: 


1 2 
0, —80,—(ab),+ (ac), + (be), — 3 (abe), , 


was mit dem Frühen ebenfalld übereinflimmt; weil bier 0, (ab), + 
(ac)„+-(be), und 0, = (abc), if. 

Wenn wieber drei Perfonen A, B, C gegeben find, aber m=1 
und folglih u—=2 ift, fo verwandelt ſich die allgemeine Formel in: 
0 20, + 80 =a, tb, — ab), —- (ac), — 2(be),.+3(abe), 

| 1 
was mit bem Obigen auch übereinftimmt, weil hier 0, =a, tb, tn 
2 2 
0, =(ab) + (ac), + (dc), und 0, = (abe), iſt 


Hieraud erhellet auch, dafj, wenn mi Verfonen gegeben find, 
bie Wahrfcheinlichfeit, dafj gerade n-+1 berfelben noch n Jahre leben 
und die übrigen zu — 1 innerhalb diefer Beit fterben, durch: 


2 (mt?) &  (m42) (m42)& _(m+2) (m4B) (m+9)s 
a R auzpete 


ausgedruͤckt wird; die Wahrfcheinlichkeit, daff gerade m +2 dieſer Pers 
fonen die rn Qahre überleben, ımb bie u — 2 übrigen innerhalb ber: 
felben fterben,, durch: 


— 3 „et mt, x. —— —— 


ferner die Wahrſcheinlichkeit, daſſ +3 dieſer Perſonen dieſen Zeit⸗ 
raum überleben und die übrigen u — 3 innerhalb deſſelben ſterben, durch: 
‘ _ m+H 5 „en m+5)8 6 (m-+-4) (m-+5) (m--6) 7 


Tg ontelen 
u. f. f. 3 
$. 10. Wenn irgend eine Anzahl von Perſonen A, B, O... gegeben 
find, und m irgend eine ganze Zahl, aber nicht größer ald die Anzahl 
jener Perlonen ift, fo wollen wir die Wahrfcheinlichkeit, daſſ tenigftend 


m derfelben den Zeitraum von 2 Jahren überleben, mit (abe.. )n 
bezeichnen, fo daff, wenn m ber ganzen Anzahl ber Perfonen gleich 
ift, diejer Ausorud mit dem Ausorude (abe...) , welcher die Wahr 
fcheinlichfeit ausdruͤckt, daſſ alle Perfonen die 7 Sabre überleben, übers‘ 
einftunmt. 


Wenn m=1 if, fo drüdt abc} Im die Bahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ die zuleßt noch lebende Perfon 7 Jahre überlebt. Wenn z. ®. 
5 Derfondn, A, B, C, D, E, gegeben find, fo wird die Wahrfchein- 
lichkeit, daſſ wenigſtens 8 derſelben noch 9 Jahre leben, ausgedruͤckt 


durch (abede),. 

Nun befieht aber die Zotalwahrfcheinlichleit, daſſ wenigftens zz 
der gegebenen m Perſonen den Zeitraum von 72 Jahren überleben, 
offenbar aus den zu-4 1 Partialwahrfcheinlichkeiten, bafl genau m, ın-+1, 
m+2,m+3, .... m+(u— 2), m-+(# — 1) und die Gefammts 
zahl an} u der gegebenen Derfonen diefen Zeitraum überleben. Wenn 
man diefe Partialmahrfcheinlichfeiten gehörig unter einander orbnet, jo 
bat man: 
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0,” 1 s 1 0 1 Ya i 0 3 





+ — ——— u u a 
+ 0 —* 0, tete. 
+ -  outete. 
und wenn man ihre Summe bilvet, fo erhält man: 
Oma, + = 3 — 


für die Totalwahrſcheinlichkeit. 
Wenn blo8 zwei Perfonen A, B gegeben find und m=2, folg: 
1 


lich #u=0 if, fo verwandelt fi bie allgemeine Formel in o, (ab), ; 
Ä 1 2 
aber wenn m=1 und u=1 ifl, fo geht fie über no, —0,=a, + 


— 
b,—(ab)„= (ab). j 
Menn drei Perfonen A, B, C gegeben find, m=8, und folg- 
| 1 


ih u= 0 if, fo wird die allgemeine Formel: o„=(abe).. Wenn 
"m=2 und folglich u=1 iſt, fo gebt fie über in: 0 20,=(ab), 
+0), +60, abe) ,= (abe), Wenn m=1 und folglich u—= 2 
ift, fo wird fie: , 0, +0, =a,+b,+c, — (ab), — (a), — 


(dc), + (abe), (ab), was alles mit dem Fruͤhern uͤbereinſtimmt. 
$. 11. Aufgabe Wenn mA Perſonen A, B,C,... und 
m’ +- u’ andere Perfonen P,Q, It, ... gegeben find, bie Baprfcheinlich- 
Beit zu beflimmen, daſſ nach Verlauf von n Sahren die Anzahl ber von 
den Perfonen P,Q, R, .. . nody lebenden Heiner ift, als m’, und daſſ 
die Anzahl der von den Perfonen A, B, C'... nach n Jahren noch 
lebenden nicht einer ift, als m. 
Auflöfung Wenn dic Wahrfcheinlichkeit, daſſ m’ Perfonen 
' 


von P,Q, R,... den fraglichen Zeitraum überleben , =(pgr .. u 
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it, fo it bie Wahrfcheinlichteit, daff nicht fo viele dieſer Perſonen bier 


fen Zeitraum überleben = 1 — (pyr...), 
Aber die Wahrfcheinlichkeit, daff von den Perſonen A, B, 4 


wenigſtens m den fraglichen Zeitraum überleben, iſt = (abe, nr 
und folglich ift die Wahrfcheinlichkeit, daff von den Perfonen A, DB, C, 

. wenigftend m und von ben: Perfonen 2,Q, R,... weniger, als 
m’ ver Zeiraum von.r Jahren uͤberleben: 


_m’ 


[ 1 3). (abe... = (abe) So) — abe.) In (Pr dm 


Nun bezehuen- wie fruͤher, o in Beziehung auf die Perfonen 
4, B, C, ... die vte Ordnung der Combinstionen und — bie vte Ord⸗ 


nung der Combinationen der Perſonen P, P, R,... * h. jede moͤg⸗ 
Combination von an’ (v' — 1) Perſonen, welche aus m’ u‘ 
onen gebildet werben kann; fo ift: 

——— 1 m: , m (mH) 3 m (m+I) (m-+2) 4 

(abe... ),= OT mtT . a77 77 . ur O 


(m++1) (m++2) (m43) 5 


+. a 08 7 1a ec. 
und: 
— m m (mH1) m (m+1) (m+2 
(pgr.. In — 7 a El en 
m (m--ı) (m-+-2) (m-}-5) 
— in 0 —elde. 
+7 2 .: 4 zn er 


Endlich bezeichne 0 eine Ordnung doppelter Combinätionen, welche 


aus allen denen beftcht, bie durch Werbindung jeder der möglichen 
Gombinationen aus m-+-(v— 1) der m+u Perfonen 4, B,C,. 
mit jeder Gombination aus n’-H(v’— 1) der m’+ u’ Perfonen PB 
O, R, ... entftehen, fo wird die gefuchte Wahrfcheinlichkeit außgebrüdt 
durch: 
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$. 12. Die Wahrfcheinlichkeit, daff eine einzelne Perfon A in einem 
gegebenen Jahre, z.B. in dem nten Jahre, von jetzt an gerechnet, flirbt, 
ober eine Verbindung mehrerer Perfonen A, B, C, ... fi in dieſem 
Jahre auflöft, iſt refp. gleih a, —a, und (abe...) _, — (abe...) 
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d. h. fie iſt der Ueberſchuſſ der Wahrſcheinlichkelt, das beſtimmte Jahr zu 
erreichen, über die Wahrſcheinlichkeit, es zu durchleben. Denn wenn e& 
gewiſſ wäre, daſſ die Perſon A eine von ben *-1@ Perſonen -wäre, 
welche dad fragliche Jahr erreichen, fo wäre die MWahrjcheinlichkeit, daſſ 


n 
fie in dieſem Jahre flirt, S1 — — ; allein die Wahrſcheinlichkeit 
& 


— 1 
Nn—ig 


biefer Vorausſetzung ift felbft nur = 





‚ und folglich iſt die Wahr: 


a — 1 


ſcheinlichkeit, daſſ die Perſon A in dem erwähnten Jahre flirbt. - 





a U} 


Um die Wahrfcheinlichkeit der Auflöfung der Verbindung der Per- 
fonen A, B, C, ... in bem beftimmten Jahre hieraus zu erhalten, 
braudht man nur (ade...) für @ zu feben. Allein dieſes find nur bes 
fondere Fälle des allgemeinen Satzes, daff die Wahrfcheinlichkeit der Auf: 
löfung der Verbindung ber legten m Ueberlebenden von 2 + Perſonen 
im nten Jahre, von jegt an gerechnet, dem Unterfchiede zwifchen ber 
Wahrfcheinlichkeit, dafl die Verbindung das te Jahr erreicht und der 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ fie es überlebt, gleich if. Denn bezeichnen e 
und s refp. die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ die legten m Ueberlebenden 
zufammen das rte Jahr erreichen und zufammen überleben, und / die 
Wahrfcheinlichkeit, dafſ fih ihre Verbindung in diefem Jahre auflöft, 
fo muff diefe Auflöfung nothwendig vor, in, ober nach dem nten Jahre 
ſtattfinden, wofür die Wahrfcheinlichkeiten reſp. gleich L—e, f und s 
find, und es it 1—e+/+s=1; folglich = e—s. 


Es fi a, ,— 0, =, „-16,= an mn ı ln 


(abe..),_1—(abe..)„=(abe..), und 0, ,—0,=0,, fo 
daſſ a,, ba, Car: - » die Wahrfcheinlichkeiten bezeichnen, daſſ die Per⸗ 
fonen 4, B, C, ... in dem nten Jahre, von jegt an gerechnet, ſter⸗ 
ben, (abe...), die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ſich die Verbindung aller 


biefer Derfonen auflöft, und 0, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend eine 
ber Verbindungen von m + (v— 1) Perfonen, welche fi) aus allen 
m-+-u gegebenen Perfonen bilden laffen, in demfelben Jahre erlöfcht. 
Ferner fei: 

— — m 
(abe. ).1 — (abe. M.. ). 


26" 
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Wenn man blos zwei Perfonen 4, B hat, fo wirb die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ die legte von beiden in dem nten Jahre, von jetzt an ge 
rechnet, flirbt, mg durch: 


(a ),=0,+b,— (ab),. (S. 400.) 


Für drei Perfonen A, B, C wird die Wahrfcheinlichkeit, daft ſich 
die Verbindung der beiden Ueberlebenden in dem nten Jahre von jetzt 
an, auflöft, ausgedruͤckt durch: 


_:__ 
(abeo),„=(ab,,+ad,+b0,—2tabe), 


und bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ die kette biefer Perfonen in bemfelben 
Jahre flirbt, durch: 


Ah= 0.+b,.+6, — 4b, -0 0-0, +(abe).. 


Allgemein, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich die Verbindung der 
letzten m überlebenden der m A gegebenen Perſonen im nten Sabre, 
von jetzt an gerechnet, auflöft, wird nach dem Vorhergehenden ausge: 
druͤckt durch: 


Ge. u — (abe. be. .=@be) In= 
m 2 ‚m {mnH)3 m (m-ı) 2, 
det 
z ‚erV ‚+3 ‚er — elc. 
1 2 8 4 
$. 13. Die größte fernere Lebensdauer mehrerer Perfonen 4, B, C,... 
na den Mortalitätötafeln, d. h. die Anzahl der Jahre zwifchen ihren 
refp. Altem und dem hoͤchſten in ber Mortalitätötafil vorkommenden Als 
ter, wollen wir vefp. mit &, P, Y, ... bezeichnen, und wenn mehrere 
Perfonn A,2,C, ... in®Berbindung mit einander betrachtet wer: 
ben, fo wollen wir die Anzahl Jahre zwifchen dem Alter der älteften 
von Ihnen und dem hoͤchſten in der Mortalitätötafel vorlommenden Als 
ter mit 7 bezeichnen, fo daſſ, jenachdem A, oder B, oder C,... 
am ätteften ift, 7 gleich @, oder 6, oder Y, .... ifl. 
Die fernere mittlere Lebensdauer oder Rebenshoffnung ($. 69) 
gebener Perfonen A, B, C, ... wollen wir reip. mit a,b, c,.. 
und für Z Zahr ältere Derfonen mit ta, !h, !c,... bezeichnen. 
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Wenn es gewifj wäre, baff die Perfon A nody 2 Yahre überlebte, 
fo wäre ber gegenwärtige Werth ihrer fernern Lebensdauer ober 
Lebenshoffnung nah 2 Sahren Sta; allein die MWahrfcheinlichkeit die⸗ 
ſes Ucherlebend der 2 Sahre ift nur =a,, und folglich iſt der gegen: 
wärtige Werth der fernern Lebensdauer der Perfon A nad Z Zahren 
—a,.'a, welhe aufgefchobene fernere mittlere Lebensdauer wir mit 
[a]e bezeichnen wollen, und ebenfo für die Perfon B mit [b]?, für 
die Perfon C mit [el?, - 

Die fernere mittlere Echensbauer einer Perfon A bid zum ten 
Jahre, von jebt an gerechnet, wollen wir mit z[a] bezeichnen, fo 
ift offenbar 7 [a]+[a]?=a ‚ folglich) ![a]=a—[a]? und Z [b] 
=b—[b]s,:[c]=c— [e]t-. 

$. 14. Aufgabe. Wenn eine beliebige Anzahl von Perfonen A, B, 
C, ... gegeben find, die fernere mittlere Dauer ähnticher Verbindungen 
dieſer Paſonen, wie die gegebene für Jahre, von jetzt an gerechnet, 
zu beftimmen. 

Auflöfung Nah dem Vorhergehenden ift einleuchtend, daſſ 
von der Anzahl (abc...) jetzt eriftirender, ähnlicher Verbindungen wie 
bie gegebene, (abc...) das nte Jahr vollftändig überleben und daſſ 
die Summe aller diefer Verbindungsdauern für biefes Jahr = Habe...) 
Sabre iſt. Auch ift Mar, daſſ die Anzahl folder Sombinationen, welche 
zur Auflöfung der Verbindungen hinreichend find, im nten Sahre 
—zr-Uabe..)—*Kabc...) ift, und da jebe biefer Verbindungen 
vor ihrer Auflöfung im Allgemeinen noch ginen Theil p bed Jahres 

eriftirt; fo ift die Sunme der Verbindungsdauern für alle Combi⸗ 
nationen, welche fih im nten Jahre auflöfen, —=["-I(ade...)p 

— *abec..)p] Jahre, und wenn man hierzu für bie Überlebenden 
Combinationen Habe...) Jahre addirt, fo erhält man: 


[?-!(ade..)p+”%abe..).(L—Y)] Jahre 


für die gefammte Berbindungsbauer ber (abe...) jetzt eriflirenden Verbin⸗ 

dungen für dad nte Jahr oder der überlebenden Verbindungen derfelben. 

Wenn man in diefem Ausdrucke für 7 fucceffive die Zahlen 1, 2, 3, 

.2 fest, und bie’ erhaltenen Refultate alle zufammenabbirt, fo bes 
kommt man: 

(abe...y)p+ abe... )(1—g)+ abe... )p-+ abe...) 1-Pp)+ 
%(abc..)p+ ... +!-2(abe.. )pg+!- Kabe.. )(1—Yp)-F 
t=1(abe..)9+%gbe.. JA) = !abe..)+?(abe...) 

+ %abe..)+...+ abe...) -+p[(abe.:.) — Kabe...)] 
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‚für die gefammte Werbinbungsdauer aller (ade...) Combinationen für 
den beflimmten Zeitraum, und wenn man fie durch bie Anzahl (wdc...) 
der Combinationen dividirt, fo erhält man: 


(abe...) -Habe..).-+(abe..)3+...+abe.. Je tYLı —(abe..):] 
für die mittlere Verbindungsdauer jeder Combination innerhalb der be— 
ſtimmten Zeit, welche wir daher mit e[abc...] bezeichnen wollen. 


Wenn ?Sr iſt, fo il t[abe...]=(abc...), (ade.. 0 
und man bat: 


(abe...)=(abe...) ‚Habe... )2-Habe..)5+...-Habe. Je 4P 


für bie gefammte mittlere Verbindungsdauer der betrachteten Perfonen. 


Wenn man (udc..,) für a und T für @ fubftituirt, fo laͤſſt ſich 
nah bem Borhergehenden auch die Auflofungserwartung der Verbin⸗ 
dung irgend einer Anzahl gegebener Perfonen A, B, C, ... beſtimmen. 

Ferner foll dem Vorhergehenden gemäß bie mittlere Berbindungs 


dauer ber legten am Ueberlebenden von (n-4-ı) Perfonen mit (abc., 
bezeichnet werben. 
Auch kann man nad dem Vorhergehenden die Auflöfungserwar: 


tung der Werbindung der legten zn Überlebenden von m-+u Perfonen 
beftimmen. 


8. 15. Da das allgemeine Glied einer Reihe wie 4taztayt.. 
+4,_ı +30 3 tr... durd a, auögedrüdt wird, fo wollen 
wir in Zukunft die Summe einer folchen Reihe dur) Za, bezeichnen, und 
{3a,] fol die Summe der # erſten Glieder einer foldpen Reihe be 


zeichnen. » 
Hiernady hat man nad dem Öbigen: 
a=8a, +! folglich Za, = a— 4 und (abe...)=*(ade...), +9 
alfo Z(abe...), =(ahe.. )= ꝙ. Ferner da] =e 3,4301 -a)) 
fo daff [| 2a,’ =tfa] — 2:1 —a,) if und: 
{(abe...)]= {2(abe .n]+P[L1-(abe...),] 

folglich: | | 

(abe ...)„]=e(abe...)]J—-P[1 —(abe..)e]: 


wo Z immer conflant und 2 veränderlich ifl. - 
8.16. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend zwei gegebene Perfonen in 
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demfelben Augeublide ferban, it unenblic Mein. Denn bie Anzahl 
"Der Xugenblide in der möglichen Lebensbauer einer jeden ift unendlich 
groß, und da eine jede der beiden Perfonen in jedem dieſer Augen- 
blide fterben kann, fe ift klar, daſſ die Wahrfcheinlichfeit des Zuſam⸗ 
menfaliens der Yugenblide des Todes diefer Perfonen unendlich Mein 
it. Ebenſo erhellet, daſſ die Wahrfcheinlichkeit, daſſ beibe Perſo⸗ 
nen vor einer beflimmten Zeit in demſelben Augenblide fterben, une 
endlich-Hein if. Ferner ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ, wenn von brei 
Derfonen zwei in demſelben Augenblide fierben, auch bie britte in die 
ſem Augenblide ftifbt, unendlich Hein. 
8137. Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find unb ein beſtimm⸗ 
ter Zeitraum angegeben ifl, welcher die mögliche oder größte Lebensdauer 
der diteften Perfon nach der Mortalitätötafel nicht überfchreitet, & bie 
Anzahl der Perfonen von demfelben Alter, berfelben Gonftitution, et«. 
als A, welche in diefer Zeit, nah « gleihen Intervallen abfterben 
mögen und P die Anzahl derfelben von demfelben Alter, derfelben Con 
flitution, elc als B, weldhe in bderfelben Zeit nach 6 gleichen Inter: 
vallen abflerben, bezeichnet; fo iſt es, wenn beide Perfonen vor Ab: 
lauf diefer Zeit fterben, gleich wahriheinlih, daſſ die eine, 3. B. 4, 
früher oder fpäter ald die andere B flirbt. 

Denn es fei 72 irgend eine ganze Zahl, nicht größer a 6, und 
B fei ver Reihenfolge nach bie Ate der Perfonen derfelben Art, welche 


in der beflimmten Zeit ſterben, fo verhält ſich Pre= m: m, und 


die größte in 7 m enthaltene ganze Zahl u iſt die Anzahl der Perſo⸗ 
nen, wie A, welche früher geftorben find, und die Wahrfcheinlichkeit, 
daſſ A eine derfelben ift, it = —. 


Wenn B die mite der Perfonen iſt, welche vom Enbe ber be. 
ſtimmten Zeit an gezählt, geflorben find, fo ift die Anzahl folcher Perfo- 
nen, wie A, welche zwilchen der Todeszeit von B und dem Ablaufe 
ber beftimmten Zeit flesben, =B und die Wahrfcheinlichfeit, daſſ A 


eine diefer Perfonen ift, iſt = 


Aber dieſe beiden Annahmen hinſ chtlich der Reihenfolge des To⸗ 
des von B find gleich wahrſcheinlichz denn ed muff irgend eine der 
Derfonen in Bezug auf ihren Zod, und vom Anfange ber .beflimmten 
Beit an gerechnet, die zmate, und irgend eine andere, vom Ende beflel- 
ben Zeitraumes an gerechnet, ebenfalld die ante fein, und B ober irgend 
eine andere biefer Perfonen kann in irgend einer der 6 Perioden ‚gleich 





— —- 


» 


leicht fterben. Hieraus geht alfo hervor, daſſ jebem Balle, in wel 
dem A früher ftirbt als B, ein anderer gleih woahricheinlicher Fall ent⸗ 
ſpricht, in welchem 4 fpäter flirbt als B. 

Es bezeichnen ferner &, P und y die Anzahlen von Perfonen, welche 
mit drei Perfonen A, B und C reip. von gleichen Ütern, gleicher Con⸗ 
flitufion, etc. find, und welche innerhalb einer beſtimmten Zeit refp. 
nah ©, 6, y gleichen Beitintervallen abfterben; fo ift ed, wenn ale 
drei Perfonen A, B, C innerhalb diefer Zeit fterben, gleich wahrſchein⸗ 
lich, daſſ irgend eine berfelben, z. B. B, hinfi ichtlich der Zeit ihres To⸗ 
des die erſte, zweite oder dritte iſt. 

Denn wenn wir wieder, wie vorhin, annehmen, daſſ B nach der 


Meibenfolge des Sterbend die zmte der Perfonen von demfelben Alter, 


etc. ift, welche innerhalb diefer Zeit ſterben; fo ift nach dem eben Gofag⸗ 
ten bie Wahrfcheinlichkeit, daſſ A früher flirbt, — — und ebenſo erhellet, 


daſſ, wenn m bie größte in — m enthaltene ganze Zahl iſt, die Wahr⸗ 
fcheinlichfeit, daſſ C früher flirht, als B, durch * ausgebrüdt wird. 
Folglich iſt Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſowohl A, ald C früher flirbt, =. 


Auf eine ähnliche Weife ergibt fi, daſſ, wenn B hinfichtlich ib: 
red Zoded die nte der PDerfonen von demfelben Alter eic., von dem 
Ende der beflimmten Beit an gerechnet, ift, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 


ſowohl A, als C fpäter flirbt als B, durch en audgebrüdt wird. Aber 


nad) dem vorhin Bemerkten find die beiden Annahmen in Beziehung 
auf die Reihenfolge des Todes von B glei wahrſcheinlich, und folglid 
ift e8 auch gleich wahrfcheinlich, daff die Perfon B von den drei ge 
gebenen Perfonen zuerft, oder zulegt ſtirbt. Wenn A zuerft firbt, fo 
ift e8 nach dem Worhergehenden gleich wahrfcheinlih, daß von den bei: 
den Perſonen 3, C in dem noch nicht verfloffenen Theile ded beftimmten 
Zeitraumes D zuerft oder zulegt flirbt, d. h. von allen drei Perionen 


die zweite oder letzte iſt, welche flirbt. Wenn C zuerft flirbt, fo er 


gibt ſich auf diefelbe Weiſe, daſſ es gleich wahrfcheinlih ift, daſſ B 
früher, oder foäter ald 4 flirbt, d. h. der Reihenfolge des Sterbend 
nach die zweite oder leßte der brei Perfonen if. Wenn A die zuleßt 
fterbende Perfon ift, fo müffen, welche Zeit auch vorher verfloffen fein 
mag, doch B und C innerhalb derfelben geftorben fein, und aus ben 
Borhergehenden erhellet, daſſ es gleich mwahrfcheinlich ift, daſſ B hin 


ſichtlich der Zeit itres Todes die erfie oder zweite if. Wenn C’die 


zulegt fterbende Perfon if, fo ergibt fich auf diefelbe Meife, daſſ ed 
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gleich wahrſcheinlich tft, daſſ B früher ober fpäter als A flirbt, d. h. 
binfichtli der Zeitfolge ihres Todes die erfte oder zweite ber brei ges 
gebenen Perfonen if. Nun Tann aber B nicht bie zweite der brei ges 
gebenen Perfonen fein, wofern von den beiden Perfonn A und C 
nicht die eine früher und die andere fpäter als fie flirbt, und wir haben 
bewiefen, daſſ es unter der Vorausſetzung, daff A oder C von den drei 
gegebenen Perfonen zuerft flirbt, gleich wahrfcheinlich iſt, daſſ B bie 
zweite oder legte abſterbende Perfon iſt, und daſſ ed unter der Voraus⸗ 
fegung, dafi A oder C von den drei gegebener: Perfonen zuletzt ſtirbt, 
gleich wahrfcheinlich ift, daſſ B die erfte oder zweite abfterbende Perfon ift. 

Zuerft haben wir aber gezeigt, daſſ die Wuhrfcheinlichkeit, daſſ B 
zuerft ftirbt, diefelbe ift, ald die, daff 3 von den drei gegebenen Pers 
. fonen zulegt flirbt, woraus erhellet, daſſ jedem Falle, in welchem B 
die zweite abfterbende Perfon ift, ein anderer, gleich wahrfcheinlicher Fall 
entipriht, in welhem 3 zuerft ftirbt, und ein dritter ebenfo wahrs 
fcheinlicher Sal, in welchem B zulebt flirbt. Und da B entweder bie 
erfte, oder zweite, oder dritte abfterbende Perfon fein muſſ, fo ift die 
Summe diefer drei gleichen Wahrfcheinlichleiten —=1, und jede derſel⸗ 
ben folglig = =4. 

> Hieraus erhellet, daſſ unter berfelben Vorausfegung bie Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit des Abſterbens der drei gegebenen Perſonen in einer be⸗ 
ſtimmten Ordnung, z. B. nach der Ordnung C, A, B, durch den 
Bruch 4 ausgebrüdt wird. Denn wir haben eben bewieſen, daſſ die 
Mahrfcheinlichkeit , daſſ C zuerft ftirbt, — # if. Wenn e8 alfo gewiff 
wäre, daſſ — früber als B ſtirbt, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit der 
angegebenen Orbnung des Abſterbens — 4; aber wir haben vorher ges 
zeigt, daſſ unter der gegenwärtigen Vorausſetzung die Wahrfceintichkeit, 
daſſ A früher als B flirbt, nur = 4 iff, und folglich ift die Wahr⸗ 
fcheinlichleit des Abfterbend der drei gegebenen Perfonen in ber anges 
führten Reihenfolge nur =4.4= 

$.18. Hieraus folgt auch —*— unter derfelben Vorausſetzung alle möge 
lichen Weberlebungd = oder Abfterbungsorbnungen (ABC, ACB, BAC, 
BCA,CAB, CB A) ver drei betrachteten Perfonen gleich möglich 
find, und daff die Wahrfcheinlichkeit für jede =H ifl. 

Da 





an _RTIg ja 1a ,a j ı® 
— 1 — — ‚o'.a In 
tft, fo bat man: 
@n b 4° c ele.: 
A, —4 21* 5 ‚ ’8.17 y rn 
18, 
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‚lade dm 
‚(abc.:. Ru 


und es ift zu bemerken, daff, während fich der Zähler jedes dieſer 
Brüche mit dem veränderlichen Inder n ändert, der Nenner immer 
derfelbe bleibt. > 

Hieraus folgt auch, daff die Wohrſcheinlichkeit ‚ daſſ eine Perſon 
A das nte Jahr nicht erreicht, oder vor dem nten Jahre ſtirbt, 


durch 1 — * ausgedruͤckt wird, und fuͤr eine beliebige Verbindung von 
,@ 
b 
Derfonen 4, B, C, ... tft dieſelbe Wahrfcheinlichkeit ren 
MN 
Der weiter oben erhaltene Ausdruck fuͤr die Wahrſcheinlichken des Ab⸗ 
ſterbens einer Perſon AL vor dem nten Sabre kann alſo auch in 
En N J .Y. . € . 
— — 4, verwandelt werden, und die Wahricheinlichkeit für die Auf- 


a 


uͤſung der Verbindung einer beliebigen Anzahl en perfonen A, B, C, 
... in demſelben Jahre wird ausgebrüdt durch * ee ee ? — (abc...) 


8.19. Aufgabe. Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find, 
die Wahrfcheinlichkeit zu beftimmen, daſſ A früher ftirbt ald 2. 
Aufidfung Daff flirbt 


folglich: (abe. m 


im nten Jahre) fpäter dafür iſt die Wahrſcheinlichkeit: 








A|» (= —2,).23, 


AB | feiner (20 .)- (F —b,) 
1 


und die Summe diefer Wahrfcheinlichkeiten: ü 
— (1ab)n__(a da 
— —,). (ir +,)= N a Ta), 77 
iſt die Mahrfcheinlichkeit, daff tie in Rede ftehende Ueberlebung im 


nten Jahre flattfindet. Die gefuchte Zotalwahrfcheinlichkeit wollen wit 
mit .ab bezeichnen, fo daſſ: 


' ab), ı@b)n b)n 
KR le er 


iſt. | 
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Wenn eb gewiſſ wäre, daſſ „A und „B noch ein Jahr überleb- 
ten, fo wäre ihr Alter alsdann vefb. daffeibe, ald dad gegenwärtige Als 
ter von A und B, und man hätte folglihd 1+2(ab) == (ab). 
Aber die Wahrfcheinlichkeit, daff „4 und „B beide ein Jahr überleben, 
ift = (ab), , und folglich ift: 

z ‚(ab)„ = ‚(ab), [1 +x(ab),!, 
alſo: 
‚(ab)n __ 
2 ab), =z1 +2(ab),. 

Run fei (ab), =ab— P (8.15), welches wir die verkürzte 

mittlere Berbindungsdauer für die Perfonen A und B nennen 


N 
und mit a)» bezeichnen wollen, fo iſt: 


(ab — EN 
"14 2) und ab=4+4 (Ma 
(ab), 1 181 ıd, 


Penn man alfo Zafeln der verkürzten mittlern Verbindungsdauer 
für irgend zwei Perſonen wie A, B und AB, berechnet hätte, fo wäre 
die numeriſche Auflöfung der Aufgabe leicht. Da aber ſolche Ta⸗ 
feln bis jetzt nicht bekannt ſind, fo wird es gweckdienlicher fein, bier 
zu zeigen, wie man andere, davon unabhängige Tafeln verfertigt, welche 
die Wahrfcheintichleit, daſſ eine gegebene Perfon früher ftirbt als eine 
andere gegebene Perfon, geben. 

$. 20. Aufgabe. Wenn die Wahrfcheinlichkeit (ab), daſſ eine 


um 1 Jahr ältere Perfon als A früher ftirbt, als eine um 1 Sahr ältere 
Derfon ald B, gegeben ift, die Wahrfcheinlichleit zu beſtimmen, dafi 4 
früher flirbt, als B. 

Auflidfung Wenn ed gewiff wäre, daſſ 4 und B nod ein 
Jahr lebten, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit der fraglichen Ueberlebung 
nach diefem Jahre = (ab); aber ba die A daff 


beide Perfonen das erfte Jahr überleben, = ift, fo ift die gefuchte 


Ueberlebungswahrſcheinlichkeit nach dem erften Jahre nur = =, (a bh) 


und in bem erften Jahre: 


Ka-a).a+ 94. + _ =..4@- 10) (641), 
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und wemn man folglich diefe beiden Wahrſcheinlichkeiten zuſammenaddirt, 
ſo erhaͤlt man die geſuchte Totalwahrſcheinlichkeit: 


ab= ;[4(@-10).(6+15)+ 1a). (ab)]. 
1 
Ebenſo ergibt fih, daſſ 
| 1 
(ab) =; tea d+D+(ed.ab} 


iſt; aber das Glied (ad). ab in der letzten Formel ift nichtd ander, | 


als der in der vorbergehenben Gleichung zwifchen den Klammern ſtehende | 
Factor, und wenn man daher von dem höchften Alter in der Tafel bis | 
zu dem niebrigften hinabgeht, und biefe Ueberlebungswahrſcheinlichkeit 
für jede zwei Alter, deren Unterſchied derſelbe iſt, beſtimmt, ſo iſt 
das bei irgend einer Operation angewandte Glied (ab). ab immer [von 
durch die nächftvorhergehende beflimmt. . 1 

Wenn die aͤlteſte der beiden Perſon A, B auch bie aͤlteſte ind 
Sterblichkeitstafel it, fo iR 105). 1(a —) — 0 und ab=;; 
(a—1!a).(b-H-1b). 1 1 

Wenn A die ältefte Perfon in der Sterblichkeitstafel ift, fo iR 


15 
Wenn B bie ältefle Perfon in der Sterblichkeitötafel if, fo iſt 
14 
ıb= 11 — — 
0, und ab=4(1 2 ). 
Wenn die Perſonen A und B in jeder Beziehung einander gleich 
— — 
find, fo it ab=a,b, 161 = 1%, ı und die weiter oben erhaltene 
Sleihung gibt ab =. 


1 
Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Perfon A nach Verlauf von } 
Sahren fpäter flirbt als B, wollen wir mit [(ab)]2 bezeichnen. Run 


ift aber Mar, baff diefe Ueberlebung nach dem erwähnten Beitraume nur 
dann flattfinden kann, wenn beide Perfonen viefen Zeitraum überleben, 
und wenn dieſes der Fall ift, fo ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ A frür 
ber ftirbr, als B ='"(ab). 

1 


Ferner if die Wahrſcheinlichkeit, daſſ beide diefen Beitraum über 











8 
leben, = (ab), und folglich wird die Wahrſcheinlichkeit der aufgeſchobe⸗ 
nen Ueberlebung durch die Gleichung: 
[(ab) %=(eb),.'‘(ab) 
» 1 1 
beſtimmt. 


Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Perſon B die Perſon A vor Ab⸗ 
lauf der £ Jahre überlebt, wollen wir mit Z[(ab)] bezeichnen, und 


t 
da die Bahrfcheinlichleiten, daſſ dieſe Meberlebung in, ober nach dem 
beflimmten Zeitraume ftattfindet, zufammengenommen der Zotalwahrs 
ſcheinlichkeit gleich find, daſſ fruͤher flirbt, als 2; fo if: 


» HL@ab)]+Lab)]ı=ab, 
folglich: :[(ab)]=ab—{(ab)]#. 


Daſſ fi) die Verbindung der beiden Perfonen A und B vor Ab⸗ 

lauf der 2 Jahre auflöft, dafür ift die Wahrſcheinlichkeit =1 — (ab). 
“ Aber wenn bdiefes Creigniff innerhalb diefer Zeit flattfinden fol, fo 
muff entweder A früher flerben, ald B, wofür die Wahrfcheinlichkeit 
—=t[(ab)] ik, oder B muff früher flerben, ald A, wofuͤr die Wahr: 
ſcheinlichkeit —ı[(ab)] iſt. Die Summe dieſer beiden Wahrſchein⸗ 


1 
lichkeiten iſt alſo der Totalwahrſcheinlichkeit gleich, daſſ ſich die Verbin⸗ 
dung der beiden Perſonen innerhalb der beſtimmten Zeit aufloͤſt, d. h. es iſt: 


— 1 — (ab), und folglich: 
1 
-[(ab)]=1 - (@), - ı[(ab)} 
Wenn ?Sr if, fo iſt (ad), =0, folglich ba=ı ba. 


Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Perfon 4 innerhalb der 7 Jahre 
ſpaͤter ſtirbt, als B, wollen wir mit +[(ab)] bezeichnen, und da, 


wenn biefe Perfon innerhalb dieſes Zeitraumes flirbt, wofür die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit = 1 — a, ift, fie entweber früher, ober fpäter als B flirbt, 


wofür die reſp. Wahrfcheinlichkeiten =/(a b)] and = =/|(a b)] find; 
fo haben wir: ‚[(ab)]+[(ab)]=' 1— ar, folglich \(@ab)]= 
i— q1 — (ab). 


* 


41% 
Wenn?— r ift, fo verwandelt fih der letzte Aukbruck in r[(ab)] 
=1—4,— ab, und wenn nicht Heiner ifl, als «, fo ift 


ab=1-—ab die Totalwahrſcheinlichkeit, daſſ A fpäter flirbt, als B. 


1 

Daſſ A und B beide vor Ablauf der Z Jahre flerben, dafür iſt 
die Wahrfcheinlichkeit: (1 — a,).(1 — 5). Aber diefe Wahrfcheinlich- 
keit ift offenbar auch der Summe der beiden Wahrfcheinlichkeiten gleich, 
baff A innerhalb der 2 Jahre fpäter ſtirbt, als B, und daſſ B ſpaͤter 


ſtirbt als A. Folglich iſt: 


ı[(ab)]-+1[(a b)]=a—a).( — 3), und 
ı[(a b)] = (1—). 1 —b)—t [(ab)} 


Wenn Z nicht Heiner, als die größte Lebensdauer der jüngften ber 
beiden Perfonen nad) der Sterblichkeitätafel ift, fo verwandelt ſich die 


legte Formel in; (ab) = 1 — (ab) 
2: 2 


Leib⸗ oder Lebensrenten. 


8.21. Was eine Leib» oder Lebensrente ift, ift bereitß oben erklärt, 
und wir wollen den Werth einer auf eine Perfon A lautenden Leibrente 
mit A und den Werth einer auf die Verbindung einer beliebigen Anzahl 
von Perfonen A, B,C,... lautenden Leibrente allgemein mit ABC... 
bezeichnen. Ferner follen EA und «A reſp. die Werthe ver Keibrenten be: 
zeichnen, welche auf Perfonen lauten, die reſp. um d Zahre, älter ober 
jünger find, ald A, und allgemein ‚wollen wir mit (ABC...) den 
Werth einer Keibrente bezeichnen, welche auf die Verbindung von Perfonen 
lautet, die refp. um Z Jahre älter find ald A, B,C,.. ., und ebenfo wol 
len wir mit „A BC.. .) den Werth einer Leibrente bezeichnen, welche 
auf die Verbindung von Perfonen lautet, die refp. um 2 Jahre jün 
ger find als 4, B,C,.... 

Ferner wollen wir ben gegenwärtigen Werth von 1 Thaler, 
welcher nach einem Jahre gewiff gezahlt wirb, mit v bezeichnen, fo ift 


on der gegenwärtige Werth von 1 Thaler, welchen man erſt nach Ber 


lauf von rn Zahren erhält. Aber wenn diefer Thaler am Ende bed 
nten Jahres nur dann gezahlt wird, wenn eine beftimmte Perfon. A 
diefen Zeitpunkt überlebt, fo wird der gegenwärtige Werth dieſes 
Thalerd nach $. 23 offenbar auögebrüdt dur an 9". 

Ebenſo ift einleuchtend,, daſſ der gegenwärtige Werth biefed Tha⸗ 
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lers, wenn er nach n Jahren gezahlt wird, wofern eine beflimmte Wer 
bindung von Perfonen A, B,C,... nad Ablauf diefer Zeit noch exi⸗ 
ſtirt. durch (abc...) v* ausgebrüdt wird, 

Und allgemein, wenn diefer Thaler nach » Jahren‘ nur dann ges 
zahlt wirb, wofern von irgend einer Anzahl m-+u Perſonen A,B,C,.. 


noch m berfelben leben, durch (abe. In 9®, 

Hieraus cerhellet, daſſ allgemein ABC.. ‚= Z(abe..m" iſt. 
Wenn man blos drei Perſonen A, B, C betrachtet: fo hat man ABC 
—I(abco)n vr; für zwer Perfonen 4, B it AB = (a b), v* und 
für eine einzige Perfon A hat man A= Ta, ı*, 

$. 22. Aufgabe 1. Wenn der®ertp (ABC...) einer 
Leibrente. au, die Verbindung irgend einer Anzahl von 
Derfonen gegeben ifl, den Werth ABC... einer auf die 
Berbindung berfelben Anzahl von Derfonen, welche aber 
sefp. um 1.Iahr jünger find, lautenden Leibrentezu finden, 
Aufloͤſung. Wenn es gewiſſ wäre, daſſ die Perſonen A, B,C,... 
ein Jahr uͤberlebten, ſo waͤre der gegenwaͤrtige Werth der auf die Ver⸗ 
bindung der jungern Perſonen lautenden Leibrente um eine Jahresrente 
groͤßer, als die auf die ABO der ‚Altern Perfonen lautende Leibs 
vente, d.h. =» [1 + (ABC ...)J. Aber daſſ die Perfonen 
A,B,C.. . jufammen nach einem Lahre noch leben, ift nicht gewiß, 
fondern bat nur eine Wahrfcheihlichleit = (abde...), , und folglich ifl: 


ABC...=(e..),v.[1-+(ABC...)]. 
Fuͤr drei Perfonn A, B, C hat man: 
| ABC=(ab9, v.[1ı+ ABC); 
für zwei Perfonen A und B ift: 
AB=(ab), v.[1 +'(AB)] 
und für eine einzelne Perſon A iſt: 
Az=a,,(1+'A). 


Wenn die ältefte der Perſonen 14, 1B, 10,... zusleic die 
aͤlteſte in der Sterblichkeitstafel iſt, ſo iſt: | 


(AB C..)=0 und ABC... lebe.) 
8. 23. Wenn wir den Werth einer um E Jahre aufgefhobenen 
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und auf die Verbindung der Perfonen A, B, C,.. lautenden Leibrente, 
d.h. einer folhen, welche erfi nach 2 Iahren zahlbar wish, wenn 
diefe Verbindung von Perfonen noch eriftixt, mit (ABU...) bes 
zeichnen; fo wäre dieſer Werth nach Berlauf der 2 Jahre, wenn 
diefe Verbindung von Perfonen alddann noch mit Gewiſſheit eriftirte, 
—NABC...), und ihr gegenwärtiger Werth wire -(ABC...). 
Aber da cd nicht gewiſſ ift, daſſ die in Rede ftehende Verbindung von 
Derfonm nad) Jahren noch eriftirt, ſondern nur eine Wahrſcheinlich⸗ 
keit — (4b c. .)t bat, fo iſt folglich: 


[(AB C.. Je=tabe..3.AB C...). 


Für eine einzelne Perfon A ift alfo: [A]z=arr‘. "A. 

$. 24. Den Werth einer auf eine beliebige Verbindung von Perſonen 
A, B, C, ... lautenden temporären Leibrente, d. b. welche nur eine 
beſtimmte Anzahi tvon Jahren gezahlt wird, wenn dieſe Verbindung 
von Perſonen noch exiſtirt, wollen wir mit IA ABC.. N bezeich⸗ 
nen, fo haben wir, da bie temporäre Leibrente fuͤr? Jahre und bie 
um £ Sabre aufgefchobene Leibrente offenbar der fogleich und während 
der ganzen Dauer der Verbindung der Perfonen zablbaren Leibrente 
gleich iſt, die Gleichung: 


ABC...=:[(ABC...)]+[(ABC), 


woraus folgt: 
:KABC..)]=ABC...—[(ABC...)]. 
Zür eine einzelne Perfon A bat man folglich: 
:[A]=A— [A]. 
Wenn die Leibrente erfi nach Z Zahren, und von dba an nur f 


Jahre hindurch zahlbar ift, wofern die fragliche Werbindung von Per 
ſonen noch eriftirt; fo iſt ihr Werth: 


ABC... JJe=[ABC...—[(ABC..,)]e] 
=[(ABC.. JE —[(ABC..)]e-+. 
Wenn £ nicht Meiner iſt a8 — 1, fo ift {(ABC...)= 


folglich [ABC..)]2=0 un ABO. .)J]= ABC... 
folglich für eine einzelne Perfon 4 it [A] = A. | 
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8.25. Aufgabe 2. Den gegenwärtigen Bert ABC... einer 
Leibrente zu finden, welche auf bie Verbindung ber legten m von 
m-+ u Derfonen 1, B, C,... lautet. 

Aufldöfung Wenn u=0 if, fo lautet die Leibrente auf bie 
Berbindung aller Perfonen und ihr Werth wird auf die in der vor: 
hergehenden Aufgabe angegebene Art gefunden. Da aber in ber Praxis 
felten mehr ald drei Perfonen in Betracht kommen, fo wollen wir zus 
erft blos die folgenden drei vorkommenden Fälle betrachten, nämlich 1) 
wenn die Leibrente auf die überlebende von zwei SPerfonen A und B 

. 1 


lautet, in welchem Falle ihr Werth dur AL ausgebrüdt wird; 2) 
wenn die Leibrente auf die überlebende von drei Perfonen A, B,C 


. 1 

lautet, wo ihr Werth durch ABC audgebrüdt wirb, und 8) wenn 

fie auf die Werbindung der beiden überlebenden dieſer drei Perfonen 
2 


lautet, wo alsdann ihr Werth durch ABU ausgebrüdt wird. 


DieLeidrente | Wahrfcheinlichkeit der Exiſtenz der Perfon, oder der Vers 
Tal | lautet auf | Bindung von Perfonn nad Verlauf von n Jahren, 








1 AB an +6 — (ab)n. 





2 ABC \ant+ba+ cn — (aba — (an — (beat (abe)n. 
s ABC |\(abyn-+ (acda+ (bel —MHabe)n. (S. 303 — 394.) 


— — 
Es iſt alſo im erſten Falle AB=A+B— AB, (G. 315.) 
ꝰau 
im zweiten Jale ABC=A+B+C—AB— AC— BCHABE, 


— 
und im dritten Fale ABC=AB+AC+B C—zABC. 
Allgemeine Aufldfung Wenn v irgend eine ganze Zahl, 


nicht größer ald +1, und 0 die Summe: ber Werthe der Leibrenten 
auf alle in der vten Ordnung von Combinationen vortommenden Ber 
bindungen von Perfonen, d. h. jeder möglichen Gombination aus 
utrv— 1 aller m-+u Perſonen bezeichnet; fo wird die Aufgabe 
für jeden Fall durch die allgemeine Formel: 

Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 27 
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18 | 4 
ABB... =5—ms4m"t23 _ m tt m HR hut 

geloͤſt (S. 400). 

Wenn m—1 ift, fo verwandelt ſich dieſe allgemeine Formel in: 

— — 12.8 4 
‘ ABU..=0—0+0—0+.u 

wo der Inder jever Ordnung die Anzahl der in jeder Verbindung vor: 
tommenden Perfonen angibt. 

Penn man blos zwei Perfonen A und B bat, fo verwandelt ſich 
die allgemeine Formel in: 


_I_ ı 2 
B=0o—.0, 
1 2 
wo o=-AıB und o=-AB if; folglich ift, wie weiter oben: 


1 
AB=A+B-AB. 


Menn man drei Perfonen A, B, G betrachtet, fo gibt die allge 
meine Formel: 


1 


— — 2 3 
ABCG=0o—0o+o, 
wo 2-A+B+C,:-AB+AC+BC md o-ABC 


Folglich ift, wie weiter oben: 


\ 
ABC=A+B+C—AB-—-AC— BC+ABC. 


Kerner fei bei drei Perfonen 4, B,C, m= 2 und folglich v1, 
fo verwandelt fi) die allgemeine Formel in: . 


wo s=AB+AC+BC und o=ABC, folglich : 
ABC- AB+ACHBC—2ABC 


ift, wie weiter oben. 
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Wenn die Perfonen alle gleich alt find, fo hat die auf die Verbin⸗ 
bung aller in irgend einer Gombination irgend einer Ordnung vorkommen 
der Perfonen lautende Zeibrente genau denfelben Werth ald eine Keibrente, 
welche auf die Berbindung der Perfonen irgend einer andern Gombination 
derfelben Ordnung lautet. Der Werth der Leibrenten auf alle Combinatios 
nen irgend einer Ordnung iſt daher dem Werthe einer Keibrente auf eine 
Combination gleich, fo viele Male wiederholt, ald die Örbnung Gombinatios 
nen hat, fo bafl, wenn man die Sefammtzahl der Perfonen n + u=w 
fegt und den Werth einer Leibrente auf irgend eine Combination der vten 

v—l1 —2 ®--(m-+» - 2) 
Ordnung von Perfonen | w. — · — — mal 
y 
für o nimmt, die allgemeine Formel auch in diefem Falle anwendbar 
iſt. 








Wenn alle Perſonen gleich alt find, und m=1 ift, fo hat man 
folglich: 


AAA.. =wA—wT—AA+w. . AAA _ene. 
$. 26. Ebenfo ift offenbar: 
(AB=[AJ+EB]— [ABI], 
(ABOJ=[A]-+ [BJ + [CI [ABI —[A QJJ. 
— [BOJ+FLAB CO], 
KABOJ=[AB)]-+[A OJ+LBO))—2[ABC)] 


und elgemein: : 





ABC. e=[o]e—m[o]e + m"Elfo]s— ete 
6. 27. Ebenſo hat man: 
‚{RB]=e[A] HB] — [AB] 


£ [AB] = = [A] + [BJ] [C]— ıTAB]— LAC]— [BC] 
+1{ABC] 


(ABC]=AAB]+AAC]IH AB J 





— — oe 
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und rom 


HART. ‚=: fo] — m. tm 


Wenn Z nicht Heiner aß T — 1 ift, fo bat man: 


[ABO].= CAI-+[B]. +[C)-—[AB-—[AC]-—[BC] 

und: 

iA ABC]=:{A] +{B]+{C]— AB] —[AC] 
—/[BC]+:[AB C. ($. 13 u. 24.) 


Wenn wir die ältefte der betrachteten Perſonen dadurch unterfchei- 
den, daff wir Äber den fie bezeichnenden Buchflaben einen Punkt (.) feßen, 
und B ift die ältefle von drei Perfonen, fo verwandeln fich die beiden 
letzten some, wenn I nicht Heiner if, ald B—1, reſp. in: 


(A * AB OJ=[AL+[CI—[(A OJ 


und {ABC C]=:A]+B+:[CJ—AB—.[AC] 
—BU+ABC, G 23) 


und ANehnlichet gilt für den Fall, wenn? nicht Feiner ift, a8 — 1. 

$. 29. Aufgabe 3. Den gegenwärtigen Werth einer 
Leibrente zu beflimmen, weldhe von der gleichzeitigen Eri- 
ſtenz der legten m Ueberlebenden von m+u Derfonen 
4A,B,C,... nad der Aufldfung der Verbindung der letz— 
ten m’! Ueberlebenden von m’—+u! anderen Perfonen-?, 
OQ, R, ... abhängt. 

u 


Aufloͤſung. Wir wollen bielen Werth mit POR.. OR... ABC. 
bezeichnen... Obgleich in der Aufgabe nicht gefagt ift, daſſ bie Derfonen 
A,B,C,... ober P,Q,R, ..., von deren Leben biefe Leibrente abhängt, 
irgend ein Intereffe bei berſeiben haben, oder nicht, was auch auf die 
Aufgabe weiter keinen Einfluſſ hat; ſo wollen wir doch die onen 
4,B,C,... die Erpectanten und die Perfonn P,Q,R... bie 
Befiter nennen, und zunaͤchſt wollen wir wieder alle befonbern Säle 


erachten, welche die Aufgabe bei zwei ober drei Perfonen barbieten 
ann 
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greift offenbar die zweite ald befondern Kal un: 


Diefe Aufgabe be 


ter fich. 


t die fragliche Keibrente von 


| | ang 
tigen Eriftenz aller Erpectanten nad) der Erlöfchung der Ver⸗ 


0ift,foh 


i 


Wenn u—=O und uw‘ 


der gleichze 
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bindung aller Befiter ab. Man hat alfo blos eine Combinationdorb- 
1 

nung O ber Erpertanten, welche aber blos eine Gombination ‚enthält, 

1 

worin alle diefe Perfonen vorfommen, und eine doppelte Combination O 


1 
aus allen Erpectanten und allen Befigern, welhe wir mit (ABC... 
POR...) bezeichnen wollen, und die allgemeine Formel verwandelt 


fh in: 
POR...|ABC...=-0—0=ABC...— 


(ABC... PQR..) 


Wenn u—O und m’—1 ift, fo hängt die Leibrente von ber 
“gleichzeitigen Exiſtenz aller Erpectanten nach dem Zode aller Beſitzer ab. 
Man hat alfo wieder blo8 eine Kombination der Erpectanten und bie 
allgemeine Zormel verwandelt fi in: 


— —. 
POR...|AB C...=0—-0+06—-0+0— ee. 
ı 20383 4 


wo wegen m’ +9’ — 1= 9’ der Inder jeder Combinationsorbnung der 
Beliger die Anzahl der in jeder Sombination vorkommenden Beſitzer angibt. 

Wenn m=1 und u’=0 ift, fo hängt bie eibrente von dem 
legten Ueberlebenden ber Erpectanten nach der Erlöfchung der Verbin⸗ 
dung aller Befiger ab. Man hat alfo blo& eine Combinationdorbnung 
der Beſitzer, welche nur aus der einen Combination aller Beſitzer be- 
flieht, unb die allgemeine Formel verwandelt fi in: 





ı.2 2 8 4 
—0+0- 0+0— 
i ı 1 ı 1 
=ABC... _6+5—-0+Ö0—... (8.118) 
ı ı 2 1a 


mo der Inder jeder Combinationsorbnung der Erpectanten wegen zn» 
— 1=vdie Anzahl der in jeber Gombination vorfommenden Erpectan- 
ten angibt. , 

Wenn m=1 und m'=1 ift, fo hängt die Leibrente von dem 
legten Ueberlebenden der Erpectanten nad) dem Tode des Ichten uͤber⸗ 
Lebenden Beſitzers ab, und die allgemeine Formel verwandelt fih in: 
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POR... ABC... -6-5+5—6+... 
—0+0—0+0—... 


+d_5+ö_ör.. 


2 3 4 

8 8 8 8 
—O 0 — 0 0O — .. 

747 +0 


etc. etc. elc. elc. 


wo wegen mv — 1=» und L der Inder jeber ein 
fachen GCombinationdordnung die Anzahl der in jeder dieſer Combina⸗ 
tionen vorbommenden Perfonen angibt, und die Summe der Indices je 
der Ordnung doppelter Combinationen die Anzahl der in jeder doppels 
ten Combination vorlommenden Perfonen. Die erfte Horizontalreihe 
enthält offenbar alle verfchiedenen Gombinationen, welche fi) aus den 
Erpectanten bilden laffen, und wenn rn irgend eine ganze Zahl bezeich⸗ 
net, welche die Anzahl der verfchiedenen Combinationsorbnungen der 
Erpectanten nicht überfchreitet, fo enthält die te Horizontalreihe nad) 
ber erften immer alle doppelten Gombinationen, welche gebildet werben 
Eönnen, wenn man jede Combination der ten Ordnung ber Erpectan- 
ten mit jeder Combination aller Orbnungen der Beſitzer verbindet. 


Hieraus erhellet, daff die Formel alle verfchiedenen Combinatio- 
nen enthält, welche fi aus allen Verfonen, ſowohl den Erpectanten, 
als Befigern, bilden laffen, mit Ausnahme der einfachen Combinationen, 
welche fihb aus den Beſitzern allein bilden laffen, und welche alle in 
dem Ausdrude des Werthes einer. Leibrente, lautend auf ben legten über: 
lebenden Beſi itzer, naͤmlich in: 


POR... =0— 0+0— O+.. 


vortommen. Wenn alfo Biefe legte Ordnung von Combinationen mit 
den bier angegebenen Zeichen zu der vorhergehenden Formel addirt wird, 
fo enthält die Summe alle möglichen Gombinationen aller Perfonen, fo- 
wohl der Erpectanten, als der Befiger, und wenn jede Combination 
irgend einer Ordnung nur eine einzelne Perfon, ober eine ungerade 
Anzahl verbundener Perfonen enthält, fo kommt dieſe Combinationd: 
ordnung in der Formel mit dem pofitiven Zeichen vor; aber wenn bie 
Anzahl der Perfonen in jeder Gombination diefer Ordnung gerade ifl, 
fo ift daß Zeichen diefer Ordnung negativ. 
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Hieraus folgt, daſſ dad fo gebilbete Aggregat den Werth einer 
Leibrente, lautend auf die lebte überlebende aller Perfonen, fomohl 
1 


ber Erpectanten, als Befiger, welhen wir mt ABC...POR... 
bezeichnen wollen, ausdrüdt, und wir haben folglich: 


— — — — — —— — 1 
POR...|ABC...=ABC...POR...—POR... 


Wenn die Gefammtzahl der Erpectanten und Befiger nicht grö- 
per iſt als 3, fo Fann, ba wenigſtens ein.Erpectant vorhanden ift, bie 
Anzahl der Befiger niemald größer fein ald 2, und da wenigftens ein 
Befiger da fein muff, fo kann die Anzahl der Expectanten nicht größer 


. 1 2 
fein als 2. Die allgemeine Formel reducirt fih afo uf O — mO 
1 20.14 | 
—O+mO+m'O. Aber wenn m—=2 ift, fo kann bloß die eine 
.q 1 2 


1 
Ordnung O ber Combinationen ber Erpectanten vorlommen und es 
2 . 
ft O=0, und wen m'—=2 if, fo iſt auch O=0. Hieraus er: 
: 2 
bellet, daſſ jede Eombinationsorbnung, welche entweder m, oder m! 
zum Coefficienten hat, verfchwindet, ausgenommen, wenn biefer Coefs 
ficient die Einheit ift, und die zuletzt angeführte Formel, ift daher gleich 
1 2 1 1 
bedeutend mit O— O0 — 04 84 OÖ. Die vor der allgemeinen Aufs 
1 ı 2 
[fung gegebenen Aufldfungen der Aufgabe für ale Fälle von zwei oder drei 
Perionen ergeben ſich alfo unter diefer Vorausſetzung auf folgende Weife: 





=A-AP-AQ-+APQ 


10-A+B-AB-AP—-BP--ABP. 
1 


* 











Denn wenn fo ift: 

Fall 0= 0=| 0=|0= Ö= D- und 0— 
1 2 1 1 2 
1 A O0 P 0 AP 7 0 
2 |AB| 0 P oH ABP o 0 
3 A|J|oI|PQ|oj| APQ | o| 0 

a | A ,o |P+Q|PQJAP+AQ| 0 | APQ 
5 A+BjAB P | o1AP+BPABP 0 


Wir wollen nun noch einige befondere Fälle der allgemeinen Auf- 
gabe direct auflöfen. 

Beifpiel 1. Zwei Perfonn A und B befißen eine Leibrente, 
welche auf die uͤberlebende von ihnen lautet, und unter diefe und eine 
dritte Perfon C nah dem Tode einer der Perfonen A und DB gleid 
vertheilt wird, fo lange fie beide leben. Man fol den Werth des In⸗ 
tereſſes der Perfon C bei diefer Leibrente beftimmen. 

Erfte Auflöfung. 
Daſſ am a „ten dafür ift die mit dem Antheite ber Perfon C an 
ber Leibrente multiplicirte Wahrfcheinlichkeit: 








todt iſt leben 
A BC MCAGV. GOMSIIGOAS (GGGL o))] 
B AC | a —bi.(acn=}[(a c) — (abc),] 


und da die Summe diefer Größen = 2 land 2b on — (abe 
ift, fo ift der Werth bed Interefles ber Derion C an der Leibrente 
 =4AC+IBUC—ABE. 

Zweite Aufldöfung. Der Werth ded Intereffed der Perſon 
C wird zo der Aufgabe in Zeichen ausgedruͤckt durch JA|IB C+ 


4 B | AC, und ift folglih nah dem zweiten Falle des vorlchten 
Schemad -—43AC+,BU— ABC, wie vorhin. 


Beifpiel 2. Eine Leibrente, welche von ber Verbindung der 
beiden letzten überlebenden von drei Perfonen A, B, C abhängt, wird 
während ded Zuſammenlebens diefer drei Perfonen gleich unter fie ver: 
theilt und nach dem. Tode einer derſelben wirb fie unter die beiden 
Ueberlebenden, fo lange fie noch zufammen leben, gleich vertheilt; man 
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fol nun den Werth des Intereffes der Perfon A an der Leibrente be- 
flimmen. 
Erfte Aufldfung. 
Daſſ am Ende des ten u 
Jahres dafuͤr iſt die mit dem Antheile ber Perſon A an 
todt iſt leben der Leibrente multiplicirte Wahrſcheinlichkeit: 





keine ABC .... + 4labeo)n 
B AC 1 (ac — 1(abc), 
°C AB | ab — Lade) 


und da die Summe hiervon =} (ab)a + 4(ac)a — 3 (abe)n ift, fo 
ift folglich der Werth des Intereffes der Perfon C an der Leibrente 
-J3AB+!:!AC-2ABC. 

Zweite Auflöfung. Der gefuchte Werth wirb nach ber An; 
gabe der Aufgabe in Zeichen ausgebrüdt dur AABC+4CJAB+ 
ZBJAC, und if folgid =JAB+FAC—$ABC, wie vor 
hin. 

Da fih die Perfonen A, B, C in Beziehung auf diefe Zeibrente 
alle unter gleichen Umftänden befinden, fo ift klar, daſſ der Werth des 
Sntereffed von B erhalten wird, wenn man in dem Ausdrude für den 
Werth des SIntereffes von A die Buchſtaben A und B vertaufcht, 
wodurch man erhaͤt 3ZABTIBC-ZABC, um wenn man in 
dem letzten Ausdrucke die Buchſtaben B um C vertaufcht, fo erhält 
man den Auddrud für den Werth des Interefled der Perfon C an der 
Leibrene -FAC+IBC-FABC Die Summe diefer drei 
ntereffen ift geic ABTAC+BC— 2ABC, und drüdt den 
Totalwerth der Leibrente auß, welche auf bie Verbindung ber beiden 
letzten Weberlebenden lautet. 

Beifpiel 3. ine Leibrente wird nach dem Tode der Perfon 
A unter B und C während ihred Zufammenlebend gleich vertheilt und 
geht dann ganz auf den Weberlebenden über; man fol den Werth des 
Intereffed der Perfon 3 an diefer Leibrente beftimmen. 
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Erfte Aufloͤſung. 


Daſſ en ee nten dafuͤr iſt die mit dem Antheile der Perfon B an 


todt find | (eben der Leibrente multiplicirte MWahrfcheintichkeit: 








A BC |....:. +%(bon — Klabc) 
AC B ba — (ab)a — (br)a+-(ade)n 


und da die Summe hiervon = dn — (ab) — 4(be)n-+ 2 (abe)n if, 
fo ift folglich der Werth des Intereffed der Perfon B an ber Leibrente 
—B—AB—IBC+IABC. 


Zweite Aufldöfung Nah der Aufgabe wird ber gefuchte 
Werth ein Zeichen durch AlBC+A CB der AIB—; ABC 
ausgedruͤckt. 

Aus dem erſten dieſer Ausdruͤcke ergibt ſich nach dem 2ten und Aten 
Falle des Schemas auf S. 425 und aus dem zweiten Ausdrucke nach 
dem 1Iften und 2ten Falle ebendaſelbſt der Werth des Intereſſes von B 
an der Reibrnte =B—AB—4BC+4ABC. 


Wenn man in diefem letzten Ausbrude B und C mit einander 
vertaufcht, fo erhält man den Werth des Intereffed der Perfon C an 
der Leibrente =C—AUC—IBC+HFLABC. 


Wenn wir annehmen, daſſ die Perfon A während ihres Lebens 
die Leibrente zieht, fo ift det Werth ihres Intereſſes daran offenbar 
—A, und wenn man diefen Werth zu der Summe der Intereffen 
von B und C adbirt, fo erhält mn AHB+C—AB-—AC 
— AC-+ABEC für ven Totalwerth der auf die letzte überlebende 
der drei. Perfonen lautenden Keibrente, wad mit dem Frühern übereins 
ſtimmt. 


Beiſpiel 4. Eine Leibrente, welche von der zuletzt lebenden 
der drei Perſonen A, B, C abhängt, wird unter A und B während 
ihrer gleichzeitigen Eriftenz gleich vertheilt, und nad dem Tode einer 
diefer beiden Perfonen wird fie unter die überlebende und die Perſon 
C, wenn diefe noch lebt, während des Zuſammenlebens dieſer beiden 
legten Perſonen gleich vertheilt, und fällt dann der überlebenden von 
ihnen ganz zu. Man fol nun den Werth des Intereſſes der Perfon 
A an diefer Leibrente finden. . 
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Erfte Aufidfung. 
Daff am Ende des ntn 








Jahres dafuͤr iſt die mit dem Antheile ber Perſon A an 
zodt find | eben der Leibrente multipliciete Wahrfcheinlichkeit : 
feine ABC.......... 4(6b) 
C AB lab .... — laden 
B AC 0... t4lac)a — labe)n 
BC A Op — (ab)n — (ac) + (abe)n 


und da die Summe hiervon = au — }(ab)a — Jlaca+ L (abe) 
ift, fo ift der Werth des Interefſes der Perfon A an der Keibrente 
—=A—IAB—1ACHIABC. 

Zweite Auflöfung. Der gefuchte Werth wird nach der Aufs 


1 
"gabe in Zeihen auögedrädt durch JAB+4BJAC+BC|A= 
A—1AB—LAC+LABC, wie vorhin. (©. 425.) 

Durh Vertauſchung von A und B in dem legten Ausdrude er- 
hält man den Werth des Intereffes der Perfon B an einer Keibrente 
—-B—HAB—4BC+4ABC. 

Wenn man die Summe der Werthe der Antereffen der Perfonen 
Amb B, namid AHB—AB—1IAC—IBC+ABC 
von dem Totalwerthe der auf der lebten uberlebenden der drei Perſo⸗ 
nen ruhenden Leibrente abzicht, fo erhält man C—1 A G—t+B C 
für den Werth des Intereffed der Perfon C an ber Leibrente. 

Beifpiel 5. Sobald irgend zwei der drei Perfonen 4, B,C 
geftorben find, zieht die Perfon DI und ihre Erben fo lange eine Leib⸗ 
rente, als die uͤberlebende der Perfonen 4, B, C nod) lebt, und man 
fol den Werth des Intereffed der Perfon D an diefer Leibrente beftimmen. 

Erfie Auflöfung. 

Daff am Ende des nten 
Jahres dafuͤr iſt die Wahrfcheintichkeit : 
todt find | leben 


4B C Ca — (Gc)n — (6c)a+ (abe)n 
AC B ba — (ab)n — (be)n-+ (abe)n 
BC A | m (ab)n — (ac)n+ (abe)n 


und da die Summe hiervon = au + 5,4 m — 2 (aba — 2(a cn — 
2Cbc)n+3(adi)n ift, fo ift folglich der Werth des Intereſſes der 
Perſon D an der Leibrene =A+B+C—2 AB—-2AC— 
2BC+3 ABC. 

Zweite Auflöfung. Der Werth bes Intereffes ber Perfon 
D wird nad der Aufgabe in Zeichen ausgebrüdt durch: 


— _ı__ — — — 
BC|A+ACIB+ABIC ote vu ABT— ABC. 


Aus dem erften diefer Ausbrüde ergibt fih nach S.425 ter Fall 
und aus dem zweiten nah ©. 418 für den Werth ded Intereffed ber 
Perſon D diefelbe Größe: 


A+B+C—-2AB-2AC—-2BC+3ABC, 


wie in ber erften Auflöfung. 

Beifpiel 6. Kine Leibrente, welche von dem lebten Weber: 
lebenden von einer Perfon A und m-F-u andern Perfonen abhängt, 
wird am Ende jeded Jahres unter bie.alddann noch Lebenden glei 
- vertheilt, unb man foll den Werth des Intereſſes der Perfon A an die: 
fer Leibrente beſtimmen. 

Bei diefer allgemeinen Aufgabe wollen wir, wie bei der vorher 
gehenden, zuerft die befondern Kalle betrachten, wo nicht mehr ald 8 Pers 
fonen in Betradt kommen. 

Erfter Fall Wenn blos zwei Perfonen A und B betradtet 
werden. 

Erfte Auflöfung. 


Daffam Ende des aten | 
Jahres dafür iſt die mit dem Antheile der Perfon A an ber Leibs 
todt iſt febt rente multiplicirte Wahrfcheinlichkeit: 





keine | AB ... + lab) 
B A On —(a byn ⸗ 


und ba bie Summe hiervon San — 4(0 6), iſt, fo iſt der geſuchte 
Werth =A—ALAB. 
Zweite Aufloͤſung. Der Werth bes Intereſſes der Perfon A 
it nah der Aufgabe =SFZAB+BIA=A—4LAB (©. 425). 
Durch Vertaufhung von A und B erhält man den Werth de 
Sntereffeös von B= B— AB, und die Sunme diefer beiden Wer 





N 


the oder A+B—- AB if der Totakverth der Leibrente auf den 
legten Ueberlebenden, was mit dem erfien Falle in $. 25 überein« 
flimmt. 

Zweiter Fall. Wenn drei Perfonen A, B, C in Betracht 
kommen. 

Erſte Auflöfung. 


Daff an dem Ende des 











ntenZahres dafuͤr iſt bie mit dem Anteile der Perfon A an der 
tobt find | feben Leibrente multiplicirte Wahrfcheinlichkeit: 
keine | 4BC.......... ... +4(abc)n . 
C AB |... +4labm..... — L(abeo)n 
B Ac....... FCGon — $l(abe)n 


BC A an — (ab)n— (acn+(abe)n 


und da die Summe hiervon = am — (a Din —I(acyn+ 4(adı)n ift, 
jo N ber gefuchte Werth ded Inte der Perfon A an der Zeibrente 
-A—IAB—4HACH4ABC 

Zweite Aufldöfung Nah der Aufgabe ift der Werth des 
Intereſſes der Perfon A an der Leibrente in Zeichen: 


4ABC+4CJAB—4BIAC+HBCIJA, 
or: A—$CIAB—4BJAC—ZABC. 


Aus dem erften diefer beiden Ausbrüde ergibt fih nach dem 2ten 
und Aten Falle auf S.425 und aus dem zweiten nad dem 2ten Zalle 
een der Be Nr ne der Perfon A an der Keibrente 
=A—JA C+4ABC, wie vorhin. 

Henn man nz 8* letzten ebrua⸗ die Buchſtaben A und B 
mit einander vertaufcht, fo erhält mn B—1AR —4BC 
++ABC für den Werth des Intereffed der Perfon B an der 
Leibrente, und wenn man in biefem Ausbrude die Buchſtaben B 
und C mit einander vertaufcht, fo ergibt fich der Werth des Inter 
effes der Perfon C an der Leibrnte =C—1AC—IBCH 
ABC. Die Summe der für die Intereffen von A, B, C erhal⸗ 
tenen Bere t SA+BFC— AB— AB— BUE+HABEC, 
d. h. gleich dem Totalwerthe einer Leibrente, welche von der lebten 
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überlebenden von drei Perfonen abhängt, was mit dem 2Zten alle in 
$. 25 übereinftimmt. 

Erfte allgemeine Auflöfung Aus $. 9 erhellet, baff 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ A mit m der mu Perfonen den Zeit: 
saum von n Jahren überlebt, und daff die andern u Perfonen inner 
halb dieſes Zeitraumes fterben, durch: 


an|o, —(m-+1)o, +(m-+1). 22, 
—(m-F-1).—— „12 i nt etc. 9 


ausgedruͤckkt wird. Wenn daher 9 irgend eine ganze Zahl, die nicht 


* 
groͤßer iſt, als u+1.und AO die Summe der Werthe der Leibren⸗ 
ten auf die Verbindung von A und jeber Combination von mv —1 
Derfonen, welde aus den mu andern Perfonen gebildet werben kön: 
nen, bezeichnet, fo wird der Werth der Leibrente, welche von der gleich 
zeitigen Eriftenz der Perfon A und m der übrigen Perfonen abhängt, 
ausgedruͤckt durch: 








Aö—(m+1) A Ö-+(m- m. A 
* tat O-+etec. 
Aber da biefe Leibrente unter bie m--1 Perfonen, wovon fie ab 
hängt, gleich vertheilt wird, fo wird der Merth des Intereffed der Per- 
fon 4 an berfelben: 


Ab 
m+t1 


= 


A rt 


+ — EIN 














— 
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Wenn m= fo gibt die legte Formel: 





ng 
0 |A-AO+Ad-AO+Äd—-AdLen 
1 +4AO—AÖ+3AO_ gAÖ+HAD_ ce 
2 8 4 & 
2 ER t3AO—AULZ2AO— 19 AO -+erc. 
3 ER +4AÖ-AÖ+SAÖ_.r. 
a . ..... on .. . +4 AÖ—_AO tete. 
5 ...... ER . +4 AO etc. 


elc. | ER Pa elc. elc. 


und die Summe aller diefer Wertbe: 


A—tAd++AÖ—4AÖ+FAÖ—4AÖ+ ee 


ift der gefuchte Totalwerth des Intereſſes der Perfon A an ber Leib⸗ 
rente. 


Zweite allgemeine Auflöfung Es bezeichne AöO die 
Summe der Werthe der Leibrenten auf die gleichzeitige Eriftenz ber Per⸗ 
fon A und jeder Combination von zn Perfonen, welche aus den mu 
andern Perfonen gebildet werben Pönnen, und indem !’—=v—1 irgend - 


eine zwoifchen 1 und 4-1 liegende ganze Zahl ift, bezeichne AO bie 


Summe der Werthe der Leibrenten auf bie gleichzeitige Eriftenz der Pers 
fon A und jeder doppelten Combination, welche gebildet werden kann, 
indem man jede mögliche Combination von m aus den m--u andern 
Perfonen mit jeder der Combinationen von 9 — 1 Perfonen, die fich 
aud den. übrigen zu bilden laflen, verbindet; fo wird nad $. 28 ver 
Werth einer Zeibrente, welche von ber gleichzeitigen Eriftenz von A 
und m biefer Perfonen nad dem Tode ber u übrigen Perfonen ab« 
hängt, ausgedruͤckt durch: | 


0 (2 o o :@ 
Ao—-Ao+Ao—Ao0+A0o— et. 
1 2 3 4 
und wenn man, vie in $. O, ſchließt, fo ergibt fih, wenn %>1L ift, 


daff jede Combination aus m +9 — 1 Perfonen außer A, weiche im »ten 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitẽr. 2c. .28 
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—ı 
Gliede diefer Reihe vorkommt, 7 m-}2 ms m+4 m-}-» 


mal wiederholt vorkommt. 
Menn endblih und AO daffelbe bedeuten, wie in ber vorher 
gehenden Auflöfung, fo ift für »=1 das vte Glied dad erfie der obigen 


Reihe und — —Aòô, und nach dem eben Geſagten iſt einleuchtend, daſſ— 


wenn v1LBL Liſt, und uͤberall 4 1). — ae 2. "2 ]a0 


für A60 in. diefe Reihe ſubſtitnirt wird, he fih in folgende: 


.. 


ı 2 u rw 21 


Aö—(m+1)Aö+m+1). Pr2Aö— 
(m-+1). ———— 


verwandelt, welche den Werth einer Leibrente auf die gleichzeitige Eriftenz 
von A und 7» ber übrigen Perfonen ausdruͤckt, und mit dem in ber 
erſten Auflöfung erhaltenen Refultate übereinftimmt. 

$. 29. In Beziehung auf die_gegenmärtige Aufgabe gilt hinſichtlich 
der entfprechenden aufgefhobenen, und temporären Leibrenten 
ganz, daffelbe, wie bei der zweiten Aufgabe, d. h. man braudt für bie 

in den einzelnen Gliedern der obigen Formel vorfommenden Leibrenten 
auf Die ganze Dauer der Exiſtenz einzelner Perfonen oder Verbindungen 
von Perfonen nur die entfprechenden aufgeſchobenen oder temporaͤren Leib⸗ 
renten zu ſetzen. 

$. 30. Aufgabe 4. Eine Perſon P und ihre Erben zie 
ben innerhalb 24» Jahren eine gewiffe Rente fo lange 
die Verbindung ber legten m überlebenden von at 
Derfonen A, B,C,... eriftirt, und wenn fich diefe Ver 
bindung vor Ablauf ber Jahre aufldf, fo geht die Leib 
vente für den noch übrigen Theil » der befimmten Beit 
auf die Perfon Q und ihre Erben über; man fell nun 
den Werth des Intereffes der Perfon Q an biefer Leib 
rente beftimmen. 

Auflöfung. Die Erwartung der Perſon O kann in zwei Theile 
unterfchieden werden, nämlid 1) deff fie die Leibrente ſchon während 
der 2 Zahre zieht und 2%) dafl fie diefelbe nach Verlauf diefer Zeit zieht. 

Die Summe der gegenwärtigen. Werthe der Intereffen von ? 
und an der Leibrente ift für den Zeitraum von F Jahren offenbat 
dem ganzen gegenmärtigen Werthe einer gewiffen Rente für dieſen 
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Zeitraum gleih, d. h. = und der Werth des Intereſſes ber Perfon 
P an der Leibrente ift für den Zeitraum von Z Jahren = = [ABC... C. ..]; 
folglich ift der Werth des nei der „Perfon Q an der Keibrente 
für denfelben Zeitraum — — (ABC... .]. 

Der gegenwärtige Barth, einer gewiffen Rente für v Jahre nach 
Verlauf von Z Jahren ift 12m) und die Perfon @ nebft ihren 


Erben erhalten diefe gewiffe Rente, wenn ſich die Verbindung der letz⸗ 

ten m überlebenden der mu Perfonen vor Ablauf der Z Sahre auf: 

loͤſt. Die Waprfcheinlichkeit für die Auflöfung diefer Verbindung inners 
" “ m 


halb der Z Iahre ift aber ‚gleich 1— (abe...) und folglich ift der 
Merth ded Intereſſes der Perfon 2 an der Leibrente nach Berlauf _ 


— — 1— 
der Z Jahre -[ı _ (be) en alfo der ganze Werth bes 
Intereffes der Perfon Q an ber, Beibrente gleich: 








{1-04 0). (abe) — [ABC...] ... 


Wenn die ganze gewiffe Rente eine perpetuirtiche iſt, fo ift "= 
und der Werth des Intereſſes der Perfon Q gleich: 


*) Wenn die Perfon Q und ihre Erben, felbft wenn fi die Verbindung ber m 
tberlebenden ber gegebenen zn + u Perfonen innerhalb des Zeitraumes von ! Jahren 
aufloſt, die gewiſſe Mente doch erſt nach Werlauf diefer Beit ziehen, fo ift der 


m_ Kr.» 
ganze Werth bes Antereffes von Q.— ſ — (abc, 7), urn, ‘und 


wenn bie gewiſſe Rente eine 


Wenn bie Perfon Q und ihre Erben nur bie nach Verlauf ber 2 Jahren 

zahlbaten Zahresrenten erhalten follen, aber doch die am Ende bes sten Jah⸗ 
res zahlbare Zahresrente, fo ift das Intereffe ber Perfon Q gleich: 

— — o—1 (1 -— o 

h-@.., 19 ⸗ 





und wenn bie Rente eine perpeluirliche iſt, gleich: 


lı — (a ya . )J . 
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m — — 
I be. — [ABC...]. 
r 
Wenn der Zeitraum Z nicht Heiner ift, als die größte Dauer der 
Berbindung von m beliebigen der gegebenen Perfonen, fo ift db.) 0 


und Anc Ö.. ]=ABC..., ..., und folglich verwandelt fih in bie 
ſem Falle die allgemeine Zormel in: 





= ie —ABC... (y) 


Menn in dem zulebt angenommenen Falle die gewille Rente eine 
perpetuirliche tft, fo verwandelt ſich bie letzte Formel in: 


LM _ 
I_ABE... 
r 
Wenn die Perfon Q oder ihre Erben bie gewiffe Rente nur 
dann erhalten, wenn fich die Verbindung. ber lebten m der nu 
Derfonen nad Verlauf der 2 Jahre auflöfts fo wird der gegenmär- 
tige Werth des Intereſſes der Perfon Q offenbar audgedrüdt durch 
den Unterfchiedb zwifchen den Wertben (7) und (Y), d. h. durch: 


(1) .(ade..)-[ÄBE... f 


Wenn die gewiffe Rente eine perpetuirliche ift, fo ift #—=0, und 
der letzte Ausdrud für das Intereffe der Perfon O verwandelt ſich in: 


Mg — __ 
(abe..).— — [AB C...]e 


Wenn der Zeitraum Z nicht Meiner ift, ald die größte Dauer ber 
Verbindung der Ichten zm überlebenden der gegebenen Perfonen, fo if 
der Werth des Intereſſes der Perfon Q in ben beiden legten Faͤllen 
0. 


$. 31. Aufgabe 5. Den gegenwärtigen Bertb BCIA 


) 
einer Leibrente auf eine Perfon A nad der Erlöfhung 
ber Verbindung zweier anderer Perfonen B und C, vor 
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audgefest, daff bie Verbindung burd den Bob von DB auf 
gelöf wird, zu beſtimmen. 

Aufidfung Der gegenwärtige Werth der nten Jahresrente 
biefer Leibrente ift offenbar gleich [b ec] Apr”? (5,413) und man hat 


zur Beftimmung der Summe ber gegenwärtigen Werthe diefer Jahres⸗ 
renten fuͤr den Zeitraum, in welchem „[b c] veränderlih iſt, d. b. fo 


lange n bie möglichft größte Verbindungsdauer der beiden Perfonen 
B und EC nicht überfchreitet, Fein andercd allgemelned und zuvcrläffiges 
Berfahren, als den gegenwärtigen Werth jeder Jahredrente einzeln zu 
berechnen, und dann alle diefe Werthe zufammenzuabbiren.*) Sobald 


aber n diefe Grenze überfchritten hat, ift [b c] immer der conflanten 
Größe he gleih, und der gegenwärtige Berth affer fpätern Jahres⸗ 
tenten = =be[A]r. *) 

Die einzige Schwierigkeit diefer Aufgabe. befteht alfo in der Be⸗ 
flimmung des Werthes der Leibrente für bie T Jahre, auf welche die 
mögliche Verbindungsdauer aller Perfonen befchränkt ift, und während 
dieſer Zeit kann die Wahrfcheinlichkeit, die rate Jahresrente zu erhalten, 
in die beiden folgenden unterfchieben werden. 

Daffam Ende des nten 
Jahres 
leben todt ſind 








ı1| 40 B dafür iſt die Wahrſcheinlichleit = (1 du). (@c)n 


21 A 2 undC, indem B zuerft geftorben ift. 


*) Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Ucberiebung in dem sten Jahre ftattfindet, 
wird immer nach ber Bormel er 1, —")). (PIC Re) berechnet, 
umd man nimmt bie Summe ber n erften diefee Wahrſcheinlichkeiten für den 
Werth von n[b e] c]. 

*) Benn A bie ältefte der drei Perfonen if, fo iſt [be] nicht immer bo 
wenn n >: iſt; aber in biefem alle iſt [A]z und folglich n[b c] . [A]r im. 
mer — 0, und daher iſt bo. [A]s ein genauer allgemeiner Ausbrud bei ges - 
genwärtigen Wierthes aller nad Verlauf der + Yahre fälligen Jahresrenten. 
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Diele zweite Wahrfcheinlichkeit kann wieder in die Wahrſcheinlich⸗ 
keiten der beiden folgenden von einander unabhängigen, aber gleichzeitig 
ftattfindenden Ereigniffe zerlegt werben: 

1)5 Daff A alövann lebt und ſowohl B, al c tobt ift, wofür 
die Wahrfcheinlichkeit immer genau durch (1— dr) [an —(ac)n] aus 
gedrucdt wird; 2) dafj, wenn 4 und C alddann beide todt find, B 
von beiden zuerft geftorben ift. 

Die ganze Schwierigkeit befteht alfo in ber Beltimmung diefer 
lebten Wahrfcheinlichfeit, welche nicht in allen Källen während der T 
Jahre abfolut conftant und genau beftimmbar if. Aus $. 17 folgt 
aber, daſſ, wenn das jährliche Deerement, d. h. die jährliche Abnahme 
der Anzahlen der Perfonen von demfelben Alter, eic. wie B, C für bie 
. beiden Perfonen B und C während der fraglichen Beit conflant ift, ob 
gleich beide Decremente von einander verfihicden find, die im Rede fie 
hende Wahricheinlichfeit immer genau durch 4 audgebrüdt wird, und es 
laͤſſt fich- leicht zeigen, daff daffelbe Maß diefer Wahrſcheinlichkeit auch in 
andern Sällen anwendbar ift, 'und daff auch in vielen Fällen, wo ber 
Bruch 4 die gefuchte Wahrſcheinlichkeit nicht genau ausdruͤckt, der durch 
Anwendung bes Werthes 4 in den erhaltenen Formein, verurſachte Feh⸗ 
ler unbetraͤchtlich iſt. ir werden daher den Werth 4 Hier anwenden 
und haben folglich, wenn r nicht größer if, als r, bafür 

daff am Ende des nten 

Sahres 


die Wahrſcheinlichkeit: 
tod: find | leben 














B 40 | 41 — 5n).2(ac)n 


Bund C, 
und zwar 3 


* 4 41 — 5n).[on — (a), 
. beiden | 
und da die Summe hiervon, gleich; 
4(1—6r).Tant+(ach)=% n—(abn-t(acn—(abeh] 
iftz fo ift der Werth der Leibrente für die 7 erften Jahre gleich: 
Ir [2[m — (ab)a+ (am — (abe)n) vr] = | 
4@[A]—-T[AB]+T[ACJ— ABC) 
und da der gegenwärtige Werth derfelben nach diefer Zeit, wie wir ge 








fehen haben, gleich be.{Alz iſt, ſo haben wir die allgemeine For⸗ 
mel: 


BCJA=4(A—r[AB}H+[ACI—ABC)—(4—be) [AT 
1 


welche, jenachdem A, oder B, vder © bie aͤlteſte der drei Perfonen 
ift, fich refp. verwandelt in: = 


BC Ä=}(A—AB+AC—ABOC), 
oder: oo. | | 
BCJA=4(A—AB+p[A C)—ABC)— (4—be).[Alp 
Fu i | | 
BC]A=} (A—Y[AB]-+AC—ABC)— (4 —be) [Ahr 


Wenn die Perſonen B und C in allen Rüdfichten einander gleich 
find, fo iſt 1—bc=0 und [A B]=:[AC], und mithin ver⸗ 
1 


wanbelt fich bie allgemeine- Formel in: 


BB|A=1fA—ABB)=iBB/A, 
1 


was von ſelbſt einleuchtend iſt. | 
$. 32. Aufgabe 6. Den gegenwärtigen Werth BUJA 
2 


einer Leibrente auf dje Perfon A nah dem Tode der übers 
lebenden von zwei Perfonen B und C, voraudgefekt, dafl 
B die überlebende ift, zu beflimmen. 


Aufldfung Wenn die Perfon P und ihre Erben bie Leibrente 
in der vorhergehenden Aufgabe und die Perfon O oder ihre Erben die 
in der gegenwärtigen Aufgabe ziehen follen, fo iſt Mar, daſſ P oder 
QO, oder ihre vefp. Erben die Leibrente erhalten, wenn die Perfon A 
die Perſon B überlebt, und dad Greigniff, in Folge beffen bie eine Art 
der Exrpectanten in ben Befig der Leibrente kommt, ſchließt nothwendig 
das andere aus. Daher find bie Berthe der Leibrenten in der vorber- 
gehenden und der gegenwärtigen Aufgabe zufammengenommen bem Wer⸗ 
the einer Leibrente auf die Perfon A nad dem Tode der Perfon B 
gleich, weicher Werth in Beichen durch: 
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BC]A+BC|A=BJA 
ausgebrüdt wird, wiaue folgt: 
BASBAABCIASAA-AB-BCA Sarı.ı) 


und unter den in 6. 31 angeführten Bedingungen baben wir folgende 
name Do Formel: 
BOCA-HA— AB—+[AC)+ABO)— 
’ +[AB]r- +4 —bo)[A}:, 
1 


woraus folgt: 


BCJÄ=KA—AB-—ACHABO), 


— 
BC|A=KA—AB—P[ACIHABC) +4 —be)[A]p 


und; 


BÜJA= 4(A—AB— AC+ABO)— 3[AB)y 
+@—be)[Alr. | 


Wenn die Perfonen B und C einander aigqh ſind, ſo verwandelt fi 
die Di Formel in: 


BBA- 1(A—s3AB+ABB)=BjA—4BBjA 
2 (S. 421. 1u. 3.) 
Lebensverſicherungen. 


F. 33. Wenn eine Perfon P ein Intereſſe hat, welches irgend eis 
nem Riſiko ausgeſetzt iſt, und eine andere Perſon O macht ſich verbind⸗ 
lich, gegen eine gewiſſe, ihr von P außgezahlte Summe dieſes Riſiko über 
fi zu nehmen, fo wird ein folder Vertrag eine Verſicherung ge 
nannt, und wenn dieſes Rififo von dem Tode einer oder mehrerer Pers 
fonen abhängt, fo heißt ein folcher Vertrag eine Lebensverfiche⸗ 





rung. Wenn fi bie Lebendverficherung auf mehrere Jahre erſtreckt, 
fo ift e8 immer ‚mit. einigen. Schwierigfeiten verbunden, ihren ganzen 
Werth zur Zeit. des Abfchluffeg des Vertrages auf einmal zu erlegen, und 
es wird daher in bem fchriftlichen Vertrage über die Verſicherung, welcher 
die Police genannt wird, eine jährlich zu zahlende Summe 
oder Prämie feftgefeht, welche im Anfange des Jahres gezahlt wird, 
a welche mit dern Tode ber verficherten Perfon ober Derfonen wege ' 
fällt 

Da fih offenbar die Werthe der Prämien fir bie Verfi icherung 
zweier Summen bei demſelben Riſiko und fuͤr dieſelbe Zeit immer wie 
dieſe verſicherten Summen verhalten, fo wollen wir bei unſern Betrach⸗ 
tungen über Lebensverſicherungen immer annehmen, daſſ die verſicherte 
Summe = 1 Thaler iſt. Auch wollen wir annehmen, daff die vers 
fiherte Summe immer am Ende des Jahres gezahlt wird, in welchem 
das Ereigniff ftattfindet, worauf. fih‘ die Verficherung bezieht, während 
die in der Police beftimmte jährliche Prämie zu. Anfang jebed Zahres 
gezahlt werben mufl. 

Wir wollen den Werth einer Verficherung auf die Perfon A mit 
U und auf die Verbindung der Perfonen A, B,C,... mt ABG,.. 
bezeichnen. Berner wollen wir den Werth einer Verſicherung, welche 
auf die Verbindung von m überlebenden von m -F is Perfonen lautet, mit 

m ’ 


ABC... und die jährliche Prämie für eine Verficherung immer dadurch 

bezeichnen, dafj wir vor den Totalwerth ber Verſicherung Pr. ſetzen, fo 

daſſ 3. B. Pr. A die jähriihe Prämie für eine Verfiherung auf die 

Perfon A, Pr. ABE... die jährlihe Prämie für eine. Verficherung 

auf die Verbindung aller gegebenen Perfonn A, B, C,... und Pr. 
j m . " 


ABE,.. die jährlihe Prämie für eine Verficherung auf die Verbin- 
Dung der legten m überlebenden von m + u Perfonen bezeichnet. 

Die MWahrfcheinlichkeit, daſſ die legten m überlebenden von m + u 
jeßt lebenden Perfonen am Ende bed (3 — 1)ten Jahres, von jebt an ges 
rechnet, noch leben, ift fürn — 1 der Gewiffbeit gleich, weil diefe Ders 
fonen nad) der Borausfegung jegt alle leben, und in demfelben Falle ift 
190 =1 der gegenwärtige Werth eines fofort zahlbaren Thalers. 
Hiernach ift für »—1 der Ausdruck: 


m 
(abe.. m a-izı, 


und jenachdem n—2, 8,4, .,. if, iſt wiefer Ausbrud reſp. gleich: 


\ 





— — m - 
(abc..),P!, (abc. . ), vↄ, abc Cd. 


Die Wahrſcheinlichkeiten, daſſ die Verbindung der letzten m uͤber⸗ 
tebenden von mu Perſonen das 2te, Ste, Ite, ... Zahr erreicht, 
find offenbar refp. diefelben, als die, daſſ dieſe Verbindung des 1fte, 
2te, ate, ... Jahr hindurch eriflirt. Hiernach ift offenbar: 


— — m 
S(abe..In-ıF=v.Z(abc,.. a. ve! 


fit z(abe] .)ae®] = ‚(1 +ABC.. ) 
Bennn=t if, fo if: 


m — — 
(abe... nı ?=v COC.. Jırt!, 
mb wie vorhin erhellet, daſſ: 


z(ab c. i or] =v(144-n[AB C.. .]) 
nr ul 
=v(1—(abde.. .e+[ABC...]). 


6.34. Aufgabe 7. Den Werth (UBE. ..).einer ke 
bensverfiherung auf bie Berbinbung der letzten m über 
lebenden von mn+u Perfonen A, B, C,.. zu beflimmen. 

Auftöfung 1. Der gegenwärtige Werth ber Erwartung, am 
Ende des nten Jahres 1 Thaler zu erhalten, ift ($, 12): 


abe. n—ı —(abe.. —8 en, 


und folglich ber Totalwerth der Verſicherung, oder die Summe ber ge 
genwärtigen Werthe aller folher Erwartungen: 


— — — 


z[(abe... (abe. In]or = ‚(1 +ABC.. )—_ABG... 
88 ift alſo: 

ABC... =r—a—HJÄBC... (m) 
Anflöfung 2. Wenn der Verficherte, ſtatt am Ende ded Jah⸗ 


0 








red 1 Thlr. zu erhalten, nach ber Erloͤſchung der Verbindung ber m 
Ueberiebenden eine perpetuirliche Rente zieht, beren erfte Jahresrente 
am Ende des Jahres gezablt wird. in welchem fich die Verbindung der 
m Perſonen auflöftz fo fommt der Berficherte, ober feine Erben am 
Ende dieſes Jahres in den Beſitz von 1 Thlr. und einer perpetuirli⸗ 


chen gewiſſen Rente von 1 Thlr. jaͤhrlich, deren Werth = — in wo, r 
die jährlichen Zinfen von 1 Thaler bezeichnet, alfo zuſammen =]ı +- — 
= ‚ fo daſſ die Verficherung Ant folgen perpetuirlichen Rente den- 
felben Werth bat, als die von I; Thaler. Aber der gegenwärtige 


Werth der Anwartſchaft auf bie perpetuirliche Rente ift (S. 436): 








IL_ABC...- 





__AÄBC..., 


r 1—o 


weicher daher auch der Werth ver Verfiherung von —— Le auf Dies 
felben Derfonen ift, und 1 haben wir: 








— (1-9). ABG- — 


dem Werthe der Berfkherung von 1 Thlr. auf die fraglichen Perfonen, 
und mithin derfelbe, wie. vorhin. 

$. 35. Da die jährliche Prämie während ber gleichzeitigen Exiſtenz 
ber m Ueberlebenden im Anfange jedes Jahres gezahlt werben muſſ, 
ſo muſſ die erſte jetzt und jede folgende am Ende jedes Jahres der 
gleichzeitigen Exiſtenz der m Usberlebenden gezahlt werden. Der ge⸗ 
genwärtige Werth aller zu zahlenden Prämien befteht alfo aus der 





:1= 





erfien Prämie von Pr. IC, C... Thlr. und aus dem gegenwärtigen 
m 
Werthe einer Leibrente auf die Verbindung von jährlich Pr. YBE... 


Thlr. Da nun diefe Summe dem Totalwerthe der Werficherung gleich 
. fein muſſ ‚Pb ae wir die Suse: 


Pr. ISC... BE... (1 +ABC.., )=v a -JABC.. 
=1-( —-e(1+AB BC), 


woraus folgt: 
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. ' er - _ , » 
Pr. XBG... = +,—1. (h) 








1--ABC.., 
Ebenfo ergibt fih für eine Perfon A: 
A=v -(1 - )A 
und: 
1 
Pr. A, rl. | (2) 


Penn die Verfiherung auf bie Verbindung aller Perfonen lau⸗ 
tet, ſo haben wir: 


ABE...=r—(—NAB C... 
und: 
1 
Pr. AB 6. = me... 


Für eine einzelne Perfon, oder für irgend eine Verbindung von Perſo⸗ 
nen baben wir aud: 


180... (abe... 
ABC, 
— ABC.. ($. 18). 


wodurch der Werth ber Berfi icherung ohne Einführung von # ober — 1 
ausgebrüdt wird. Es ift aber: 
ABC, 
= (1 +AB C..) & 18), 
woraus folgt: 
ABC.. .—- (1 - ) AB C..., 


* 


wie vorhin. 


Wenn die Verſicherung auf die uͤberlebende von zwei Perfonen A 
und B lautet, fo ift: _ 


—— 
7ſ 2—- (1 - AB 











Wenn die Verfiherung auf die überlebenbe von brei Perfonen A, 
B und C lautet, ſo geben die allgemeinen Formeln: 


TBG=+—u-NABT 


und: 





Pr. IBC- ı +,—1. 2 


Wenn die Verfiherung auf die Verbindung ber beiden ER 
überlebenden von drei Perfonen 4, B,C lautet, fo if: 


— _ 
UBE=r—(A— 0) B ’ 
und: j 2 


4.1i. 





1+Ä BC 
Hat man nad) der erſten Auflöfungsmethode den Ausbrud — 
1 — ABC. . des gegenwärtigen Werthed eines Thalers, wels 
her am Ende des Zahred gezahlt wirb, worin fi die Verbindung 
- der legten m überlebenden Perfonen auflöfl, und ben gegenwärtigen 
Werth einer perpetuirlihen Rente, deren erſte Jahresrente am Enbe 


des Jahres gezahlt wird, worin ſich dieſe Werbinbung auflöft, ge⸗ 
funden; r esibt fi ſich, da fich die erwähnten gegenwärtigen Werthe 


wie 1 +— = ;:1 verhalten, ber gegenwärtige Werth der Ans 
wartfchaft auf bie , perpetuirliche Rente no der Kuflöfung der Verbin- 


dung der mı überlebenben Perfonen -ı__ ABC.. G..., uͤbereinſtim⸗ 
mend mit dem Obigen. 


Zemporäre Tebensverfihernngen. 
5. 36. Wenn die Lebensverfiherung blos für den Zeitraum von 2 


Jahren gültig ift, db. h. wenn die verfiherte Summe am Ende des Jah⸗ 
red, worin fich die Verbindung ber zm überlebeiden von m Ber 





aß: 


fonen auflöft, nur dann gezahlt wird, wenn biefe Auflöfung der Ber: 
bindung der m Perfonen vor Ablauf der 2 Jahre ‚ftattfindet; fo wird 
der gegenwärtige Werth diefer Verfiherung ausgedrückt durch: 


[s[@Be., abe”) 619. 
d. h. durch: 


lı — (abe... J..v#+i[A BC..]]-AB C...] (g.25 u. 33) 
fo daſſ 


EEE...) =rf1 — (abe..Je.]—(l _9.JABC...] (m) 


ift. 

. Andere Aufldfung.. Bei ber zweiten Auflöfungsmethobe der 
Iten Aufgabe haben. wir bemerkt, daſſ fich der gegenwärtige Werth der 
Verſicherung von 1 Thaler, welche auf die in Rebe fiehenden Perſo⸗ 
nen lautet, zu dem gegenwärtigen Werthe der Verſicherung einer per- 
petuirlichen Rente, welche bei der Auflöfung der Berbindung der m 
überlebenben Perfonen zahlbar wird, wie 1 — verhaͤlt, und nach 


$..30 iſt der gegenwärtige Werth der Verſicherung der perpetuirlichen 
Rente: “ 


1 m — — 
ll — (abc..Jır!]) — AB C.. .], 
woraus offenbar folgt: | 
— ———— | m 
TÜBE...]= +] - (abe... rJ-a—NfABC...) 
Umgefehrt, wenn man nach der erften Auflöfungsmethode der vor 
hergehenden Aufgabe den Ausdruck für den gegenwärtigen Werth der 


Verſicherung von 1 Thaler auf die fraglichen Perſonen und für bie be: 
ſtimmte Zeit dur) 1— v dividirt, fo erhält man: 


1 Mm — — 
J — (abe. Jr] HABE...) 


für den gegenwärtigen Werth ber Verſicherung einer perpetuirlichen Leib⸗ 





rente, welche bei ber Auflöfung der Werbindung ber letzten zm übers 
lehenden Perſonen, woraudgefeßt, - daſſ dieſe Auflöfung vor Ablauf der 
beflimmten Zeit gefchieht, zahlbar wird, was mit F. 30 überein» 
fies. 

Aus 68. 33 u. 34 erhellet, daſſ der gegenwärtige Werth der jaͤhr⸗ 
lichen, fuͤr dieſe Verſicherung zu zahlenden Praͤmien durch: 


Pr. BG... —— )e. +H{ABC.. J]= 
„[n (abe x. }—(1—e). KABC.. = 
— et -u-0.[1-tabe..2.# HAB C...]] 


ausgedruͤckt wird, und folglich ift: 


Pr. 148C..]= bee 1, Mm 
1— (alc.. —* HABE... .1 4 
Ebenſo erhellet, daſſ, wenn man nur eine Perſon A betrachtet: 


{d]=a—ar)—a—9HA]= 
(1 =) —(i AR). 


und: Dr. ‚= _ — —5 A] -t+r—1 (#) 
iſt, 
1— * 
Pr. = = v—_ 


Wenn £ nicht Meiner iſt, als bie größte Verbindungsdauer ber m 
überlebenben Derfonen, fo ifl abe Je=0 und [AB ABC = 
AB ABC. „und in dieſem Falle ſlimmen die Formeln (m) u.(m’) in$.34 


und $.36 wegen [AB TB C...]=UBE... überein, und daſſelbe if 
mit den Formeln G) u. (h’) in $. 35 u. 36. der Fall, Weil alsdann 





[2 


Pr. TAB &...]=Pr. AB... if. An demſelben Balle find auch 
die Formeln (2) u. (ꝛ) in $. 35 u. 36 identiſch. 

Denn die Verficherung auf die Verbindung aller Perſonen lautet, 
fo iſt: | 


— — 


(abe. J=(abe..). 
j m 
und: TABC..]=:{ABC..]=ABE... 
—(abe...\.v.XAB GC...) 
und folglich verwandelt fih in dieſem Falle die Formel (m’) in: 
-|_ (abc...) 
TABE... =,[1 alu 








(1 —„[AB C..— 224 HABC...)] 
und die Formel (A’) in: 
Pr.|ABE..:]= 
__Kabe.), 
— — — rl. 
1+ABC... — 222,1 + (ABC...)] 


Aufgeſchobene Lebensverfiherungen. 


$. 87. Wenn die Lebensverficherung um Jahre aufgeſchoben 
ift, d. b. wenn die verficherte Summe nur dann am Ende des Jahres ge 
zahlt wird, in welchem ſich die Verbindung der m überlebenden Perfonen 
“auflöft, wenn dieſe Auflöfung erft nad Verlauf der 2 Jabre erfolgt 
fo wird der gegenwärtige Werth der Verſicherung ausgedruͤckt durch: 


[> (abe In—1- Gb] „|, 


wo ſich dad Summenzeihen Z auf die Werthe von 7 erfiredt, melde 
größer find, als Z, und wie in $. 33 ergibt ſich, daſſ der vorhergehende 
Ausdrud dem folgenden: | | 


* 


eo — — — — — 


— — 











⸗ 
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gleich iſt, To daſſ man hat: 


BE. y=@be yet -a-r[ABC... ( 
Benn 2=o ift, fo if: 


(abe. erfı=o, [ABC..]2=ABC... 


und bie Formel (r) wird mit der Formel (m) identiſch, weil ald- 
dann: i 
" m m 


GeimnnGm ne (iii 


[ÄBE.. V=ABE... 


iſt. Wenn eine Verficherung, welche von ber gleichzeitigen Eriftenz der 
legten m überlebenden von m u Perfonen abhängt, nur auf Z Zahre 
zu Gunften einer Perfon P, und eine andere um £ Jahre aufgefchobene 
Verfiherung zu Gunften einer Perfon Q abgefchloffen ift, fo ift eins 
leuchtend, daſſ, da fich die Verbindung biefer lebten m überlebenden 
Derfonen entweder vor, oder nach Ablauf der 2 Iahre auflöfen muſſ, 
bie verſichere Summe am Ende des Jahres, worin ſich dieſe Berbins 
bung auflöft, entweder an P, oder O, ober an ihre refp. "Erben ge: 
zahlt werden muſſ, und folglich ift die Summe der gegenwärtigen Werthe 
ber Intexeſſen biefer legten Perfonen an der Verſicherung gleich dem 
gefammten gegenwärtigen Werthe einer Verſicherung auf die Verbin⸗ 
dung der zn überlebenden Perfonen, d. h. es ift: 


Ga 7—— — ———— 


ABẽ. .PIBG6C.J⸗⸗AB, 
koigich: ABe J-ABE... — AVẽ. J, 


und: ſAB..J.⸗ABSE.. AABEG.... 


Ebenſo ergibt ſich, daſſ ſich die Formel (7) aus den Formeln (m) 
und (77), und umgekechrt die Formel (772°) aus den Formeln (in) und 
(r) ableiten laͤſſt. 

5.38. Bei manchen Verfiherungsanftalten müffen die Mitglieder ein 
Antrittögeld zahlen, welches daher offenbar ald ein Theil ber für die 
Berfiherung zu zahlenden Summe betrachtet werden muſſ. Es bezeichne 

m 


folglich, indem f einen echten Bruch ausbrüdt, f. TABE...] den 
Yoiffon’s Wahrfcheinlichkeiter. ıc. 29 


- 


Zr 
Werth des Antrittögeldes, fo drüdt (1 -NSAABE...] bie außer 
diefem Antrittögelde für die Verfiherung noch zu zahlende Summe aus, 
und die im Anfange jeded Jahres zu” zahlende Prämie wirb ausge⸗ 
druͤckt dur: 


m . 
J 1— (abc... 
(1 —f) — —— +r— | 
Ä 1—-(abe. Je +tlABC..) 


Wenn Z nicht Heiner ift, ald die größte Verbindungsdauer der m 
m 


überlebenden Perfonen, fo ift bie Anteittöfumme = / (ABC...) 
und die jährlihe Prämie gleich: 


(1 —f). +2) 


1+-ABC... 


Indem fich, die Verfiherung auf die gefammte Verbindungsdauer ber 
fraglihen Perfonen bezieht. 
$. 39. Gewöhnlich wird die jährliche Prämie für eine Werficherung 
im Anfange jedes Jahres gezahlt, und zwar die erfte bei dem Abſchluſſe 
des Verficherungscontracted; allein es wird nicht unnüß, fein den Werth 
der jährlichen Prämie für den Fall zu beflimmen, wo fie am Ende je 
des Jahres gezahlt wird, und zwar die erfte nad Verlauf eines Jahres, 
von der Zeit. des Verſicherungsvertrages an gerechnet. 

Die Berfiherung fol von der gleichzeitigen Eriftenz der zm über 
lebenden von a + rı Perfonen abhängen und auf den Zeitraum von ! 
Jahren abgefchloffen fein. Berner betrage die jährliche Prämie, welde 
am Ende jeded Jahres der gleichzeitigen Eriftenz der m überlebenden 
Derfonen zahlbar ift, p Thaler, fo daſſ folglich der gegenwärtige To: 
talwerth der Verfiherung dem gegenwärtigen Werthe einer Leibrente 
von p Thaler auf die Verbindung der Icgten 2 überlebenden Perfonen 
und für die beflimmte Verſicherungszeit gleich if. Wir haben alfo die 
Gleichung : 


p. TABC...] =e[1—(abe...),#]— (1-9). ITABC...] G. 36.) 
woraus folgt: 
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oo 451 


. 


+[1-—(abe.. Je. vi] " 
= 


—1. 


{{ABC...] 


Wem E nicht Meiner, ald bie größte Werbindungsbauer ber m 
überlebenden Perfonen ift, fo wird die am Enbe jedes Jahres für eine 
Berfiherung auf die Verbindung der m überlebenden Perfonen und für 
bie ganze Dauer diefer Verbindung zahlbare Prämie ausgedrüdt durch: 


v 
P=——— tr—1. 
ABC... Ä 





Wenn man nur eine Perfon A betrachtet, fo brüdt: 








la 
B . a — R 
v(1—a; .vf) R a “) 
= a] v — +r—1 
A_—iot,tk 
a 


die am Ende jedes Jahres für eine Verficherung auf dieſe Perfon und 
auf £ Jahre zu zahlende Prämie aus, und die am Ende jedes Jahres ° 
zahlbare Prämie für die Verficherung auf biefelbe Perfon A und auf 
ihre ganze Lebensdauer wird ausgedrüdt durch: 


\ 


v, 
P=ZZrer—1. 


$. 40. Sowohl aufgefchobene Keibrenten, als aufgefchobene Lebens» 
verfiherungen werben zuweilen in jährlichen Prämien während der Auf- 
ſchubszeit bezahlt, wo aber diefe jährlichen Zahlungen aufhören, fobald die 
betreffende Perfon oder Verbindung von Perfonen innerhalb diefer Zeit 
erlöiht. Wenn ber gegenwärtige Totalwerth ber aufgeſchobenen Leib- 
rente mit 7° bezeichnet wird, fo muſſ die am Ende jedes Jahres zahl- 
bare Prämie nach $. 39 gleich: 


v 


— — on 


— — 
IABC...] 


fein, und wenn fie im Anfange jedes Jahres zahlbar iſt, fo muß fie 
gleich: | | 
.29* g 
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v 


ul 


u 


m 
1— (abc... Jt.v!-i{ABC...] 


fein, wo 2 die Aufſchubszeit bezeichnet. 
Wenn ſich die Leibrente blos auf eine Perfon A bezieht, und um 


t 
2 Zahre aufgefchoben ift, fo ift V=—H.tAa. 
Wenn alſo die jährliche Prämie am Ende jebes Jahres zahlbar 


if, fo muſſ fie gleich: | 
a iA 
a 
ee , 
A— tt 
[7 
und wenn fie im Anfange jedes Jahres zahlbar ift, gleich: 
KEN 
a 


MD 
1+A—— o(ı HA) 


fein. 

Wenn die Leibrente von der Verbindung ber legten m überleben: 
den von m+-u Perfonen A, B, C, ... abhängt und während der 
gleichzeitigen Eriftenz der m’ Überlebenden von m’ tu’ andern Perſo⸗ 
nen P,QO,R, ... aufgefhoben ift, wie in $. 28, fo erhält man 
durch Hinmeglaffung der erſten Horizontalreihe der allgemeinen Formel 
in $. 28, welche nur die einzelnen Gombinationen der Erpectanten ent: 
hält, und wenn man die Zeichen aller übrigen Glieder in bie entgegen: 
gefegten verwandelt, die Größe, durch welche. ber gegenwärtige Total⸗ 
werth der aufgefchobenen Leibrente dividirt werden muſſ, damit ber 
Duotient die Prämie ausdruͤckt, welche ani Enbe jedes Jahres der gleid- 
zeitigen. Eriftenz der zn überlebenden Erpectanten und ber m’ überleben: 
den Beſitzer gezahlt werden muſſ (8. 25 u. 28). Aber ber fo erhaltene 
Divifor ift offenbar gleich: 


ABC... —POR...[ABC..., 
und um die im Anfangs jedes Jahres des erwähnten Zeitraumes zu 


zahlende Prämie zu erhalten, muſſ man biefen legten Divifor um bie 
Einheit vermehren. | 


4 








“ 


Wenn alio die Geſammtanzahl der Erpectanten und Befitzer nicht 
größer ald 3 ift, fo find die Diviforen, für bie jährliche Prämie in den 
5 vorlommenden Fällen, und für welche die Totalwerthe der Leibrenten 
in 6. 28 angegeben find, folgende: 


Divifor zur Beflimmung der jährlichen Prämie, zahlbar 

















Salt. | am Ende jedes Jahres. im Anfange jedes Jahres. 
1 AP ı-AP 
3 IABP . ı+-ABP 
3 'APO ıAPOQ 
4 |AP+AQ-—APOQ 1+AP+AQ—APO 
6 AP+-BP--ABP ı+AP--BP—ABP 
$. 31. Aus 5.12 erhellet, daſſ: 


—_ 
1 | 
ABE=-A+BSFE— AB— AUC— BEFABE 
2 
ABE-ABFAELBE— 2ABE 


iſt; und allgemein, wenn wir die Summe ber gegenwärtigen Werthe 
der Berfiherungen auf die Verbindung der Perfonen in jeder Combi: 
nation ber vten Orbnung, d. b. auf jede mögliche Werbindung von 
m--v— 1 Berfonen, weldhe fih aus an-+u Perfonen bilden laflen, 


mit O bezeichnen; fo haben wir nach $. 12: 





186... nd4n Hm tn, 


Dieſes alles ift dem in $. 28 in Beziehung auf die Werthe ber 
Leibrenten Gefagten analog, und es erhellet hieraus, daſſ, wenn bie 
Werthe der Verſicherungen auf jede mögliche Werbindung von Per⸗ 
fonen berechnet wären, fih die Aufgaben über die Werthe der Ver⸗ 


fiherungen auf die gleichzeitige Eriflenz irgend einer Anzahl von überles 
benden aus einer beliebigen gegebenen Anzahl von Perfonen genau auf . 


Diefelbe Weiſe daraus ableiten ließen, wie dieſes bei den Keibrenten ges 


EM. DE 
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fchehen iſt. Es ift aber hierbei nicht nöthig, ſowohl Tafein für bie 
Werthe der Leibrenten, ald für die der Lebendverficherungen auf eine 
Verbindung von Perfonen zu berechnen; dem aus dem Obigen gebt her 
vor, daſſ, wenn der Werth einer Leibrente auf irgend eine Anzahl von 
Perſonen beftimmt ift, fi der Werth einer Verficherung auf diefelben 
Perfonen leicht daraus ableiten laͤſſt, und ebenfo leicht ließe ſich umge 
Tchrt der Werth der Leibrente aus dem befannten Werthe der Berfi iches 
rung ableiten, 
Wenn die betrachteten Perfonen alle einander gleich find, fo folgt‘ 
aus den lebten Formeln offenbar: 


— 

AA=Z2A—AR, = 
— 
AAAZSAU—SAALAAR, 


2 
AAUU=SAA—2ANA 


und in Beziehung auf den allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl glei- 
her Perfonen vergleihe man dad ©. 419 Geſegte, was auch bier 
anwendbar ift. 


Don den VBerficherungen,, welche von einer beftimmten Ordnung 
des Ueberlebens abhängen. 


$. 42. Wir wollen den Werth einer Summe beftimmen , welce 
bei der Erlöfchung einer Perfon, oder einer Verbindung von mehrern 
Perfonen zahlbar ift, wofern das Abfterben diefer Perfonen in einer 
vorber beflimmten Ordnung finttfindet. Die Bezeichnungen, welche 
wir bei diefer Unterfuchung anwenden wollen, find in folgendem Schema 
enthalten: 





255 


Der gegenwaͤrtige Totalwerth von 1 Thaler, zahlbar am Ende ſoll bezeichnet 
des Jahres, worin fürbte werden mit: 





fruͤher ad B. . 2 2 2 2 2 20% TAB 
ſpaͤter EB. oo. AB 
4 zuerft von den drei Perfonen A, B,C. . ABC. 
- Wan . . ABC | 
entweder A, oder B zuerft von den drei Perfonen A, B, C X ‚Be 


ı 1 

A zuerft, oder zum zweiten von biefen drei Perfonen . ABE 

1+2 

. . 1 
die Überlebende der d früher al die dritte Parfon C. . |, ABE 
beiden Perfonen A} _»_ ° 
und B fpäter als diefelbe . x . | ABE 
1:2 


8. 43. Aufgabe 8 Den gegenwärtigen Werth ABvon 
1 


1 Thlr. zu beffimmen, weldher am Ende des Jahre, worin 
die Derfon A flirbt, zahlbar iſt, wofern eine andere Per- 
fon DB nod lebt. 

Aufidfung Aus $$. 18 u. 19 erhellet, deſſ der Werth der 
Erwartung, am Ende des nten Jahres 1 Thaler zu erhalten, dur: 


Heasn-ı on} De le] u 


und der gefuchte Zotalwerth durch: 
+2|(ab)a + — ce GuF 1) 





ausgebrüdt wird. Folglich if: 
YB-HAB4 Zi. 


ı91 191 





Hieraus folgt, wenn man C für B fubftituirt: 
1 


4) ° 1% 
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und wenn man B für A ſetzt: | 
BE=4 864 — 12] 


101 
Schließt man wie in 65. 26 u.2%, fo erhellet aus dem Sbigen, daſſ 
für eine temporäre Berficherung: 
{ABI ABI IM, ABI, A ‚B]] 
und für eine aufgefchobene: 


RBI= HRS LEAD LADY 


iſt. Wenn die beiden Perfonen einander gleich find, fo ift: 
Train ar und folglich AI= FAX. 


1 — U 2 
a, 1b, 


Der Werth der idem Sale entforebenden jährlichen Prämie wirb 
reſp. ausgedruͤckt durch: 





| AB 
Ber 
1--AB’ 
{aB] 
ernennt 
b. 6. | g 
| 1— (ab), +1 1, ABJ——-H{A 1B] 


Pr. 42]=} ö— a 
($. 36.) 


Denn eine Summe einer Perfon P oder ihren Erben für ben 
Fall, daff A früher flirbt, als B und einer Perfon Q oder ihren Er 
ben für den Fall, daſſ B früher flirbt, ald A, verfichert ift, To mufl 
diefe Summe, offenbar bei der Auflöfung der Verbindung der Perfonen 
A und B entweber an P, oder Q, oder an ihre vefp. Erben gezahu 
werden, ſo daſſ: 


Pr. ”[& By = 
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ABLAB=AR, 
folglich: 18 = 18 AB, 
1a 8) ⸗¶ A 3— — 3] 
ud: ABI = [AB — [a8] 


ift. 

6.44. Aufgabe 9. Den gegenwärtigen Werth AB 
von 1 Zhaler zu beftiimmen, weldher am Ende bed Jahres 
zahlbar ifl, worin Die Perfon A irbt, vorausgeſetzt, daſſ 
die Perfon DZ fon früher geftorben ifl. 

Aufldfung Wenn eine Summe einer Perfon P für den Fall, 
daff A früher flirbt, als 3 und diefelbe Summe einer Perfon Q für 
den Fall, daft A fpäter flirbt, als B, verfichert iſt; fo muſſ entwe⸗ 
ber P, oder Q, oder ihre refp. Erben diefe Summe bei dem Tode 
der Perfon A erhalten, und die Summe ber gegenwärtigen Werthe ber 
ntereffen der Perfonen P und O, oder ihrer refp. Erben an biefer 
Verfiherung ift daher offenbar dem gegenwärtigen Werthe ber Verſiche⸗ 
rung derfelben Summe auf die Perfon A gleich, b. h. es iſt: 


ABHAB-N, fig AB-A—AB. 
1 2 


Ebenſo erhellet, daff: 
{48]=20]— 28] 
2 
ur: 8r= [x [48]. 
8 
iſt. Wenn die beiden Perſonen einander gleich ſind, ſo iſt: 
I_ 
Aı= A—FAA=IAN. (85. 40 u. 43.) 
FZerner ift: | ABLAB-IB; 
- 2 2 
lich: — 
raid: AB—AB—ABBABAAB, 
2 2 1 
was fich auch auf folgende Weiſe ergibt. Es iſt naͤmlich: 








nn 8 u... . M. oo 
Pr. [ABE...]=Pr. ABE... if. In demſelben Balle find auch 
die Formeln (2) u. (2) in $. 35 u. 36 identiſch. 
Denn die Werfiherung auf die Verbindung aller Derfonen lautet, 
fo if: | 


— — 


m 
(Gabe. . ) (obe.. ) 


und:  AÄBC..]=dABC..]=ABC... 
— Gac. . )t. t. ABCG. ..), 
und folglich verwandelt ſich in dieſem Falle die Formel (m’) in: 


HABE... =[1 _ (abe... |-- 








abi. 
 a-g[ABC..— ee tABC...)] 
und die Formel (A’) in: 
Pr.|ABE...]= 
__Kabe...) , 
abe — +v—1. 
ı+ABC... — 3, {1 +(ABC..)] 


Aufgefhobene Lebensverfiherungen. 


$. 87. Wenn die Lebensverfiherung um 2 Jahre aufgeſchoͤben 
ift, d. h. wenn die verficherte Summe nur dann am Ende des Jahre ge 
zahlt wirb, in welchem ſich die Verbindung der mm überlebenden Perfonen 
aufloͤſt, wenn diefe Auflöfung erſt n ach Verlauf der £ Zabre erfolgt, 
fo wird der gegenwärtige Werth der Verficherung auögebrüdt durch: 


m m . 
[s[abe: .)n—1— (abc...)n] „|, 


wo fih das Summenzeichen I auf die Werthe von r erfiredt, welche 
größer find, ald Z, und wie in $. 33 ergibt fich, daſſ der vorhergehende‘ 
Ausprud dem folgenden: 


ne — — — — — 


vkade.#-HABC. 1] —TARC...] 
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glei if, fo daſſ man hat: 


BE. y=@Be yet -a- [ABC]. ( 
Wenn 2=o ift, fo if: 


(abe... Ju ri Sc, (ABC.. =ABG... 


und die Formel (r) wird mit ber Formel (m) ibentifh, weil als⸗ 
dann: 


J VEUBC... 


if. Wenn eine Verficherung, welche von der gleichzeitigen Eriftenz ber 
legten m überlebenden von mu Perfonen abhängt, nur auf 2 Zahre 
zu Gunften einer Perfon P, und eine andere um Z Jahre aufgefchobene 
Berfiherung zu Gunften einer Perfon Q abgefchloffen ift, fo ift ein 
leuchtend, daſſ, da ſich die Verbindung diefer legten m uberlebenden 
Perfonen entweder vor, oder nach Ablauf der 2 Jahre auflöfen muff, 
bie verficherte Summe am Ende des Jahres, worin ſich dieſe Verbin⸗ 
bung aufloͤſt, entweder an P, oder O, oder an ihre reſp. Erben ge⸗ 
zahlt werben muſſ, und folglich ift die Summe der gegenwärtigen Merthe 
ber Intereifen diefer lebten Perfonen an der Verſicherung gleich dem 
gefammten gegenwärtigen Werthe einer Werfiberung auf die Verbin⸗ 
bung der m überlebenben Petſenen d. h. es iſt: 


KABC. + ABC... =ABE... 
folglich: ee 


md:  [ABC... L=-ABE... —ABE..]. 


Ebenfo ergibt ſich, daſſ fih die Formel (7) aus den Formeln (7) 
und (2°), und umgekchrt die Formel (7’) aus den Formeln (m) und 
(r) ableiten läfft. 

5.38. Bei manchen Verfiherungsanftalten müffen die Mitglieder ein 
Antrittögeld zahlen, welches daher offenbar als ein Theil der für die 
Berfiherung zu zahlenden Summe betrachtet werben muſſ. es bezeichne 


folglich, indem f einen echten Bruch ausbrüdt, f- jE% > TSG. J den 
Yolffon’s Wahrfcheinlichkeitsr. 1c. 
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Perth des Antrittögelbes, fo brüdt A-NLTAUBE...] die außer 
diefem Antrittögelde für die Verfiherung noch zu zahlende Summe aus, 
und die im Anfange jeded Zahres zu’ zahlende Prämie wird audge 
druͤckt durch: 


m . 
u 1 — (abc... 
a-p) — — +e— | 
\ 1—(abc...)e." +t[ABC...] 
Wenn Z nicht Heiner ift, ald die größte Verbindungsdauer der m 
” 


überlebenden Perfonen, fo ift die Anteittöfumme = f (A BE...) 
und die jährliche Prämie gleich: 


(1 | — 
ITBC.. 


indem ſich die Verſicherung auf die geſammte Verbindungsdauer der 
fraglichen Perſonen bezieht. 
$. 39. Gewöhnlich wird die jährliche Prämie für eine Verſicherung 
im Anfange jeded Jahres gezahlt, und zwar bie erfte bei dem Abſchluſſe 
des Verſicherungscontractes; allein es wird nicht unnuͤtz, ſein den Werth 
der jährlichen Prämie für den Fall zu beſtimmen, wo fie am Ende je 
des Jahres gezahlt wird, und zwar die erfte nad) Verlauf eined Jahres, 
von der Zeit: des Werficherungsvertraged an gerechnet. 

Die Verſicherung foll von der gleichzeitigen Griftenz der m über 
lebenden von za Perſonen abhängen und auf den Zeitraum von } 
Jahren abgefchlaffen fein. Berner betrage die jährlihe Prämie, welche 
am Ende jedes Jahres ber gleichzeitigen Eriftenz der m überlebenden 
Derfonen zahlbar ift, P Thaler, fo daſſ folglich der gegenwärtige To: 
talwerth der Verſicherung dem gegenwärtigen Werthe einer Leibrente 
von 9 Thaler auf die Verbindung der Ichten 2 überlebenden Perfonen 
und für die beſtimmte Verficherungäzeit gleih if. Wir haben alfo bie 
Gleichung: 





p. ABG.] —e[1 —(abe...), or] — (1—). TABC...) ($. 36.) 
woraus folgt: 


zoo: 
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ni 
+fT1i—(abe..). vi " 
= bee], _, 


m 


t{{ABC.,..] 


Bern 2 nit Meiner, als die größte Verbindungsdauer der m 
überlebenden Perfonen ift, fo wird die am Ende jedes Jahres für eine 
Berfiherung auf bie Verbindung der m überlebenden Perfonen und. für 
bie ganze Dauer biefer Verbindung zahlbare Prämie ausgedrüdt durch: 


v 

PS —m ro. 
ABC... 

Wenn man nur eine Perfon A betrachtet, fo brüdt: 


ta 
— Sot 
v (1—a; j ot) °a *) 


aa) 





+—1 


v—-1l1=— 
A_— ot ta 
a 


die am Ende jedes Jahres für eine Verficherung auf dieſe Perfon und 
auf £ Jahre zu zahlende Prämie aus, und die am Ende jedes Jahres ° 
zahlbare Prämie für die Werficherung auf biefelbe Perfon A und auf 
ihre ganze Eebensbauer wird ausgedruͤckt durch: 


N 


(7 
P=Ztr— 1. 


$. 40. Sowohl aufgefchobene Leibrenten, als aufgefchobeng Lebens: 
verficherungen werden zuweilen in jährlichen Prämien während der Auf- 
ſchubszeit bezahlt, wo aber dieſe jährlichen Zahlungen aufhören, fobald die 
betreffende Perfon oder Verbindung von Perfonen innerhalb diefer Zeit 
erloͤſcht. Wenn der gegenwärtige Totalwerth der aufgeichobenen Eeib- 
rente mit 7° bezeichnet wird, fo muff die am Ende jedes Jahres zahl- 
bare Prämie nach $. 39 gleich: 


v 


— —— — — 


m 


{{ABC...] 


fein, und wenn fie im Anfange jedes Jahres zahlbar ift, fo muß fie 
gleich: | 
.29* g 
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v 
m . u) 
1—(abc...)e.v!-+t1{ABC...] 


fein, wo 2 die Auflchubözeit bezeichnet. 

Wenn. fich die Leibrente blos auf eine Perfon A bezieht, und um 
2 Sabre aufgefhoben ift, fo ift 7° =— ta. 

Wenn alfo die jährlihe Prämie am Ende jebed Jahres zahlbar 
ift, fo muſſ fie gleich: | _ 


t 
a 
— EA 
[ 





rn — 


a ’ 
A— —ot, EA 
& 


und wenn fie im Anfange jebed Jahres zahlbar ift, gleich: 


t 

a 
— t, 4 
a 


— — 
1+A—— v„E(ı-HiA) 


ein. 

l Wenn die Leibrente von der Verbindung der legten m überleben: 
den von m+u Perfonen 4, B, C,... abhängt und während ber 
gleichzeitigen Exiſtenz ber m’ überlebenden von m’-Fu’ andern Perfo: 
nen P, O, R, ... aufgefhoben ift, wie in $. 28, fo erhält man 
durch Hinweglaſſung der erſten Horizontalreihe der allgemeinen Formel 
in $. 28, welche nur die einzelnen Gombinationen der Erpectanten ent- 
hält, und wenn man bie Beichen aller übrigen Glieder in die entgegen- 
gefetzten verwandelt, bie Größe, durch welche. der gegenwärtige Total⸗ 
werth der aufgelchobenen Leibrente dividirt werden muſſ, damit ber 
Quotient die Prämie ausdruͤckt, welche am Ende jedes Jahres ber gleich⸗ 
zeitigen. Exiſtenz der M uͤberlebenden Erpectanten und der m’ uͤberleben⸗ 
den Beſitzer gezahlt werden muſſ ($. 25 u. 28). Aber der fo erhaltene 
Divifor ift offenbar gleich: 

m' m 


_ ABC... —POR...|ABC..., 


und um bie im Anfange jedes Jahres ded erwähnten Zeitraumes zu 
zahlende Prämie zu erhalten, muſſ man biefen legten Divifor um bie 
Einheit vermehren. | | 


4 
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Wenn alfo die Gefammtanzahl der Erpectanten und Beſitzer nicht 
größer ald 3 ift, fo find die Diviforen, für die jährliche Prämie in den 
5 vorkommenden Faͤllen, und für welche die Totalwerthe der Leibrenten 
in 6. 28 angegeben find, folgende: 


| Divifor zur Beſtimmung der jährlichen Prämie, zahlbar 





Fall. | am Ende jedes Jahres. im Anfange jebe® Jahres. 











ı . AP ı1+AP 

3 |ABP . ı-+ABP 

3 'APQO ı1--APQO 

4 |AP+AQ-—APOQ 1+AP+AQ—APO 
56 AP-+-BP—ABP ı+AP-+-BP-—ABP 
g. 


41. Aus $. 12 erhellet, daſſ: 


—ı_ 
AB-ALB—AB, 
1 


ABESA BC—AAB—AC—BCFABC 
2 
ABC-ABSFAECHBE— 2ABE 


ift; und allgemein, wen wir die Summe der gegenmärtigen Werthe 
ber Verfiherungen auf die Verbindung ber Perfonen in jeder Combi: 
nation der ten Orbnung, d. h. auf jede mögliche Verbindung von 
m-+v— 1 Perfonen, welche fih aus m-+u Perſonen bilden laſſen, 


mit O bezeichnen; fo haben wir nad $. 12: 





A806... mb4n tm ti mte,, 


Diefed alles ift dem in $. 28 in Bezichung auf die Werthe ber 
Leibrenten Gefagten analog, und es erhellet hieraus, daff, wenn bie 
Werthe der Verficherungen auf jede mögliche Verbindung von Per= 
fonen berechnet wären, ſich die Aufgaben über die Werthe der Ver⸗ 


fiherungen auf bie gleichzeitige Eriftenz irgend einer Anzahl von überles 
benden aus einer beliebigen gegebenen Anzahl von Perfonen genau auf . 


Diefelbe Weife daraus ableiten ließen, wie biefed bei den Leibrenten ges 
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fhehen if. Es ift aber hierbei nicht nöthig, fowohl Tafeln für bie 
Werthe der Leibrenten, ald für die der Lebensverſicherungen auf eine 
Verbindung von Perfonen zu berechnen; denn aus dem Obigen gebt ber: 
vor, daſſ, wenn der Werth einer Leibrente auf irgend eine Anzahl von 
Perſonen beftimmt ift, ſich der Werth einer Verfiherung auf dieſelben 
Perfonen leicht daraus ableiten laͤſſt, und ebenfo leicht ließe ſich umge 
Fehrt der Werth der Leibrente aus dem befannten Werthe ber Berfi ches 
rung ableiten. 
Wenn bie betradhteten Perfonen alle einander gleich find, fo folgt’ 
aus den legten Formeln offenbar: 


— 
AWA=Z2A—AU, 1 
— 
AAAZSA—ZSAUAULAAN, 


2 
AAUA=ZSAA—2 ANA 


und in Beziehung auf den allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl glei: 
der Perfonen vergleihe man dad ©. 419 Gefagte , was auch hier 
anwendbar iſt. 





Von den Verſicherungen, welche von einer beſtimmten Ordnung 
des Weberlebens abhängen. 


$. 42. Wir wollen den Werth einer Summe beftimmen , meld 
bei der Erlöfchung einer Perfon, ober einer Verbindung von mehrer 
Perfonen zahlbar ift, wofern das Abfterben dieſer Perfonen in eine 
vorher beflimmten Ordnung finttfindet. Die Bezeichnungen, welche 
wir bei diefer Unterfuchung anwenden wollen, find in folgendem Schema 
enthalten; 
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Der "gegenwärtige Totalwerth von 1 Thaler, zahlbar am Ende |fol bezeichnet 
des Jahres, worin ſtirbt | werben mit: 





fruͤher al B. . 2 2 2 202. TAB 
\htn ren AB 
4 zuerft von den drei Perfonen A, B,C. . 18 C. 
m zweiten innen. ABC 
entweber A, oder B zuerft von den brei Perfonen A, B, C x. 8 C 
A zuerſt, oder zum zweiten von dieſen drei Perſonen. ABC 
die uͤberlebende ber früher als die britte Perfon C . . TBe 


beiden Perfonen Ay 2 
und B ſpaͤter als dieſelblbb.... AB 6 | 
l 





$. 48. Aufgabe 8. Den geaemmärtiien mern BD von 


1Thlr. zu beſtimmen, welcher am Ende des Kahres, worin 
die Perfon A flirbt, zahlbar ift, wofern eine andere Per- 
fon B nod lebt. 

Aufldfung Aus 66. 18 u. 19 erhellet, daſſ der Werth der 
Erwartung, am Ende bed nten Jahres 1 Thaler zu erhalten, durch: 


He 9-1 wen + Er | 
und der gefuchte Totalwerth durch: 
+2 [a + — a Dr] va ((. 12) 
auögebrüdt wird. Folglich ift: 
1B= HUB+— N, 
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Hieraus folgt, wenn man C für B ſubſtituirt: 
— ‚fac+ 222], 
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mb wenn man B für A ſetzt: 

Be=4 842 2 
N ıbı 
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Schließt man wie in 65. 26 1.27, fo erhellet aus dem Dbigen, daſſ 
für eine temporäre Berficherung: 


22]=4[148]4+ + AB]J— CA ‚B]] 

und für eine aufgefchobene: Ze 
ABP=2[[UB + -LABL— [A By] 

iſt. Wenn die beiden Perfonen einander gleich find, fo ift: 


AB AB AA 
— = — und folgih AAU=FAN. 
19 Ä 1 





1 —— 
oo, 161 


Der Werth der jedem Falle entſprechenden jaͤhrlichen Praͤmie wird 
reſp. ausgedruͤckt durch: 


‚AR A,B | 
— 121 ıd, 
Pr. 13=4 — en ⸗ ($. 35) 
Bee) 
1--AB’ 

[AS] 
Pr. = _ 1 — 

r a2] 1— (al), +ı[AB]’ 

d. h. 


pa, —0— ‚B] 
RE ar 





Pr. [AB] = 
0a 


vr—1. 
($. 36.) 


‚Wenn eine Summe einer Perfon P oder ihren Erben für den 
Tall, daff A früher ftirbt, ald B und einer Perfon O oder ihren Er⸗ 
ben für den Fall, daſſ B früher ſtirbt, ald 4, verfichert ift, fo muſſ 
diefe Summe. offenbar bei der Auflöfung der Verbindung ber Perfonen 
A und DB entweder an P, ober O, ober an ihre reſp. Erben gezahlt 
werben, fo daſſ: i 
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1 1 


folglich: ABZAB—-AB, 
1 
n ¶) u-ſx] 
1 ı 
m: AB} = [AB — [28] 
1 
if. 


6.44. Aufgabe 9. Den gegenwärtigen Werth AB 


von 1 Xhaler zu beftimmen, welcher am Ende des Jahres 
zahlbar ifl, worin die Perfon A Hirbt, vorausgefeßt, daſſ 
die Perfon A fhon früher geftorben ift. | 

Aufldöfung Wenn eine Summe einer Perfon P für den Fall, 
baff A früher ftirbt, als B und diefelbe Summe einer Perfon Q für’ 
den Fall, daſſ A fpäter ſtirbt, als B, verfichert iſt; fo muſſ entwes 
ber P, ober O, oder ihre refp. Erben diefe Summe bei dem Tode 
ber Perfon A erhalten, und die Summe der gegenwärtigen Werthe ber 
Intereffen der Perfonen P und Q, oder ihrer refp. Erben an biefer 
Berfiherung iſt daher offenbar dem gegenwärtigen Werthe der Werfiches 
rung derfelben Summe auf die Perfon A gleih, d. h. es ift: 


ABAB=XY, folglich AB=A-AB. 
1 2 . 


Ebenſo erhellet, baff: 
[13]= 1%] — [43] 
uud: RBY= [RI — [18] 
ft. Wenn bie beiden Perfonen einander gleich find, fo if: 
ZA=A-4UA=IÜR. Guua) 
Gmail: ABLUB=UH 
Win: AB-IB-AB-BAB+AB, 
was fi auch auf folgende Bee ergibt. Es iſt naͤmlich: 
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ABLAB=B, 
1 2. 
folglich: | AB=B—AB, 
2 1 
2 1 


Wenn drei Perfonen in Betracht fommen, fo befteht eine der größe. 
ten Schwierigkeiten in der genauen Beftimmung aller ber möglidyen 
Fälle und ihrer refp. Wahrfcheinlichkeiten, in welchen die verficyerfe 
Summe zahlbar iſt; allein der Raum gejtattet und hier nicht, in dieſe 
Art von Aufgaben näher einzugehen. 


Bon den Leibrenten auf fncceffive Beſitzer. 


$. 45. Aufgabe 10. Am Ende des Jahres, worin fid 
die Berbindung der legten m überlebenden von m-+u 
Derfonen A, B,C,... auflöft, erhält die Perfon I7 oder 
ihre Erben die Summe von 1 Thaler und fommt zugleid 
in den Befig einer Leibrente von 1 Thaler, welche fie 
während ber gleichzeitigen Eriftenz ber Ieaten m’ über 
lebenden von m'’-+u’ andern Perfonen P,Q, R,... ziedt, 
und man foll den Werth des Intereffed von IT beftimmen. 

Auflöfung 1. Der Werth der Leibrente ift zur Zeit ihres Be⸗ 

m’ 


ginnend -P OR... und der Totalwerth der ganzen Erwartung der 


Derfon I7 oder ihrer Erben zu der erwähnten Bet t—=ı+PQ R 4 
folglich der gegenwärtige Werth une Intereſſes gleich: 


a+POR-. BE... = 


G4POR.,. W—_a—ABC.. | @. 34.) 


- Aufldfung 2. Am Ende des Jahre, worin fich bie Verbin, 
bung der legten m überlebenden der m tu Berfonen A, B, C.... 
auflöft, if dee Werth des Intereſſes der Perfon I7 oder ihrer Erben 

m’ ° 


=ı+P O R..., und der Werth‘ einer perpetuirlihen Leibrente von 

1 Thaler, deren erfte Jahresrente zu dieſer Zeit gezahlt wird, iſt für 
1 

benfelben Zeitpunkt —1 + =— = —. Aber der gegenwärtige 


Werth des Zutereſſes ber Derfen IT verhält fih zu dem gegemwnirkigen 


‚, 838 


[4 


— — — — 


Werhe L_AB C... der Anwartfihaft auf bie berpetuitlce Rente, 


wie 1 4 P POR... m - —— (&.436fu. 443) und ift folglich gti: 


(1 +POR-, .) B-a—yABt C...], 
wie vorhin. 
Ebenſo erhellet, daſſ, wenn man nur sine Perfon 4 betrachtet, 
bei deren Zode die Perfon IT, ober ihre Erben die Summe von 1 Tha⸗ 
ler erhält und in ben Befik einer Leibrente auf eine Perfon P-, die 


alsdann beflimmt wird, fommt, ber gegenwärtige Berth des Jatereſſes 
der Perſon II durch: 


GTDP)ICAOCAGA]SC(IALA). GAPAGAP) 


ausgedruͤckt wird, und wenn man hierzu den Werth A der Leibrente 
fuͤr die erſte Perſon addirt, ſo erhaͤlt man: 


(1 +A). (1+P),— AxP 
für den gegenwärtigen Werth des Intereſſes der beiben fucceffiven Ber 
figer A und P. 

Menn ftatt der Leibrente auf die Perfonn P, O, R,... eine 
gewiffe Rente für den Zeitraum von 9 Sahren gefebt wird, bie am 
Ende ded Jahres zahlbar wird,” worin fich bie Perbindun⸗ der letzten 
m überlebenden von m -+-u Perſonen 4 B,C, ... auflöft;. fo ers 


hält man, wenn man den Merth - 





”. diefer neniffen Rente für den 


Zeitpunkt ihres Beginnend ftatt des Werthes P OR. . des Intereſſes 


der ernannten Nachfolger zu derſelben Zeit in die allgemejne Sormel 
fubflituirt: 


(1 4 —9 P—-ua—o ABC..] 


für den gegenwärtigen Werth des Intereffed der Perfon. IZ. Ä 
Wenn die gewiſſe Rente eine peace iſt, 0 fr=0o und 


ber Werth des Intereſſes ber Perfon II= — ı _ABC.. ., was mit 
$. 30 u. 34 übereinflimmt. 
$. 46. Aufgabe ll. Wenn dev gegenwärtige Werth s 


einer Leibrente für n—1 fucceffive Befiger und der 
Berth s’ derfelben für den nten Befiger zur Beit feiner 
Ernennung oder Nahfolge gegeben find, den gegenwär 
tigen Werth der Leibrente fur diefen nten Befiger und 
den für alle n fucceffive Befiger zu finden. 

Aufldfung Wenn man wie bei der zweiten Auflöfung ber vor 
hergehenden Aufgabe ſchließt, fo iſt Kar, daſſ der Werth der perpetuir⸗ 


lichen Rente nach allen ſucceſſiven Beſitzern vor dem ntn = = — —_s 
if ‚und u ſich verhält: 


1-45 = ——s: N. P—(1—9s]. 





1—v 
und folglich ift: 
AH). +NP—s(l+sN) 


der gegenwärtige Werth des Intereſſes des ten Nachfolgers, welches 
bem gegenwärtigen Werthe ber Werficherung ber Summe von 14-5’ 
Thaler auf eine oder mehrere Perſonen, deren Interefle denfelben Werth 
s bat, glei ift ($. 34), und wenn man hierzu den Werth s ber In⸗ 
terefien bee n— 1 frühen Nachfolger addirt; fo erhält man: 


A+S).A+ se —sxs' 


für den Werth der Intereſſen aller Nachfolger. Ober wenn der Werth 
der Intereffen aller n Nachfolger vermittelft der Forma (1+-s).(1 +5‘) 
— 5XS zuerft beſtimmt ift, fo erhält man durch Abzug von s oder 
bed gegebenen Werthes ber Intereſſen aler vorhergehenden Nachfolger 
den gegenwärtigen Werth des Intereffes des ten Nachfolgers. 

9. 47. Es fei £ die Anzahl der Sabre, während welcher eine gewiſſe 


Rente von dem Totalwerthe AB ABC- zahlbar fein mufj, fo äft: 


1-_e-MH_ aB 


r 1—ov 








und: IBe.- ;=v—(1—v)AB BO... er, ($. 34) 


Wenn alfo der Werth einer Leibrente auf eine oder mehrere Per⸗ 
fonen gegeben ift, fo läfft fich der Werth einer Verficherung auf die 
felben daraus ableiten, wenn man zuerft die Anzahl der Jahre einer 
gewifien Rente von demfelben Werthe als bie Intereſſen der gegebenen 














“ei 


Perfon oder Perfoum berechnet und dann den gegemmärtigen Werth 
von 1 Thaler beflimmt, welcher am Ende des erflen Jahres nach Vers 
lauf dicfer Zeit zahlbar if. 
Es bezeichne nun 4 und 2 die Anzahl von Jahren, während 
welcher gewiſſe Renten zahlbar fein müfjen, damit ihre Totalwerthe 
reſp. =s und =s’ find, fo ift nach dem Vorhergehenden: 


v — (1 —)s=otl, 


und: 
„Hr 1__ otrHl+2 


(1459. ſ - ¶ - „)s]= 


der gegenwaͤrtige Werth bed Intereſſes des a ten Nachfolgers ($. 46), 
und wenn man hierzu den Werth ber Intereſſen der n — 1 vorherge⸗ 


henden Nachfolger, nämlih s=——— abbirt; fo erhätt man: 


1 —ov 





_ ‚Art 1 He 
ae 
- für den m gegenwäͤrtigen Werth der Intereſſen aller  fucceffiven Nachfol⸗ 
ger, welcher folglich dem Werthe einer gewiflen Rente für den Zeit 
raum von ?1 Jahren gleich if. Aber nach der Vorausſctzung 
ift der Werth der Intereffen der a — 1 erften Nachfolger dem Werthe 
einer gewiffen Rente. für "ven Zeitraum von Jahren gleich, unb wenn 
man noch den Werth ded Intereſſes eined ten Nachfolgerd, welches 
zur Seit ber Emennung dem Werthe einer gewiffen Rente für Jahre 
gleich ift, Hinzuaddirt, fo wird der Zeitraum einer gewiffen Rente, 
weiche einer Leibrente auf alle Nachfolger gleich ift, um 2-1 Jahre 
erweitert. Wenn man ferner das Interefle eined neuen Nachfolgers, 
welched zur Zeit feiner Emennung dem Werthe einer gewillen Rente 
für 2° Zahre gleich iſt, addirt, fo wird der Zeitraum, am Ende deffen 
1 Thaler, welchen man gewiſſ erhält, -iegt denfelben Werth hat, als 
1 Thaler, welcher am Ende des Jahres erhalten wird, in welchem ber 
legte Nachfolger ftirbt, um 2-1 Sabre erweitert. 

Hieraus folgt alfo, daſſ, wenn bie Werthe der Leibrenten auf den 
jetigen Befiger und auf ben Iten, 2ten, 3ten,... von 9 andern 


nachfolgenden Befigern zur Zeit ihrer refp. Ernennungen mit A, A',A”, 


... bezeichnet werden, und bie Zeiträume der gewiſſen Renten von 
gleichen Werthen refp. mit 2, 2, 2",..., ber gegenwärtige Werth ber 
oO 


Intereſſen aller Nachfolger =- —- ift, d. h. gleih bem Werthe eis 
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hier gewiſſen Rente für den Beitraum von 0 Jahren, wo o=y-+i+ 
’ +1" + U. ti” ift. 

Wenn das Intereffe jedes Nachfolger des gegenwärtigen Beſitzers 
zur Zeit ihrer fucceffiven Ernennung dem Werthe einer gewiſſen Rente 
für den Zeitraum von Z' Jahren gleich iſt, ſo Ho=d+r(f-H1), 
und der N Werth der Intereſen aller Nachfolger iſt alb⸗ 

— vlrrtl'z1 
dann = ” 

Hieraus folgt ferner, daſſ der gegenwärtige Werth von 1 Xha- 
ler, welcher bei dem Tode bed vten Nachfolgers zahlbar if, — vr! 
ft, wo o benfelben Werth hat, wie vorhin. Ferner folgt aus dem 
Vorhergehenden, daſſ, wenn dad Intereſſe jebed der 9 Nachfolger bed 
jegigen Beſitzers Dem Werthe einer Leibrente auf jeben derfelben ‚zur 
Beit feiner ‚Ernennung oder dem Werthe einer gewiſſen Rente für 
Jahre gleich tft, der Werth von 1 Thlr., welcher am Enbe bed abs 
red zahlbar. ift, in welchem der legte Nachfolger ftirbt, — vEt1trt&t1) if. 

$. 48. Aufgabe 12. Ein Erbpadhtcontract über ein 
Grundftüd lautet auf eine gewiffe Anzahl von Perfonen 
A,B,C,... und dad Pachtgeld beträgt s Thaler, mit der 
Bedingung, daſſ der Pächter und feine Nachfolger dad 
Neht haben, den Contract bei dem Tode irgend einer 
der Perfonen fortwährend wieder zu erneuern, wenn fie 
die Summe X zahlen; man foll den gegenwärtigen To 
talwerth des Pachtgeldes für dieſes Gut beſtimmen. 

Auflöfung Die Werthe der Intereffen der Perfonen , welche 
dad Gut gegenwärtig befigen, und derer, welche direct auf jede der⸗ 
felben refp. folgen, und die gewiflen Renten, welche den Intereſſen 
aller dieſer Perfonen zur Zeit ihrer refp. Ernennungen refp. gleich find, 
wollen wir mit: - 





Le, U, 0", elc. 
(B, B', B", Bu, ete. 
it t, t“, t“, elc 
C, C, C, C", etc 
Tr, Tv, T, MM, elc. 

eic. etc. ele. 


1; AM, A", AR elc. 


bezeichnen, fo erhellet aus $. 47, daſſ der gegenwärtige Werth aller 
Erneuerungdfummen des Contracted durch: 

















463. 
( da + gti + eertettg EHRE. 246.) 


14 —A + gerri + —W +rV ters + etc.) 


14 orti (1+ pet + putit2 + gti tettte + etc.) 
+etc.( etc. etc. elc. elc.) 


ausgedrüdt wird, und wenn bierzu bie bei dem Abfchluffe des Cons 
tractes gezahlte Summe s abbirt wird, fo drüdt ‚bie Zotalfumme den 
gegenwärtigen Totalwerth deſſen aus, was bie Paͤchter und ihre Nach⸗ 
‚folger für die immerwährende Benutzung des Grundftüdes zahlen können. 
Wenn die Perfonen, durch welche der Pachtcontract erneuert wird, 
alle einander und ihre Intereffen zur Zeit ihrer Ernennung dem Werthe 
einer gewiſſen Rente für den Zeitraum von ? Sahren einzeln gleich find; 
fo ift der Totalwerth ber Erbpacht gleich: 


— —— Ah at) elc), 


wo die Anzahl der Glieder zwifchen den erften Parenthefen der Anzahl 
der Perfonen, welche dad Gut im Befis haben, glei, und die Anz 
zahl der Glieder in den zweiten Parenthefen unbegrenzt ifl, weil bie Ers 
heuerung des Pachtcontracted fortwährend ftattfindet. Aber "ri + 
et) Loser) ,,.. iſt der gegenwärtige Werth von 1 Thaler, 
welcher nach Verlauf jeder Periode von + 1 Jahren zahlbar ift, und 
da ein Kapital von 1’ Xhaler bei Zinfeszinfen nach Verlauf von +1 
Jahren =(1+r)“?? geworben ift, fo ift der Zinfenbetrag für diefen 
Zeitraum =(1+r)t! — 1. Aber da fich verhält: - 

. —RX 

G: 121: — — 0, 
a J 1— ti 
er 

ſo druͤckt — 5 die Summe aus, welche man bei Zinſeszinſen jetzt 


fuͤr 1 Thaler geben kann, der erſt nach Verlauf von * Jehren 
zahlbar iſt, ſo daſſ: 


14 — 4 var) vlt) L etc. — — 
1— 


et 
if, und i der obige Ausbrud für den Totalwerth der Erbpacht iſt gleich: 


a, — (Wr tt: + peti + elc ) 


A 
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ober: 





s+ 


T -(A+B+E +) 


Wenn blos eine Perfon A das Gut im Beſitze hätte, fo wäre 
der vorhrrgehende Werth: 


#1 
st he ober + un 


_ „ti 





Br 


und wenn man biervon bie bei Abſchluſſ des Contractes gezahlte Summe 
s abzieht, fo druͤckt: 


tt x 
” a der — 
y— tr 1— tr 


den gegenwärtigen Werth aller Erneuerungsfumnten für ben fraglichen 
Ball aus. 

Wenn die Anzahl der Perfonen, auf welche fih die Pacht zuerſt 
bezieht, = m ift, und jede, fowohl bei Abfchluff des Contractes, als 
fpäter bei den Erneuerungen ber in Betracht kommenden Perfonen —- A 
ift, fo iſt dee Totalwerth der Pacht: 


= _ ‚ad mf mf(1—rA) —rA) 
1-2A r(1--A) 
Setzt man den Zotalwerth der Pacht: 
Set atrtı et tr etc) + 

et ht etc) + 

pıtı (1 + rt 2 getett2 + eic)+ 

eic. elc. eic. ec.|-Hs=p, 
oder gleich dem Werthe einer perpetuirlichen Rente, fo daſſ, wenn = 
den jährlichen Reinertrag des Gutes bezeichnet, P= — ift; ſo bat 
man: 


Ä PS 
oft (+ ort + eret2 —+etc)-+- X (1-- er tv vrvt2. etc. )-E etc. elc. 


für die Summe, welche bei jeber Erneuerung gezahlt werben mulff, 
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Pr welche, wenn bie Exneuerungsperfonen alle einander gleich find, 
in: 
— tt) _e-da-ft) 
Atari ArBrEr.. 





verwandelt. 


Weiter können wir und bier auf diefen Gegenftand nicht einlaffen, 
und wir verweifen daher diejenigen Lefer, welche umftändlichere Be⸗ 
lehrung wuͤnſchen, auf Fr. Baily’s Theorie der Lebendrenten, Lebens⸗ 
verficherungen u. f. w. Deutfch bearbeitet von Dr. C. H. Schnufe. 
Weimar 1839, bei B. 3. Voigt. 


Poiſſon's Vahrſcheinlichkeitser. 2c, 80° 


— Anhang LI. 
Bon Der moraliſchen Hoffnung. 


Es iſt bereits in 8. 24 bemerkt worden, daſſ der Vortheil, wel 
chen ein Gewinn Jemandem verſchafft, von ſeinem Vermoͤgenszuſtande 
abhaͤngig iſt, und daſſelbe gilt offenbar auch in Beziehung auf einen 
Verluſt. So iſt z. B. die Summe von 100 Thalern für eine Per: 
fon A, welche 100000 Thaler im Vermögen hat, von keinem größern 
Vortheil, Feiner größern Wichrigkeit, oder keinem größern moralifchen 
Werthe ald die Summe von 1 Thaler für eine Perfon 2, die nur 
1000 Thaler im Vermoͤgen bat. Hiernach iſt ed natürlich, die Wich⸗ 
tigkeit einer Summe s für eine Perfon, deren Vermögen =v ift, dem 


Verhaͤltniſſe * proportional, alſo =m.— zu feben, wo bie Gon- 


ftante zur für verfchiedene Zeiten, Derter, eic. verfhieden fein Eann. 

Nach dieſer Anfiht der Sache ließe ſich alfo auch die Wichtigkeit 
oder der moralifhe Werth des Vermögens einer Perfon .S, welches von 
dem anfänglichen Werthbe v zu dem Werthe 7 angewachfen iſt, für 
diefe Perfon leicht beflimmen. Denn bezeichnen Frdaı igren. Im 
- die fucceffiven Zuwaͤchſe des anfängliben Vermögens # Ddiefer Perfon, 
bis es den Werth 7 erreicht bat, fo wird der moraliihe Werth oder 
die Wichtigkeit des Wermögens / für die Perfon A offenbar auöge 
druͤckt durch: 


Eu Ag 
” 5 v e+i, rt, nt +7). 

Da aber im Allgemeinen die Ancremente 2, , Zar dgı ... U 
befannt find, fo bat Daniel Bernoulti, um zu beflimmten Reful: 
taten zu gelangen, angenommen, fie feien ſaͤmmtlich unendlich Hein, fo 
daſſ, wenn allgemein x dad anfängliche Wermögen einer Perfon A be 
zeihnet, d.r ein ſolches unendlich kleines Increment beffelben ift und 
ber moralifche Werth eines felhen Ineremented dr nad dem Vorher⸗ 


d 
gehenden folglich dur ꝓ — auögedrüdt wird. Die Wichtigkeit ober 
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der morafifche Werth des Wermögens iſt alfo für eine Perfon, des 
ven anföngliched Vermögen = v war: 


* 
J. m == m(logV’— logo )=mlug —. 


Diefer moralifhe Werth des Vermögens F ift offenbar größer, 
ald wenn v nicht nach unendlich fleinen, fondern nad) endlichen Incre⸗ 
menten bis 7 zunimmt, und zwar wird diefer moralifche Werth defto 
Heiner, je größer diefe Incremente find, was auch mit unferm gewöhne 
lichen Urtheile übereinftimmt ; denn mir legen einem mübfam und all- 
maͤhlig erworbenen Vermoͤgen einen weit groͤßern Werth bei, als ei⸗ 
nem leicht und mit einem Male erlangten Vermoͤgen. Aus dem Aus⸗ 
drude: 





- V 
m log 
v 


folgt, daſſ der mioralifche Werth eines Vermögens deſto größer ifl, 
je größer daffelbe ift, aber auch, je Fleiner das anfängliche Vermoͤ⸗ 
gen v war, was ebenfalld mit dem Urtheile des gefunden Verſtandes 
übereinftimmt. Wenn 3. B. für eine Perfon A, P=1000 Thaler, 
V =100000 Thaler und_für eine Perfon D, v=100 Thaler, und 
Y ebenfalld = 100000 Thaler ift, und die Conftante m für beide Pers 
fonen denfelben Werth hat; fo verhalten fih die moralifhen Werthe 
deffelben Vermoͤgens /= 100000 Taler für die beiden Perfonen A 
und B wie 2 zu 3. 

Wenn Ye if, d. h. wenn fih das anfängliche Bermögen » 
gar nicht vermehrt hat, fo ft fein moralifher Werth SO, und wenn 
fi) #_ verfleinert, ftatt vergrößert bat, fo iſt 7<v und folglich ber 
moraliihe Werth negativ. 


V 
In dem Ausbrude m log — dürfen die Größen und v weber 


als Null, noch ald negativ angenommen werben, weil fonft der 
Ausdrud feine beſtimmte Bedcutung verliert; und in der That darf 
in moralifhem Sinne dad Vermögen Feines Menſchen, felbft wenn er 
bettelt und von geborgtem Gelbe lebt, ald Null oder negativ betrach⸗ 
tet werben; benn fein Vermögen ift doch wenigſtens ſeiner Subſiſtenz 
gleich, welche er ſich durch Anwendung ſeiner Kraͤfte und durch ſeinen 
Fleiß verſchafft. Man kann alſo im moraliſchen Sinne nur dann ſa⸗ 
gen, das Vermoͤgen eines Wenſchen ſei — O, wenn er den Hungers⸗ 
tod ſtirbt. 

Wenn eine Perſon A von dem Vermoͤgen v mehrere ungewiſſe 

30* 
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Summen S, Sy, Sgr . .. mit den refp. Wahrfcheinlichleiten 7, P 1, Pa 
-... als Gewinne, ober Berlufte erwartet, fo ift der Werth biefer Er⸗ 
wartungen nach dem Principe der mathematiſchen Hoffwung: 


ErstEp,S; EPpa SE... 


aber der moralifhe Werth bdiefer Erwartungen wird fir die Per 
fon A nad dem Vorhergehenden audgedrüdt durch: 


Y=m [7 log (=) +?ı log (Zr) +P, log (=>) + ..| 


Bezeichnet nun F den Werth, welchen dad Vermögen 7 der Perfon A 
in Folge diefer Erwartungen befommt , fo ift offenbar aud: 


Y=. mlog *6) 











folglich: 


los (-) = plog —— 


oder: 


log V —logv log [+5 (+5, Pı (v+s,Y2...] 
— log PHP ı1iPat.+- 


alfo: V=zw&tsPe45,YılWis,Y”... (x) 


weit a+?,+Pp2 +... =1, und folglih Jogwitrat. — logo 
ift, wenn, wie voraußgefeht wird, 2, Pır, Par -:- die Wahrſchein⸗ 
lichkeiten aller möglichen Fälle bezeichnen. 

Laplace hat die Differenz 7 —v die moralifhe Hoffnung 
ber Perfon A genannt, und wenn man den Werth /— v nad den 
Potenzen von v entwidelt, und bei dem Gliede mit den erften Poten- 
zen der ungewilfen Summen $, 5, ; Sys +. . fteben bleibt, wenn naͤm⸗ 
lich diefe Summen gegen # fehr Fein find; fo erhält man: 


te ET (Php is + p252 +.) 


oder; 








+p, log (Zr ) + pa log ()+.. 


PSAPISIPSSAM. .. 

d. h. wenn die eventuellen Summen gegen das anfängliche Vermoͤgen 
einer Perfon A fehr Bein find, fo ir die moralifche Hoffnung der 
mathbematifchen gleich. 
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| | v 
Aus dem Ausdrucke zn log (—) folgt ferner, daff diefelbe Summe 


s für biefelbe Perfon A ald Gewinn eine geringere Wichtigkeit hat, wie 
ald Verluſt. Denn ſetzt man ſucceſſive = r+s, ud /=v—s, fo iſt 


mlog (F)= = m!log(e+s)— logo, die Wichtigkeit oder der mo: 


ralifche Werth der Summe s ad Gewinn, 


m[log «—s)— logv] die Wichtigkeit derfelben Summe s ats Ber: 
Inf. Nun ift aber dem abfoluten- Werthe nach: 


logve— log — s)>logle+s)—logv, 





weit befanntlidy die Unterfchiede der Logarithmen je zweier, um biefelbe 
Differenz verfchiedener Zahlen deſto Meiner find, je größer biefe Zahlen 
ſelbſt find. 

Hieraus folgt, daſſ fih die Vermoͤgensumſtaͤnde einer Perfon ver: 
ſchlechtern, wenn fie ſich auf ein Spiel einläft, wobei die Wahrfchein- 
lichkeit, eine Summe s zu gewinnen, ebenfo groß ift, als bie fie zu 
verlieren, und zwar ift diefe Verfchlechterung deſto beträchtlicher, je ge⸗ 
ringer dad Vermoͤgen der Perfon 4 ift. 

Diefes findet au in dem allgemeinen Falle ftatt, wo die Wahr⸗ 
fheinlichfeiten, zu gewinnen und zu: verlieren nicht einander gleich find, 
fondern ſich nach der mathematifhen Hoffnung umgekehrt wie die Ein- 
füge verhalten. Denn bezeichnet v wieder dad Vermögen der betrach⸗ 
teten Perfon A, che fie das Spiel eingeht, p die Wahrfcheinlichkeit, zu 
gewinnen und s den Einfab, fo mu , damit das Spiel gleich if, der 


Einſatz des andern Spielerd — 1 — s fen. Wenn alio die Perfon 


1—p). 


A das Spiel gewinnt, fo ift ihr Vermögen Ze + ——s mit der 


Wahrfcheinlichkeit p, und wenn fie das Spiel verliert, fo ift ihr Wer- 

mögen = v—s mit ber Wahrfcheinlichkeit (L— p). Bezeihnet nun 

wieder das Bermögen der Perfon A in Folge diefer Erwartungen, 
fo ift: 


L } 


r=(+ Ps) e-9',  @ 
und um zu beweifen, daſſ: 


(+) Ws) Po 





4708 
ift, braucht nur gezeigt zu werben, baff 


( +.) (1 -—)”<1 

p v e 
if. Wenn man aber von dem erften Theile dieſer legten Ungleichheit 
die Neperfcen Logarithmen nimmt, fo bat man: 


plog (14?) + —p)log ( -—) 
fur (Go — _ 1 - ⸗ 
p v 


welche Größe offenbar negativ oder <1 ift, und folglich ift auch F<e. 
Alle diefe Folgerungen aud der Bernoulliſchen Grundformel flims 
men mit dem Urtheile ded gefunden Menfchenverftandes überein. 

Menn z. B. Jemand 100 Thaler befist und die Wahrfcheinlich- 
keit 4 hat, 50 Thaler zu gewinnen, ober zu verlieren; fo ift in ber 
Sormel (2), v=100,p=4, p,=4, s=50 und s, = — 50 und 
folglich : 


Y=(100-+50)5(100—50)4 =V 7500 =87 Thir. ungefähr. 





Wenn ferner 3. B. eine Urne 1 weiße, 2 ſchwarze und 3 rothe 
Kugeln enthält, und Semand, der 1000 Thaler im Vermögen bat, 
gewinnt bei dem Zuge der weißen Kugel 500 Thaler, bei dem Zuge 
einer fehwarzen Kugel 300 Thaler und verliert bei dem Zuge einer rothen 
Kugel 100, fo ift in der Formel (x) #=1000, s=500, s, =300, 
s=—-10,p=4,p,=%, ps =#. Folglich: 


Y = (1000 + 500)8 (1000 + 300)3(1000— 100)8 
6 
— V 1500.13002.900° = 1107,772 Thaler. 


Aus der Formel (2) folgt ferner, bdaff, wenn Iemand fein ganzed Ver- 
mögen auf ein Spiel ſetzt, bei’ welchem die Wahrfcheinlichkeit, es zu 
verlieren auch noch fo gering, ift, dadurch der Werth feines Vermoͤ⸗ 
gend auf Null reducirt wird, weil ein Factor dieſer Formel =» 
— p=0 mir. 

Obgleich nach dem Worhergehenden mit dem Eingehen jeded Spieles, 
jeder Wette, e’c., wenn fle auch mathematifch gleich oder billig 
find, in moralifhen Einne eine Vermoͤgensverſchlechterung verbunden if, 
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fo kann man doch die Frage aufwerfen, wie groß die aufs Spiel zu 
fegende Eumme fein. fann, damit die damit verbundene Vermoͤgens⸗ 
verminderung gegen das Vermögen v einer Perfon im praftifchen Le⸗ 
ben als ganz unerheblich betrachtet und außer Acht gelaffen werben kann. 

Wenn man den zweiten Theil der Gleichung (y) in eine Reihe 
entwidelt, fo erhält man: 





112 +... (z) 
p 


und fol das Spiel, die Wette, eic. für bie fraglihe Perfon erlaubt 
fein, fo muſſ der Reibenausdrud (2) von v nur um cine Größe ver: 
fehieden fein, welche gegen v fo Hein ift, daſſ fie vernadhläffigt werben 


1 
kann. Bezeichnen wir biefe Größe mit — (wo z. B. 75 ir, 
= ron, etc iM; fo muſſ: | 


IP a_r 


2pv n 
fein, und man erhält folglich die größte Summe s, welche die betrach- 
tete Perfon aufd Spiel ſetzen kann: 


t 





Bermittelft des Ausdrudes (y) kann man aud beſtimmen, wie 
groß die Wahrſcheinlichkeit p fein müffe, damit die Perfon A ihr gan⸗ 


1 
zes Vermögen 9 weniger einem zu vernadhläffigenden Theile —v deſ⸗ 
ſelben, aufs Spiel ſetzen kͤnnte. Zu dem Zwecke braucht man in dem 
Ausdrude (9) nur (1 -—)e für s zu ſetzen, wodurch derfelbe übers 


geht in: 
(H-YH” 


Sol nun dad Spiel für die Perfon- A erlaubt fein, fo darf ihre Ver⸗ 

Ä 1 
mögenöverfchlechterung nur eine zu vernachläffigende Größe —_ betra= 
gen, d. b. ed muſſ die Gleichung: | 


EYE" 
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oder: 


-DyEyr-n: 


flattfinden, woraus der Werth von p abgeleitet werden muſſ. 


1 

Seat man — = Zoona’ fo ergibt fi: 
__ 82803 1 
= ans kolgiich 1 ar 


Wenn alfo unter 82304 Fällen nur ein ungünfliger vorfommt, fo darf 
man das ganze Vermögen weniger einer zu vernadhläfjigenden Summe auf’ 


Spiel feßen, “ daſſ 





52304 gewiſſermaßen eine moraliſche Gewiſſ— 


heit und Pr eine moralifde Ungemifibeit ausbrüdkt, wenn 


1 1 
7* 7ᷓc und die Bernoulliſche Annahme in Beziehung a den 


moralifhen Wirth des Geldes richtig iſt. 


Aus dem Vorhergehenden folgt auch, daff ed vorfheilhaft ift, fein 
Vermögen, oder einen Theil deffelben, nicht derfelben Gefahr, es zu ver: 
lieren, fondern mehrern, von einander unabhängigen Gefahren derfelben 
Art in mehrern Theilen auözufeßen. 


Wenn z. B. ein Kaufmann von dem Vermögen v über See 
Waaren zu dem Betrage s erwartet, und die Wahrfcheinlichkeit , daſſ 
dad Schiff, worauf fi biefe Waaren befinden, anfommt, = p if; 
fo ift die mathematifche Hoffnung des Kaufmanned —=ps und feine 
moralifhe Hoffnung ift nad dem Vorhergehenden: 


W„+sP—v. 
Da aber: 
Pe SE (weil P<D, 
d. h.: 
plog+s)</og(e+ps), 
alfo: 


FC+HSP<o+ps, 
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folglich: 
+5sYP—er<ps 


ift; fo geht hieraus hervor, daſſ die moralifche Hoffnung des Kaufs 
manned kleiner ift, als feine mathematifche Hoffnung. 

Wenn nun diefelben Waaren in gleichen XTheilen auf r Schiffe 
verladen werben, wo für jedes die Wahricheinlichfeit ded Ankommens 
auch =p ift, fo ift dad Vermögen des Kaufmannes, wenn alle r 
Schiffe anfommen, =v-+s, und die Wahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniis 
fs it = pr. Wenn nur 7 — 1 Schiffe anfommen, fo ift dad Ver⸗ 


mögen des Kaufmanns =+4 5 und die Wahrſcheinlichkeit dieſes 
Ereigniffes if =rpr-ı(L- pP). Ben nurr— fi Schiffe anlan⸗ 
den, fo ift das Vermögen des Kaufmannes + N 2) s, und bie 
Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes — fr —Dpr-ac- - MV, uf. f 
Der Logarithmus ded Werthes des Sefammtvermögene des Kaufmans 
nes wird folglich nach dem Vorhergehenden auögebrüdt durch: 
1771 
fog = [p"/og e+s+rpr-!(1-p log(v + s) + 


A) (1—p)? log (+ s)+- . ) 
_ SE er „VD (r—1) (r—2) p—®(l—p "4 jas 





+1, r—: 
* v ——$s 


und wenn man hiervon den Logarithbmus des Werthes des Vermögens - 
des Kaufmanned, wenn die in Rebe fiehenden Waaren nur auf ein 
Schiff verladen find, nämlich: 


de _ 

+3 

I (a) Ah 2 BET Ga) Ga A ie 2 
St ö— + ds 


abzieht, fo ift der Unterfhieb: 
r—ı [ds p! (r— 2)p’ 1! (1--p) 
el] 
r o+5 r—1ı ‚r—: 
. 4 — eo —⸗ 
offenbar poſitiv. Es iſt alſo moraliſch vortheilhaft, die Waaren von 





474 


dem Werthe s auf mehrere Schiffe zu verladen, und zwar ift biefer 
Vortheil defto größer, je größer die Anzahl r der Schiffe iſt. Wenn 
die Anzahl 7 der Schiffe fehr groß ift, alfo der auf jedes fommende 
Theil der Waaren gegen das fonflige Bermögen d des Kaufmannes 
fehr Hein, fo wird nach den Obigen die moralifhe Hoffnung be 
Kaufmanned feiner matbematifchen gleich. 

Aus dem Vorhergehenden folgt ferner, daſſ es moralifch vortheil: 
haft ift, eine ungewiffe Sumnte s, die man mit irgend einer Wahr: 
fcheinlichkeit p erwartet, bei einer Berficherungsanftalt zu verfichern. 
Denn erwartet 3. 3. ein Kaufmann von dem Vermögen v_ Waaren 
zu dem Betrage s Über See mit ber Wahrfcheinlichkeit », fo ift der 
Wert) feined ganzen Vermoͤgens, wenn er die Summe s nicht ver 


fihert: 
(v + sp, 


und wenn er verfihert, fo muſſ er der Verficherungsanftalt (1 — p)s 
zahlen, wofür er dann die Summe s ſich er hat, fo daff alfo fein gan- 
zes Vermoͤgen = + s—(1—p)s=r+sp ift. 

Nun ift aber nad) dem vorhin Bewiefenen: 


+sP<e+ps, 


d. h. es iſt für den Kaufmann moraliſch vortheilyaft, wenn er bie 
. ungewiffe Summe s verjihert und für bie Berfiherung die Summe 
(1 —P)s zahlt. Da aber die Verfiherungsanftalt wegen der Verwal⸗ 
tungskoſten, eic. für die Verficherung der Summe s mehr als (1—p)s 
nehmen muſſ, fo muff man (1 —p)s+u flatt (1 — p)s ſetzen, und 
ber Werth von z darf höchftend fo groß fein, daſſ: 


. +sP=ev+tps—u, 
alfe: u=+ps—-(e+s) 


iſt. Zahlt alfo der Kaufmann weniger aB (1 —p)sJ4-u, fo if die 
‚Berfiherung für ihn von Vortheil. Hieraus geht hervor, daſſ die Ver: 
ficherungsanftalten fich felbft einen gemwillen Gewinn und den Verſicher⸗ 
ten zugleich einen moralifchen Vortheil verfchaffen koͤnnen. 

Wir wollen dad Bernoulli’fche Prinzip der moralifchen Hoff 
nung nun noch auf die Aufgabe in 8. 25 anmenden. 

Es ſei v das Vermögen der Perfon A vor dem Spiele und s 
bie Summe, welche fie an die Perfon 3 zahlen muff, damit das Epid 
mathemaliſch gleich ift, fo ifi, wenn bei dem Iflen, Zten, Sten, ..- 
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mten Wurfe das Wappen getroffen wirb, dad Vermögen der Perfon 
A reſp. glei: 

—s+#+2). #—s+22), «—s+22%)+...0# —s+2”) 
und die refp. Wahrſcheinlichkeiten find: 
a. ı * 
2’. 93 ' a3’ gm’ 


- Der Werth des Vermögens der Perfon „I wird alfo, wenn fie 
fih auf da8 Spiel eingelaffen hat, nach dem Bernoullifchen Prins 
zipe ausgedruͤckt durch: 


1 1 1 1 
e—-5+29? 65429” @ 5429... 04 2m?”. 
Sctzt man d — s=o', fo hat man folglich, wenn fi die Ver 


mögendumflände der Perfon 4 durch das Eingehen ded Spieles nicht 
andern follen, offenbar die Gleichung: 


a a. 
e=(# +2)? (+2272° (+23)... (+ 2m)?”, 
oder wenn man —=a ſetzt: 


> 1 1 1 1 


1+es=1+20° +220)°° (14 220)2°... (1.42m)?” (9 


wo bie Factoren im zweiten Theile dieſer legten Gleichung fortwährend 
. abnehmen und bie Einheit zur Grenze haben; denn wenn man bie beis 
den Xheile der Ungleichheit: 


I - 1 
at?" >aramın? 2 
zur 2”titen Potenz erhebt, fo erhält man: 
142.0 228.02 > 1 +2"tl,e, 
woraus dad Stattfinden derfelben erhellet, und ferner if: 


.— 





1 
nelara.n jet da < +35) 
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welcher legte Ausbrud offenbar für no verfcmwinbet, fo bafl folg- 
uch für n=@ der Ausbrud a+m.),=1 wird. 


Wenn man in der Gleichung (5) die Zahl mO ſetzt, fo daſſ 
das Spiel ohne Ende fortgeht, fo ift dieſes ber fuͤr die Perſon A vor 
theilhaftefte Sal, und wenn v’ und folglihd a ald befannt angenom: 
men werben, fo nimmt man die Summe der Logarithmen von ciner 
hinreichend großen Anzahl na —1 der erften Kactoren im zweiten Theile 
der Gleichung (8), damit 2”. mwenigftend — 10 ifl, und die Summe 
der Logarithmen der folgenden bis in's Unendliche fortlaufenden Facto⸗ 
ren wird fehr nahe ausgedruckt durch: 

loga , (i+-1)log2 , 0,4312945 


yn—1 yan—ı- a.22R—-1 

Addirt man dieſe beiden Summen zufammen, fo erhält man den 
Logarithmus von v’+s=r, woraus fi alfo für dad anfängliche Ver- 
mögen » der Perfon A der Werth S ergibt, welchen die Perfon 4 
der Perfon B vor dem Spiele geben muſſ, damit der Vermoͤgenszu⸗ 
fland der Perfon 3 ungeändert bleibt. Setzt man 5. B. v'=100, 
fo findet man v—=107,98 Thaler, fo daſſ die Perfon A, wenn ihr 
urfprüngliched Vermoͤgen 107,89 Thaler beträgt, vernünftigerweife nur 
7,89 Thaler auf dieſes Spiel feßen muſſ, während diefe Summe nad 
dem Prinzipe der mathematifhen Hoffnung unendlich groß wäre. 


Anhang LEN 


Ueber Die Wahrfcheinlichteit Der mittlern 
Beobachtungsrefultate. 


Die Aufgabe, welche wir hier behandeln wollen, ift bereitd der Ges 
genfland der Arbeit mehrerer Geometer und befonders Laplace’s, 
defien Unterfuchungen über diefen intereſſanten Gegenftand man in der - 
Theorie analylique des Probabilites (Iv. I. chap. IV.) und in den 
drei Supplenienten zu diefem großen Werke findet, geweſen. Die Als 
gemeinheit der Analyfe Laplace’d, die Wahrheit und die Wichtigkeit _ 
der Gegenflände, auf welche er fie angewandt hat, laffen ohne Zweis 
fel nichts Weſentliches zu wuͤnſchen übrig; aber dennoch hat es und 
gefchienen, daſſ einige Punkte diefer Theorie noch weiter entmwidelt 
werden fönnten, und daſſ die bei Gelegenheit des Studiums berfelben 
gemachten Bemerkungen die Schwierigkeiten aufflären und auch in der 
Praxis nicht ohne allen Nutzen ſein koͤnnten. 


1. Es fei s die Anzahl der betrachteten Beobachtungen, 2 eine 
ganze und pofitive Zahl, und wir wollen annehmen, daſſ jede dieſer 
Beobachtungen mit 27-1 Fehlern behaftet fein fann, welche durch: 


1, —i+1, —... —2,—1,0, 1,2... i—1,: 


auögebrüdt werben. Ferner wollen wir annehmen, bafl die Wahrfcheins 
lichkeit beffelben Fehler in diefer ganzen Beobachtungsreihe diefelbe ſei; 
ed fei 2 eine diefer Zahlen, welche pofitiv, negativ oder Null ift, und 
durch N wollen wir die Wahrfcyeinlichkeit des Fehlers nn bezeichnen; 
fo haben wir, da die Summe der Wahrfcheinlichkeiten aller möglichen 
Fehler die Gewiſſheit ift: 


ZN=1, 
wo fih die Summe > auf alle Werthe- des Fehlers n vun n=— 3 
bis any erfiredt. Es fei AT die Wahrfcheintichkeit, dafi die Summe 


‚ der Fehler der s Beobachtungen = m iſt. Diefe Wahrfcheinlichkeit ift 
diefelbe, als die, mit s vollkommen gleichen Wurfeln, wovon jeder 
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2:41 Zlähen hätte, vie wit den Zahlen —z,... +5 bezeichnet 
find und verfhiebene Grade der Bahrfcheinlichkeit haben, indem N die 
Bahrfcheintichfeit für dad Treffen der Fläche mit der Zahl n if, die 
Summe m zu werfen. Der Werth von M if alfo der Goefficint ber 
mten Potenz von £ in der Entwidelung der sten Potenz des Poly 
nomes: 

Z(Ni), 


welche aus 22-1 Gliebern befteht, oder was daffelbe it, dad von 
L unabhängige Glied in der Entwidelung von: 


I-m [ZN ir) ] 


nach den Potenzen diefer Veraͤnderlichen, wie folches aus den erſten 
Regeln der Wahrſcheinlichkeitsrechnung folgt. 

Um dieſes Glied zu erhalten, wollen wir, wie gewoͤhnlich, burd 
e die Bafid ded Neperfchen Logarithmenſyſtemes und mit x bad 
Verhaͤltniſſ des Kreisumfanges zum Durchmefler bezeichnen, und be 
merken, dafl 


S: reV-1J0-0, vr =2r 


ft, wo ber erfte Werth flattfindet, wenn m’ eine ganze pofitive ober 
negative Zahl, und der zweite, wenn n’ = 0 if. Hieraus ergibt fid 
leicht, wenn man eV —1 für £ in bie vorhergehende Größe ſetzt, daſſ 
bad gefuchte Glied, oder der Werth von N folgender ift: 


— 1 x noY —ı 8 -meyTZı, - 
M=;,f_.(zNe ) e do. 


Es fei nun p die Wahrſcheinlichkeit, daff die Summe ber s Feh⸗ 
ler zwifchen zwei Zahlen u und “ liegt, fo ift Har, daſſ der Werth 
von p die von m=u bid m=u’ genommene Summe ber Werthe 
von M iftz aber zwilchen tiefen Grenzen ift die Summe der Werte 
von eV —1 gleich: 

„wu pIV Zi_.-@tHaVIi 
2V —1sin}}0 
und man * folglich: 


Zi (e-W- DV _-WweheV: 
af” NT) 
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Da der mittlere Fehler der Quotient aus der Summe aller Feh⸗ 
ler und ihrer Anzahl iſt, fo iſt dieſe Wahrſcheinlichkeit p auch die Wahr: 


ſcheinlichkeit, daſſ der mittlere Fehler zwiſchen und — liegt. 


3. Um diefem lebten Ausdrude eine ſolche Form zu geben, daſſ 
man die Fehler nad unmerflihen Graden wachen laffen fann, wollen 
wir das Intervall, worin fie alle liegen, oder den pofitiven Ueberfchuff 
des größten über den Heinften, mit 24 bezeichnen , und daſſelbe in 
274-1 gleiche Theile theilen, wovon @ einen folhen Theil bezeichnet, 
fo daſſ 24 (2741) if. Zu gleicher Zeit wollen wir: 


0 
noa=za, voa=b—.c, Wozbte, —— 
a 


ſetzen, fo it N eine Zunction von 7, welde wir durch af bezeich⸗ 
nen koͤnnen, und ber Werth von D verwandelt ſich in: 


p=[(zafze VI)‘. day 1 en (; 541)" da 





. 0a 2i+1’ 

71 | 
wo die Werthe von 2, auf welche fih die. Summe I bezieht, nad 
gleichen Inerementen = @ zunehmen und fih von = — a bi 7 = a 


(2; it 1) 
(@i+1): 2a 
bi a = — vi) nehmen ifl. Die Zehler der Beobachtungen wers 


erfireden, und das Integral in Beziehung auf « von «= — 


den jeßt nicht mehr durch ganze Zahlen ausgebrüdt, und » ift die Wahrs 
ſcheinlichkeit, daſſ die Summe der Zchler = der s Beobachtungen zwis 
ſchen die gegebenen Grenzen 5b — c und 46RPe faͤllt. Wir wollen nun 
annehmen, dafj & unendlidy groß werde, ohne daſſ a, 5 und c e aufe 


hören, endliche und gegebene Größen zu fein, fo daſſ 2@iTDsn, er 


ae if, die Grenzen in Beziehung auf @ gleich 0 und die Dife 
ferenz co unendlich Bein werden. Nimmt man alsdann @ für dad Dif: 
ferenzial von 7 und verwandelt die Summe 2 in ein befimmtes In⸗ 
tegral,, jo nimmt der Werth won p folgende Form an: 


[Sfr ar) er dev —i sinca“” (1) 


Diefe Wahrfheinlichkeit bezieht fih nun auf den Fall, wo die Be 
obachtungsfehler alle zwifhen — @ und +@ liegende Größen haben 
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koͤnnen, und da Ihre Anzahl unendlich groß ift, fo iſt die Wahrſchein⸗ 
lichkeit fa dr eines belichigen = derſelben unendlich Mein. Die Func⸗ 
tion fr kann jede beliebige Form haben; fie kann continuirlich, oder 
diecontinuiriich fein, wofern alle Werthe derfelben von z= — a bi 
za nur pofitiv find und die Einheit nicht überfchreiten, und ihre 


Eunme, ober bad Integral S: JS zdz=1 if, welde Bedingung 


ausdruͤckt, daſſ jeder Fehler zuverläffig zwifchen die Grenzen a fällt. 
Wenn diefe Function gegeben ift, fo erhält man durch zwei fur 
ceffive Integrationen den zugehörigen Werth von p. 
Wenn man in der Gleichung (1) die Zahl s—1 feat, fo erhält 
mon die Wahrfcheinlichkeit: 


=ı/"_ (Sf daye vn) sinca“®, 


daff der Fchler einer einzigen Beobachtung zwifchen den Grenzen 5 —c 
und d-+ec liegt. Wenn nun dad Intervall von b—c bi d-+c 
außerhalb der Grenzen ta der möglichen Fehler faͤllt, d. h. wenn fo 
wohl b— c, ald 3M größer oder Heiner, als a ift, abgefehen vom 
Zeichen; fo if Mar, daff diefer Werth von = 0 fein muſſ, wogegen 
diefe Wahrſcheinlichkeit zu Gewiflheit, oder — 1 wird, wenn bad 
Intervall von b— ce bis b-+c das Intervall von-— a bis +a ganz 
in ſich fchließt. Und allgemein, wenn wir fx für alle nicht zwiſchen 
den Grenzen Sa liegende Werthe von z als —O betradten; fo muf 


fen wir babın: 
r=/, fr dı. 


Um über bdiefen Punkt die Wichtigkeit unferer Analyfe zu zeigen, 
wollen wir bemerken, daſſ fi der Werth von >, wenn man bie Drb- 
nung ber Integrationen nad) = und & umkehrt, folgendermaßen aub 
prüden an 


ff” wintihemne -[ ed, dr 


Aber es ift: 
© sinka 
JS. da=}ı, oder — — Im, 


jenachdem die Conſtante k pofitiv oder negativ ift, und ber Unterfchied 








‘ 
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der beiden Integrale in Beziehung auf « ift folglid =O, oder = m, 
jenachdem die beiden Größen 5+c— x und b —c—& gleiche, ober 
entgegengefegte Zeichen haben. Das Integral in Beziehung auf x vers . 
ſchwindet aljo für. alle Werthe diefer Weränverlichen, welche entweber groͤ⸗ 
ger, ad T4 und 5—c, oder Heiner, als bte und 5 — c find, 
und muſſ nur auf die zugleich zwifchen den Grenzen a und zwiſchen 
den Grenzen 5—c, b-+c liegenden Werthe von x erſtreckt werden. 
Wenn man alfo fx für alle außerhald der Grenzen Ha liegende Wer⸗ 
the von = als glei Null betrachtet, fo hat man: 


p= |, Sedz, 


was bewiefen werben follte. 


4. Ehe wir weiter gehen, wird es nicht unzwedmäßig fein, bie 
Formel (1) auf einige fpecielle Beifpiele anzumwenben. 


Der einfachfte Fall ift der, wo alle zwifchen den Grenzen a 
liegenden Fehler gleich möglich find. Die Function fx ift alddann eine 


Conftante und zwar = Folglich iſt: 


pa — — sinaa 
J. SV de = —, 
— ao a 


————— (Ze) — — 


4a 


und ‚mithin: 








welched Integral fi für alle ganzzahligen Werthe von s burch bie be- 
fannten Formeln unter enblicher Form erhalten läfft. 
Zweitend wollen wir annehmen, daſſ 
1 _.2 


J*= 72 





fei, und daff die Grenzen Sa gleih EX feien, fo wird der. Be 
Dingung / u J* dx<=1 genügt, und man hat: 


a? 


J. Sae "Adaze 4; 
folglich: 


Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. . | 51 


4823 


da 
fe Teosbasinca”, 
a 


welcher Ausorud | fih auf made so bringen laͤſſt: 


rt [SE 4 Tewbucscadu)de, 


wo dad Integral in Beziehung auf c fo genommen wird, daſſ es für 
ce—=0 verfhwindet. Das Integral in Beziehung auf @ wirb durch 
die bekannten Formeln erhalten, und nad verrichteter Integration hat 
man; | 


=7=/( Tr ee = ae 


Benn man 5=D’Vs und c=c'V s fegt, fo erhält man: 


P= =. er ze. 


Hieraus fieht man, daſſ, wenn die Grenzen b=&c, zwilchen welde 
die Summe der Fehler fallen muff, der Quadratwurzel aus der An: 
zahl s der Beobachtungen proportional find, die Wahrfcheinlichkeit pP, 
daſſ diefed ftattfindet, in der hinfichtlich der, Form der Function fx ge 
machten Vorausſetzung von bdiefer Zahl s unabhängig if. In derſel⸗ 
ben Vorausſetzung entſpricht ⸗5sO ber größte Werth von > gegend, 





was a priori einleuchtend war. 
Als letztes Beiſpiel wollen wir 


Eat = 
nehmen, fo wirb die Bedingung /: “ —* dz=1 erfuͤllt. Ferner hat 
man: 


Sf dz=e *, oder me, 


jenachdem die Größe @ pofltio ober negativ ift, woraus folgt: 
6 Re “bat de, 
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oder: . 


p=3/(/ e”*cosbacoscada )dc, 


wo bad Integral in Beziehung auf c für c=0O verfhwinde. Wenn 
man die Integration in Beziehung auf @ nach ben gewöhnlichen Re⸗ 
gen verrichtet, fo erhält man: 


P=, [ra tr) 
und endlich: 


_ı _ 2cs ) 
p= = are (tm= . 


Wenn man b=b's, c=c's ſetzt, fo liegt der mittlere Fehler 
zwifchen dey Grenzen 5’c’, und die ihnen entfprechende Wahrfcheins 
lichkeit p wird von ber Anzahl der Beobachtungen s unabhängig. Hier⸗ 
aus folgt, daſſ in dieſein befondern Beifpiele der mittlere Fehler nicht 
gegen Null, oder eine andere beftimmte Grenze convergirt, wenn bie 
Anzahl der Beobachtungen s immer größer und größer wird, fondern 
baff, wie groß dieſe Zahl auch fein mag, immer diefelbe Wahrfchein- 
lichkeit vorhanden ift, daſſ der zu befürchtende mittlere Fehler zroifchen 
gegebenen Grenzen liegt. - 

5. Die imaginären Ausdruͤcke kommen nur fcheinbar im zweiten 
Theile der Gleichung (1) vor, und man kann fie leicht daraus fort- 
ſchaffen. 

Es ſei zwoͤrderſt: 


—JVV— 


und ferner: 
1 077 
— Jxrcosexdx=cosp 
‚gu ma 
1 .q , . 
—/ fzsinazdz=sin. 
Q — 


Wenn man in der Formel (1) die Elemente des Integrales in 
Beziehung auf @, weiche gleichen und entgegengefeßten Werthen dies 
fer Veränderlichen entfprechen, zufammennimmt, fo verwandelt ſich diefe 
Zormel in: 31° 


= 
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p=/[” cos pda) 
0 


Die Größe oe ift =1, wenn «= 09 iſt; aber für jeben andern Werth 
von @ ift fie Heiner als 1. Denn dem Ausbrude von g? kann man 
folgende Form geben: 


“. 
BE Be u 7 ' 
0? =/" fzeosazdz [" fe cosax'd.x’ 
+/° [zsinaxdz | " fs’ sinas'de. j 


Verwandelt man jedes diefer beiden Probucte einfacher Integrale in 
ein doppeltes Integral, und dann die Summe ber beiden doppelten 
Integrale in ein einziges; fo erhält man: 


ef" | "Safe cos(x — Nadıdz, 
welche Größe Heiner ift, als: 
Sf Sfr dad, wa <ı. 


Denn zieht man das erſte doppelte Integral von dem zweiten ab, fo 
erhält man dad Integral: 


Si.f£.U -es@- elfzfzdede, 


deffen fämmtliche Elemente nach ber Vorausfegung poſitiv ſind, und 
welches folglich ſelbſt eine poſitive Groͤße iſt. 


Dieſe Bemerkung iſt von Wichtigkeit und wird uns dazu dienen, 
den Werth von p auf eine einfachere Form zu bringen, wenn bie An⸗ 
zahl s der Beobachtungen fehr groß ift. | 


6. Wir wollen die Zahl s als unendlich groß betrachten, fo dafl 
bie folgenden Formeln an diefer Grenze ſtreng richtig und deſto mehr 
genäbert find, je größer s if. Da nun die Größe g Heiner, ald 1 
ift, wenn Die Vexaͤnderliche « nicht = O0 ift, fo folgt, daſſ die Potenz 
.@* an der Grenze s=w@ nur für unendlich Feine Werthe diefer Ver⸗ 
änderlichen endlihe Werthe hat und unendlich klein wird, fobalb a ei⸗ 
nen endlichen Werth hat. Entwickelt man alſo die Größe E nad) den 
Potenzen von @, fo kann man bei den beiden erften Gliedern dieſer 
Reihe ftehen bleiben, und wenn man: 


SINC “d 


(2) 
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SS#2dr=k,[* fz'22 d<=k' 
ſetzt, fo erhält man auf diefe Weiſe: 
e=1— ck’ — k2)a2. 


Diefe Form des Werthed von g laͤſſt jevoch in dem Falle eine Aus⸗ 
nahme zu, wo die Grenzen a unendlich find. Es ift alddann möglich, 
daſſ dad zweite Glied der Entwidelung von p nad) den Potenzen von @ 
nur die erfte Potenz diefer Weränderlichen enthält, welche alsdann das 
Beichen nicht mit & änderte, ober wenn man will 4+V 2 ausvrädte. 
Dieſes findet wirklich flatt, wenn- - 


Sz=—(+z2) 


ift, wie wir im letzten Beifpiele des 8. 4 gefehen haben. 

Allein wir laffen dieſen beſondern Kal unberudfihtigt, und es 
genügt, die Urfache deffelben angegeben zu haben, weil er ohne Zwei⸗ 
fel in der Prarid nicht vorkommt. 

Man könnte vielleicht auch befürchten, daſſ der Soefficient k'— k2 
bed zweiten Gliedes von ꝙ Null würbe, und man das folgende Glied 
der Entwidelung, welches eine höhere Potenz von @, als die zweite 
enthielte, beibehalten muͤſſte; “allein es laͤſſt fich leicht zeigen, daſſ 
diefe Größe A’ — A? immer pofitiv ift, welches nothwendig ift, damit 
0 <1 wird, und daſſ fie ferner niemals —0 fein fann. Denn wegen 


J-. fd —ı hat man: 
kK—k2= —— | 
S:.1= 42 | Sz4# | ferde ] fe rd 
oder waß daffelbe iſt: 
000 
Ferner kann man: 


kr * „Sn. -s1efr dede' 


feßen, und wenn man für A’ — k2 die halbe Summe biefer Werthe 
ſetzt, ſo erhält man die pofltive Größe: - 
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— k2 =+/°,/.« — )fxfxıdıde, 


welche niemal® = O wird, weil alle Elemente biefes boppelten Inte 
grales nothwendig pofitiv find. 


Nun wollen wir der Kürze wegen 
J(k' — k?)—h? 


und — für c ſetzen, ſo erhalten wir: 
Vs 


h? y? } 
= (1 — 
wo die neue Weränderliche y endliche Werthe bekommen kann; aber von 


welcher Befchaffenheit diefe auch fein mögen, fo hat may an ber Grenze 
50 doch immer: 


— I? 
g’=e Ey? 


Nach dem Werthe von sinp haben wir zu gleicher Zeit p—=ke, 
und die Gleichung (2) verwandelt ſich folglich in: 


=21/”. Ep oscks-hI-sinL.T, 
P=-— 2. cos(Ks IT =, 
ober was daſſelbe ift, in: 


a a rare) 


wo dad Integral in Beziehung auf 2 von = — c bis z=c zu neh⸗ 
men ifl. Eigentlich dürfte man der Veränderlichen y nur endliche Wer: 
the beilegen; allein wegen des Erponentialfactors e-h?y? fan man 
dad betreffende Integral bis ind Unendliche erſtrecken, ohne einen merk: 
lichen Fehler zu befürchten, weil diefer Factor für fehr große Werthe 
von ſehr Elein wird, Diefes Integral wird aldbann durch die be 
fannten Formeln erhalten, und man hat endlich: 


_ is-5t:)? , 
€ e 4h?a dz. (3) 





1 
FJ— 


1 
Wenn fr conftant und‘ =. ift, fo hat man: 














k=0, K =— =—, 
und folglich: 
’ x 36-2)? 
ats 
EA dz. 
aV 3xs ” 


Wenn die Grenzen a unendlich find, fo hat man in. dem Falle, wo: 





1 —x2 
Fr A —E£ 
J+=77; 
if: 
| nn  _2 
==] ° | z’dı=}, 
woraus folgt: u 
0-7 

p==/ ‚e * dz, 
a8 mit dem zweiten Werthe von > in $. 3, welcher für alle Werthe 
von s ftattfinden muſſ, übereinfiimmt. 


7. Fuͤr denfelben Werth von c wird das Maximum von p in 
Beziehung auf 5 durd die Gleichung: 


_(ks— bt2)? 
Si. hie (ks—b-H2)dz=0, 


ober wenn man bie Integration verrichtet, durch folgende: 


(ks—5tc)?, (ks—b— ec)? 
Er Y7 Fr an? 
| _e 0, 
welche fih auf: 
j „_ e(ks— b) c(ks — b) 





sh? es gie 
—e 
reducirt und 34Dſ ks gibt, beſtimmt. Wenn man zu gleicher Beit Pe 
shrVs ſetzt, ſo verwandelt ſich die Formel (8) in: 

e "dr , 


- P=7 
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wo dad Integral fo zu nehmen ift, daſſ es für r=0 verſchwindet. 
Diefed iſt die Wahrfcheinlichkeit, dafj Die Summe, der Fehler einer fehr 
großen Anzahl s von Beobachtungen zwifchen ven Grenzen ks+ 2 hrV sı 


, , hr shr 
ober der mittlere Schler zwifchen den Grenzen kT= und K+77 
Ss Ss 


liegt, fo daſſ, wenn bie Größe 7 und die davon abhängige Wahrſchein⸗ 
lichkeit Diefelben bleiben, fi) diefe Grenzen ohne Ende zufammenziehen, 
je größer s wird, und man kann diefe Dahl immer fo groß nehmen, 
daſſ man eine gegebene Wahrfcheinlichkeit hat, daſſ der mittlere Fehler 
beliebig wenig von der Größe A verfchieden if. Der durch die Glei- 
hung (3) gegebene Werth von p nimmt von feinem Marimum an fehr 
fhnell ab, und wenn 5 von ks nur noch um eine Größe verfchieben 


ift, welche etwa Eleiner ift, als 75 fo ift diefer Werth von ? un: 
$ 


merflih, wenn die Zahl s immer als fehr groß vorausgeſetzt wird. 

‚Sp oft die pofitiven und negativen Fehler gleich möglich find, d. h. 
wenn bie Function fx für gleiche und entgegengefegte Werthe von * 
diefeibe bleibt, ift die Größe A O, und der mittlere Fehler nähert 
fi dieſem Werthe O ebenfalld fortwährend, je größer Die Anzahl s 
der Beobachtungen wird. Aber wenn durch irgend eine conflante Ur- 
fache die Fehler in dem einen Sinne über die in dem andern dad Leber: 
gewicht befommen, fo ift die Größe k nicht mehr =0O und ihr Werth 
muſſ bekannt fein, um die fefle Grenze angeben zu koͤnnen, gegen 
welche der mittlere Fehler ohne Ende convergirt. Es ift Mar, daft A, 
abgefehen vom Zeichen, nicht größer fein fann als =; denn der mittlere 
Sehler kann offenbar die Grenze der möglichen ‚Fehler nicht uͤberſchrei⸗ 
ten. Hierzu ift erforderlich, daſſ A?<a? ift, und in der That hat 
man: - 


a2 —h2zar|* fzdzf” fadzr _[" zfzdz| * face 
=/7, _ a — ıı)fifxı'dedz', 


eine pofitive Größe, weil alle Elemente dieſes doppelten Integrales po: 
fitiv find, 

8. Die vorhergehende Analyfe laͤſſt ſich auch leicht auf folgende 
Aufgabe anwenden, welche die vorhin geldfte als befondern Fall unter 
fih begreift. , | Ä 
8 fei E die Summe der Fehler von s Beobachtungen, indem 
jeber mit einem gegevenen Coefficienten multiplicirt iſt; die Fehler ber 
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iften, ten, Stn, ... (s— I)ten Beobachtung wollen wir refp. init 
&, Egr Egr 2... &,_,, und die Coefficienten, womit fie refp. multiplis . 
eirt werden, mit Yı Yır Ya + - + Ya bezeichnen, fo daſſ 


E=yetyi&ıtYa et. + T9%-18-1 | 


ift, und man fol num bie Wahrſcheinlichkeit finden ' daſſ die Summe 
LE zwilhen gegebenen Grenzen liegt. 

Zunaͤchſt wollen wir, wie in $. 1, annehmen, baff alle bie moͤg⸗ 
lichen Zehler durch ganze Zahlen oder Null von — 2 bid 42 auöge 
drüdt werben. Um aber die Aufgabe in ihrer gangen Allgemeinheit 
aufzufafien, nehmen wir an, daſſ die Wahrſcheinlichkeit deſſelben Feh⸗ 
lers nicht fuͤr alle Beobachtungen dieſelbe iſt, und wir bezeichnen da⸗ 
ber die Wahrſcheinlichkeit eines beliebigen Fehlers rn in ber erſten Be⸗ 
obachtung durch N, fu der zweiten durch N, ,... und in der letz⸗ 
ten durch N,-ı. Ferner fei 8 ein Factor von ſolcher Beſchaffenheit, 
daſſ alle die Producte Ey, 6Yjr EYgs EYyr - +. 6Y,_ ganze Zah⸗ 
Ien find, was immer genau, oder mit einem beliebigen Grade von Ans 
näherung zu erreichen iſt. Endlid wollen wir der Kürze wegen 


(ZN FIR) (EN, 171”) (zN, r2R) ... (ZN ,-,”)=T 


fegen, wo fich die in diefem Producte vorfommenden Summen & auf alle 
Werthe von, vonn=—: bid ni erfireden. Die Wahrfcheinlich- 
feit, daſſ EE einer gegebenen ganzen Zahl gleich ift, ift der Eoeffis 
cient von 2” in der Entwidelung von Z’ nad) den Potenzen von Z, ober 
das von Z unabhängige Glied in bem Producte Z’ EM, Bezeichnet man 
dieſe Wahrfcheinlichkeit mit M und mit P den Werth von 7, wenn 


hierin edv —1 für Z gefegt wird; fo hat man: 
1” PetV-1 dd. 
Pi 4 — 


Bezeichnet man aldbann die Wohrſcheinlichteit daſſ EE zwiſchen 
zwei gegebenen ganzen Zahlen 2 und u’ liegt, ober einer derſelben 
gleich ift, mit >, fo iß fie die Summe der Werthe von M, von m=u 
be m=w, und ihre Werth ift folglich: 


. (a —— 
—— — p —— do. 
42V — — sin} 6 


Bur Herftellung der Gontinuität zwiſchen den möglichen Berthen 
jeder Beobachtung wollen wir dad gegebene Intervall 2a, worin fie 








u. 
alle liegen muͤſſen, in 23-41 gleiche Xheile, jeder =, theilen, und 
außerdem 


no=x, vo=(b — Je, v"o=(b-+Hc)E, ern _ 


ſetzen; fo braucht nur noch @ unendlich Mein und unendlich groß an- 
genommen zu werben, bamit ſich die Fehler fletig ändern. An biefer 
Grenze werden die Integrale in Beziehung auf « von a = —ın bi 
s—m genommen, die Summen 2 verwandeln fid) in beflimmte, von 
z=— a bi z=a gmommene Iutegrale, indem a dad Differenzid 
dz ausbrüdt, und wenn man N=wfx fekt, fo bat man z. B.: 


zn Wi | ya Tg, 


Die übrigen Summen 3 verwandeln ſich ebenfo in beſtimmte In⸗ 
tegrale, und wenn man: 


N,=ofı x, N,=of,x „..  I-ızapı-ı * 
ſetzt, ſo geht der Werth von p über in: 


p=( Sf as)( [“ era). 
(Ser) 


und nad verrichtetm Rebuctionen erhält man für den Werth von p: 
D — 
De sev-1 sinca-. 
% — 


Die Größe 6 iſt aus dieſer Formel verſchwunden, und in de 
That iſt p die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 6F zwiſchen (6 — c)& und 
(6640)6, oder daſſ die Summe Z zwifchen 6— c) und (60) liegt, 
was von 8 nicht mehr abhängig iſt. Die imaginären Ausdruͤcke wer 
den aus diefer Formel weggeichafft, wenn man: 


([frasrsade)'+( [" Freinyzade)'=ei 
IS Srosyzadz=casp, 5 


=]: frsinyzedz=sing 
eV - 
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ſetzt. Wenn Q,, Fr, Par Par +. - die Werthe von 9 und 4 be 
zeichnen, wenn man in ben letztern für y und fx ſucceſſive y| und 
JS? Ya und fax, ee: fegt, und außerdem: 


 OrPıßa -»- o,_Y'>=R. 
ty, t+9%t+t--. +9,_ı=9W 
fo verwandelt fi der Ausbrud von p in: 


P=— / Roos ba)sinca 2°, 
B, 4 ö o o 
oder was daſſelbe ift: 


P=— /" ( — Reosw—b+z0)da)dz (4) 


Alle Factoren von R reduciren ſich auf bie Einheit, wenn «— 0 
ift, und e& wird, wie in $. 5, bewiefen, baff fie für jeden andern 
Werth. von & fämmtlich kleiner find, ald 1,. 


9. Um aus diefer Formel Refultate abzuleiten, welche praßtifchen 
Nuben haben, wollen wir indbefondere den Fall betrachten , wo bie 
Zahl s fehr groß iſt, und ald unendlich angefeben werben kann. 
Wenn man in biefem Falle burd 7 bie der Größen o, P1, ag: --- 
P,_ı bezeichnet, welche für denfelben Werth von @ am wenigften von 
ber Einheit verfchieden ift, fo hat man A<r’, und folglich hat das 
Product A nur für unendlich Heine Werthe von @ endliche Werthe. 
Diefer Schtuff kann jedoch falfch fein, wenn die Coefficienten Y, Y,, 
Yar . .. eine fortwährend abnehmende Reihe bilden. Denn e& kann 
alddann gefchehen, daſſ die Factoren Q, 1, Par» «. ohne Ende ges 
gen die Einheit convergiren, fo daf| man den Factor r unter ihnen 
nicht angeben kann, welcher ſich der Einheit am meiften nähert, und 
es folglich möglich ift, dalf dad Product aus dieſen unendlich vielen 
Factoren für alle Werthe von & eine enbliche Größe iſt. In dem fol« 
genden $.. werben wir ein Beiſpiel dieſes befondern Falles anführen; 
allein in dem gegenwärtigen $. wollen wir ben allgemeinen Fall be 
trachten, wo das Product A für den Grenzwertb s= unenblid) 
Hein wird, fobalb man « einen endlichen Werth gibt. 

Für einen beliebigen Inder 3 fei: 


S:..frdz=k, |" shede=ke,, 
Fk, — ka) I, 
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außerbem wollen wir bemerken, daſſ 


J.4292=1 


ift, und jeden ber Factoren von R nad den Potenzen von @ entwis 
deln, indem wir nur die beiden erften Glieder jeber Reihe beibehalten; 
fo erhalten wir: 


R=a-rMayanyyhie)...(dayuhıe). 


Wir wollen — ſetzen, fo daſſ die neue Veraͤnderliche 


eine endliche Größe fein kann, und wenn wir den Logarithmus von A 
nad den Potenzen biefer Weränderlichen entwideln, fo erhalten wir: 


au h} — yeZ _ ie, 
gs 


log R =—y? a _ It 
wo fi die Summen 3 von 2=0 bi =s—1 efireden. -MWenn 
man annimmt, daſſ die Größen y?h?, y? h2, y2 h2, ... nicht 
ohne Ende zunehmen, und bezeichnet bie größte berfelben durch 2, fo 
find diefe Summen 3 refp. Heiner a8 sA?, sH%, sH®,... und 
folglich verfchwinden alle Glieder der Entwidelung von Zog R an der 
Grenze s=@ , mit Auönahme bed erften, und man hat bloß: 


—. 25,2? 
lgR=—— yazyphr, alſo Ae m; Ki 


Zu gleicher Zeit rebuciren fih die Größen P, Pr, Par -. . reſp. 
aufeoyk, ayıkı, @Yyaka,... Man hat alfo —— und 
die Formel (4) verwandelt ſich in: 


7 


alte FEN ——— 


Wegen der ſchnellen Abnahme der Elemente des Integrales in Be⸗ 
ziehung auf kann man daſſelbe, ohne einen merklichen Fehler zu be 
fürdhten, von y=0 bis 0 erftreden, fo daſſ man dieſes Inte 
gral unter endlicher Form erhalten kann, und man hat: 


> _ (Zy, f — b+2)2 


1 c 
Pays) Ede 6 
Bür denfelben Werth vom c entfpricht das Maximum von p in 











493 


Beziehung auf H dem Werte = Ey,h,, und biefe Wahrſcheinlichkeit 
nimmt zu beiden Seiten ihres groͤßten Werthes ſehr ſchnell ab, ſo 
daſſ fie ganz unmerklich wird, ſobald ſich 4 von Zy,k, um eine mit 





— oder vergleichbare Größe entfernt. Wenn man = 


1 
Vz:m Vs 
zy;K, und e=2arV Sy? h} h? fest, fo erhält man: 


wo das Integral mit 7 anfängt. Diefes ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 
die Summe E zwiſchen den Grenzen: 


Zyk,&2rV zy2h?, 


oder — IL zwifchen den Grenzen: 


ı 2 —— 
— Iyıhz _Uyspm h} und — Zyyk, + —V EYPhR 


liegt. Da Zy?h2<H?s if, fo folgt, daff man s immer fo groß 
1 
nehmen kann, daſſ man eine gegebene Wahrfcheinlichkeit bat, daff —E 


beliebig wenig von ber Größe — ıy,k, verfchieden if, welche lebte 


Größe folglich der Werth von —E bei einer unendlich großen An⸗ 


zahl von Beobachtungen ſein wuͤrde. 

. 10. Um ein Beifpiel von der im vorhergehenden $. erwaͤhnten Aus⸗ 
nahme zu geben, wollen wir «= 0 feben, und annehmen, baff das 
Wahrſcheinlichkeitsgeſetz für alle Beobachtungen, fowie für gleiche und 
entgegengefeßte Zehler daſſelbe fei, fo daf| die Winkel $, $,, Pa, ... 
in.$. 8 verfhwinden. Ferner wollen wry=1l, y,=h, n=h... 


1 
und allgemein y,— TM ſetzen, woraus folgt: 


i41 
© ER 
af Jr 008 77 3# 
Außerdem fel: 
fe=ct”, 


wo bad obere zeichen ſtattfindet, wenn die Weränderliche x pofitie,- 
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p=/” @ "cos(p— da) 
0 


Die Größe iſt =1, wenn «=0 iſt; aber für jeben andern Werth 
von @ ift fie Heiner ald 1. Denn dem Ausbrude von 9? kann man 
folgende Form geben: 


° 
— * 75 
92 —————— cosax' dx 


I* . a * ——— — 
+/ — * sinaxdz|_ _Sx'sinax'dz 


Verwandelt man jedes diefer beiden Probucte einfacher Integrale in 
ein doppelted Integral, und dann die Summe ber beiden doppelten 
Integrale in ein einziges; fo erhält man: 


:=/_ J 2.1.42 0% — Nadxdı, 
welche Größe Heiner ift, als: 
SELL Sef 2 dede oder <1. 


Denn zieht man das: erfte doppelte Integral von dem zweiten ab, fo 
erhält man das Integral: 


(LS. [ı _.c005(x — )alfzfx’ dd, 


deffen ſaͤmmtliche Elemente nach der Vorausfegung poſitiv find, und 
welches folglich felbft eine pofitive Größe ift. 


Diefe Bemerkung ift von Wichtigkeit und wird und dazu dienen, 
den Werth von p auf eine einfachere Form zu bringen, wenn die An- 

zahl s der Beobachtungen fehr groß ift. 

6. Wir wollen die Zahl.s al& ‚unendlich groß betrachten, fo dafl 
die folgenden Formeln an diefer Grenze ſtreng richtig und defto mehr 
genäbert find, je größer s iſt. Da nun die Größe g Heiner, als 1 
ift, wenn die Veränderlihe « nit = © ift, fo folgt, daſſ die Potenz 
e° an der Grenze s=w nur für unendlich Fleine Werthe diefer Ver⸗ 
änderlichen endliche Werthe hat und unendlich klein wird, fobalb « ei⸗ 
nen endlichen Werth hat. Entwidelt man alfo die Größe E nach ben 
Dotenzen von @, fo Tann man bei den beiden erften Gliedern dieſer 
Reihe ftehen bleiben, und wenn man; 


sinca y 


(2) 
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S.fzzdr=h,[* fe 22 dzı=k' 
fest, fo erhält man auf diefe Weife: 
e=1— %(k' — k2)a2. 


Diefe Form des Werthes von g läffı jedoch in dem Falle eine Aus⸗ 
nahme zu, wo die Grenzen 7 unendlich find. Es iſt alddann möglich, 
daſſ das zweite Glied der Entwidelung von 9 nad) den Potenzen von @ 
nur die erfte Potenz dieſer Weränderlichen enthält, welche alsdann daß 
Beihen nicht mit & änderte, oder wenn man will +V a? ausdruͤckte. 
Dieſes findet wirklich ſtatt, wenn 


Sz=—(+z2) ' . 


ift, wie wir im lebten Beifpiele des 8. 4 gefehen haben. 

Allein wir laffen dieſen befontern Fall unberudfichtigt, und es 
genügt, die Urfache deffelben angegeben zu haben, weil er ohne Zwei⸗ 
fel in der Praxis nicht vorkommt. 

Man koͤnnte vielleicht auch befuͤrchten, daſſ der Coefficient k'_k2 
bed zweiten Gliedes von E Null würde, und man dad folgende Glied 
der Entwidelung, welches eine höhere Potenz von @, als bie zweite 
entbielte, beibehalten muͤſſte; allein es laͤſſt fich leicht zeigen, daſſ 
diefe Größe A — k2 immer pofitiv iſt, welches nothwendig ift, damit 
E<1 wird, und daſſ fie ferner niemals —0 fein kann. Denn wegen 


J-. fx dx =1 hat man: 
K—k2= — — 


—DDVVOO——— fzzdz —— 
oder was daſſelbe iſt: 
——— 7 Se — 3) fsfx dzde'. 
Ferner kann man: 
e—k2— * —J——— 


ſetzen, und wenn man für A — Ak? die halbe Summe dieſer Werthe 
fest, fo erhält man die pofltive Größe: 





436 
— | @- ef dade, 


welche niemals = 0 wirb, weil alle Elemente diefes doppelten Inte— 
graled nothwendig pofitiv find. 


Nun wollen wir der Kürze wegen 
J(k' — k?2)—=h? 


und 75 für @ feßen, ſo erhalten wir: 


e=(1- h? _ 


wo bie neue Veränderliche 4 endliche Werthe bekommen kann; aber von 
welcher Befchaffenheit diefe auch fein mögen, fo hat man an der Grenze 
sZ& doch immer: 


—_h? 
._ Hay? 


2 
Nach dem Werthe von sin haben wir zu gleicher Zeit P= ka, 
und die Gleihung (2) verwandelt ſich folglich in: 
2 


| er osiks- I ea 
-[. cos(Ks 775 P 


oder was daſſelbe ift, in: 
——— — 23 I _dy\d: 
EZ ————— 


wo das Integral in Beziehung auf = von z= — c bit z=c zu ne 
men iſt. Eigentlich dürfte man der VBeränderlihen y nur endliche Wer: 
the beilegen; allein wegen des Erponentialfactord e—*272 Tann man 
das betreffende Integral bis ind Unenbliche erfireden, ohne einen merk- 
lichen Fehler zu befürchten, weil dieſer Factor für fehr große Werthe 
von Y fehr Flein wird. Diefed Integral wirb alsdann durch die be 
fannten Formeln erhalten, und man bat enblich: 


(ks—5+z)? 


— | 
—— e dz. 8 
—— * 


1 ⸗ 
Wenn fı conftant und =. ift, fo bat man: 
[7 
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k=0, —e— AM 
3 6’ 
und folglich: 

’ 3(b— 2)2 





tt nr Pi 
aV Ans - 
Wenn die Grenzen Sa unendlich find, fo hat man in. dem Kalle, wo: 
—_ x 
x. 
» ⸗ V: 
ift: | . ® 
k=0, h?= 1 e"z2de=} 
— N) IV. — 419 
woraus folgt: 
(b—:)? 
1 ee 07077 
p= 72]. dı, 


was mit dem zweiten Werthe von > in $. 3, welder für alle Werthe 
von s flattfinden muſſ, übereinflimmt., 
7. Für denfelben Werth von c wird das Maximum von p in 
Beziehung auf 5 durch die Gleichung: 
" _(ks— btz)? 


e As ks—b--L2)dz=o, 


ce 


— 


oder wenn man die Integration verrichtet, durch folgende: 


(ks—b—.c)? 
ah3s ATams 
— — Vu, 
welche fih auf: 
j c(ks— 5) c(ks — 6) 








— 2NBn2 ah3s 
mu e . 


rebueirt und = ks gibt, beftimmt. Wenn man zu gleicher Zeit c = 
8hrV s fett, fo verwandelt fih die Formel (3) in: 


—r? 
— — [4 "dr, 





Mi — — —— — — — 
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wo dad Integral fo zu nehmen ift, daſſ es für r —0 verfchmwindet. 
Diefes iſt die Wahrfcheinlichkeit, dafj Die Summe der Fehler einer fehr 
großen Anzahl s von Beobachtungen zwifchen den Grenzen ks+ 2 hrV sı 


. Yhr hr 
oder der mittlere Fehler zwiſchen den Grenzen k— Tr und +77: 
$ 


liegt, fo daff, wenn die Größe 7 und die davon abhängige Wahrſchein⸗ 
lichkeit diefelben bleiben, ſich dieſe Grenzen ohne Ende zufammenziehen, 
je größer s wird, und man kann diefe Dahl immer fo groß nehmen, 
daſſ man eine gegebene Wahrfcheinlichfeit hat, daſſ der mittlere Fehler 
beliebig wenig von ber Größe Äk verfchieden if. Der durch die Glei⸗ 
chung (3) gegebene Werth von p nimmt von feinem Marimum an ſehr 
fhnel ab, und wenn 5 von ks nur noch um eine Größe verſchieden 


ift, welche etwas Meiner ift, als 75 fo iſt diefer Werth von p un: 
8 


merklich, wenn die Zahl s immer als ſehr groß vorausgeſetzt wird. 
‚So oft die pofitiven und negativen Fehler gleich möglich find, d. 9. 
wenn bie Function fx für gleihe’und entgegengefegte Werthe von z 
diefeibe bleibt, ift die Größe A—O, und der mittlere Fehler nähert 
fi) diefem Werthe O ebenfalls fortwährend, je größer die Anzahl s 
der Beobachtungen wird. Aber wenn durch irgend eine conflante Urs 
fache die Fehler in dem einen Sinne über die in dem andern dad Ueber: 
gewicht befommen, fo ift die Größe k nicht mehr — O und ihr Werth 
muff befannt fein, um die fefle Grenze angeben zu koͤnnen, gegen 
weiche der mittlere Fehler ohne Ende convergirt. Es ift Mar, daſſ Ä, 
abgefeben vom Zeichen, nicht größer fein fann ald @; denn der mittlere 
Fehler kann offenbar die Grenze der möglichen Fehler nicht uͤberſchrei⸗ 


ten. Hierzu ift erforderlih, daſſ A2<a? ift, und in ber That hat 
man: - 


a2 —k2-—a2 =) ⸗ — Szdr -/" sfedef " x'fx'da' 


= _ 0-22) fife'dedz' f 


— / | 


eine boſtive Groͤße, weil alle Elemente dieſes doppelten Integrales po⸗ 
ſitiv ſind. 

8. Die vorhergehende Analyſe laͤſſt ſich auch leicht auf folgende 
Aufgabe anwenden, welche bie vorhin gelöfte als befondern Fall unter 
ſich begreift. 

Es fei E die Summe der Fehler von s Beobachtungen, indem 
jeder mit einem gegebenen Goefficienten multiplicirt ift; die Fehler ber 
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| iften, 2ten, Sten, ... (s — V)ten Beobachtung wollen wir refp. mit 


e, Ey, Egr ... 2.1, und die Coefficienten, womit fie refp. multiplis . 
cirt werden, mit Y, Yır Yar Yi bezeichnen, fo daſſ 


E= yetrı ei) tY2&2 tr. -T9%-18-1 | ' 


ift, und man. fol nun bie MWahrfcheinlichkeit finden ' daſſ die Summe. 
E jwifgen gegebenen Grenzen liegt. 

Zunächft wollen wir, wie in $. 1, annehmen, baff alle die moͤg⸗ 
lichen Zehler durch ganze Zahlen oder Null von — z bi 4-3 ausge⸗ 
brüdt werben. Um aber die Aufgabe in ihrer gangen Allgemeinheit 
aufzufaffen, nehmen wir an, daſſ die Wahrfcheinlichkeit deffelben Zeh: 
lers nicht für alle Beobachtungen diefelbe ift, und wir bezeichnen da⸗ 
ber die Wahrfcheinlichkeit eines belichigen Fehlers rn in der erſten Be⸗ 


obachtung dur N, in der zweiten durch N,,... unb in der letz⸗ 


ten duch N,_ı. Berner fei & ein Factor von folcher Beſchaffenheit, 
daſſ alle die Probucte Ey, EYır EYas EYyı --.EY,_ , ganze Babe 
len find, was immer genau, oder mit einem beliebigen Grade von Ans 
näherung zu erreichen if. Endlich wollen wir der Kürze wegen 


(ZNFIR)(EN, ri) (XN, Eram) .. (NS) =T . 


feßen, wo fich die in diefem Producte vorfommenden Summen 3 auf alle 
Merthe vona, vonn=—2 bi8 ni erfireden. Die Wahrſcheinlich⸗ 
keit, daſſ EE einer gegebenen ganzen Zahl 2 gleich ift, ift der Coeffi⸗ 
cient von Zm in der Entwidelung von Z’ nad) den Potenzen von Z, ober 
dad von Z unabhängige Glied in dem Producte Z’E-M. Bezeichnet man 
biefe Wahrfcheinlickeit mit 4 und mit 2 den Werth von 7, wenn 
hierin ev—ı für E gelegt wird; fo bat man: 


m=t-[". per @i ide. 


Bezeichnet man alddann bie Bahrfeheinlichteit, daſſ 6F zwifchen 
zwei gegebenen ganzen Zahlen 2 und u’ liegt, ober einer derſelben 
gleich ift, mit >, fo iff fie die Summe der Werthe von M, von m=u 
be n=w, und ihr Werth ift folglich: 


x I-o- In ever] | 
— — Pp do. 
va. sin} 6 


Bur Herftellung der Eontinuität zwifchen den möglichen Werthen 
jeder Beobachtung wollen wir das gegebene Intervall 2u, worin fie 
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alle Liegen muͤſſen, in 22--1 gleiche Theile, jeder —=@, theilen, und 
außerdem 


no=8, vuo=(b— 8, wozltoe, FE. 


fegen; fo braucht nur noch @ unendlich Mein und 2 unendlich groß an- 
genommen zu werben, bamit ſich die Fehler fletig Anden. An dieler 
Grenze werben die Integrale in Beziehung auf « von «= — bis 
“—n genommen, die Summen 3 verwandeln fi in beflimmte, von 
z=— a bid 2 =a genommene Integrale, indem @ dad Differenzial 
dz ausdrüdt, und wenn man N=@fx feht, fo hat man z. B.: 


sneVf“ per Tg, 


Die übrigen Sunmen 3 verwanbeln fich ebenfo in beftimmte In- 
tegrale, und wenn man: 


N, =ofız, N,=of,%, ... N,-ı1 z0f—ı 
feßt,, fo geht der Werth von p über in: | 


p=( Ss" dz)( (“ Sı=dı" ir) ... 
oo. (Sei VTige), 


und nach verrichteten Reductionen erhält man für den Werth von p: 
D — 
——— De dv sinca-—. 
Die Größe E ift aud diefer Formel verfchwunden, unb in der 
That iſt p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ EZ zwilhen (6 — ce) und 
(b-+-c)&, ober daff die Summe Z zwilhen (b — c) und (d-+-) liegt, 


was von & nicht mehr abhängig if. Die imaginären Ausdruͤcke wers 
den aud biefer Formel weggefchafft, wenn man: 


(Sn frasr ade)" + ( [2 fzsinyzadz)'=et, 
IS Srosyzade=ensg, . 


ı[° Szsinyzadı=sing 
e — 4 
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ſetzt. Wenn 01, Tır @ar Par... bie Werthe von 6 und g: be 
zeichnen, wenn man in den legtern für y und F. v fucceffive y, und 
Si, Ya und far, etc: fegt, und außerdem: 


P-Or102 9-1 =, 
9tYır9%t+t--- T9R-ı=V 
fo verwandelt fi) der Ausdruck von p in: 


P=— / Rcos — ba)sinca 2“, 
7 j 0 @ 
oder was baffelbe iſt: 


p=— /“ ( (/, Ressw_b+z0)da)dz (4) 


Alle Factoren von ZR rebuciren ſich auf bie Einheit, wenn «= 0 
ift, und es wird, wie in $. 5, bewiefen, daſſ fie für jeden andern 
Werth von & fämmtlich Heiner find, ald 1, 

9. Um aus diefer Formel Refultate abzuleiten ‚ welche praftifchen 
Nugen haben, wollen wir insbefondere den Fall betrachten, wo bie 
Zahl s fehr groß ift, und ald unendlich angefehben werden Fan. 
Wenn man in diefem Falle durh 7 bie der Größen E, 01,02, --. 
Q,_, bezeichnet, welche für denfelben Werth von @ am wenigften von 
der Einheit verfchieden ift, fo hat man A<r’, und folglich bat das 
Product A nur fir unendlih Heine Werthe-von @ endlihe Werthe. 
Diefer Schtuff kann jedoch falfch fein, wenn die Coefficienten Y, Y,, 
Yaı ... eine fortwährend abnehmende Reihe bilden. Denn es kann 
alddann gefchehen, daſſ Die Factoren Q, Or, Par». Ohne Ende ges 


gen die Einheit convergiren, fo daſſ man den Factor 7 unter ihnen 


nicht angeben kann, welcher fich der Einheit am meiften nähert, und 
ed folglich möglich ift, daſſ das Product aus dieſen unendlich vielen 
Sactoren für alle Werthe von @ eine enbliche Größe if. In dem fol« 
genden $.. werden wir ein Beiſpiel dieſes befondern Falles anführen; 
allein in dem gegenwärtigen $. wollen wir ben allgemeinen Fall be⸗ 
traten, wo bad Product AL für den Grenzwert S= unendlich 
Mein wird, fobalb man « einen endlichen Werth gibt. 
Kür einen beliebigen Inder 2 fei: 


J:. zf;edz=k,, — — =k 
yck, — k2) hs, 





— oo — — 
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außerbem wollen wis bemerken, daſſ 


J.4:d2=1 


ift, und jeden der Factoren von A nach den Potenzen von @ entwis 
deln, indem wir nur bie beiden erften Glieder jeber Reihe beibehalten; 
fo erhalten wir: 


R=(1—y?h?a2)(1 —yihzat)... (1 —y2 ‚h2_,«?). 


Wir wollen == feßen, fo daſſ die neue Weränderlihe y 


eine endliche Größe fein kann, und wenn wir den Logarithmus von A 
nad) den Potenzen diefer Weränderlihen entwideln, fo erhalten wir: 


Zy?h? Zyth? 275 h® 
lgR=—-y HH — — J * — — 


wo fich die Summen 3 von 2=0 bi 2 =s—1 een. Wenn 
man annimmt, daſſ die Größen y?h?, y2 h2, y2 2h2, .. nidt 
ohne Ende zunehmen, und bezeichnet die größte verfelben durch H?, fo 
find diefe Summen = refp. Heiner ad sH?, sH*, sH®,... und 
folglich verſchwinden alle Glieder der Entwidelung von log R an ber 
Grenze s=@, mit Ausnahme ded erfien, und man hat bloß: 


tl 237,21? 
lgR=—- yazyzhr, alfo Rze ; 4. 


Zu gleicher Zeit reduciren ſich die Größen P, Pr, Par .. reſp. 
auf &, ay,Kkı, ν ... Man hat alſo —— und 
die Formel (4) verwandelt ſich in: 


7 


ef Je EEE say +2) r-dy]a:. 


Degen der fchnellen Abnahme der Elemente des Integraled in Be: 
ziehung auf kann man baflelbe, ohne einen merflichen Fehler zu bes 
fürchten, von y=0 bis Y=@ erfireden, fo daſſ man dieſes Inte 
gral unter enbdlicher Sorm erhalten Tann, und man bat: 


> (2y;k —btz)? 


1 c 
EEE 4 242 
V Ele Vzran, A dz. (5) 
Für benfelben Werth von c entſpricht das Marimum von p in 
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Beziehung auf 4 dem Werte b=Ey,h,, und biefe Wahrſcheinlichkeit 
nimmt zu beiden Seiten ihres groͤßten Werthes ſehr ſchnell ab, ſo 
daſſ fl ganz unmerklich wird, fobald fi 5 von Zy,k, um eine mit 


1 
Va oder —— vergleichbare Größe entfernt. Wenn man d= 
Syn Vs s 


3y;K, und c=2rV zy? h} h? fett, fo erhält man: 
p= —_ fet’g r, 
wo das Integral mit 7 anfängt. Diefes ift die Wahrfcheinlichkeit, daff 


die Summe E gwifchen den Grenzen: 


1 _ 
oder — —E zwifchen den Grenzen: 


Ey UV 3YEhE und — zyk, + IV EyPRF 


liegt. Da zy?h2<H?s if, fo folgt, baff man s immer fo groß 
nehmen kann, daſſ man eine gegebene Wahrfcheinlichkeit hat, daſſ —E 


beliebig wenig von der Größe — —8 — verſchieden iſt, welche letzte 


1 | 
Größe folglich der Werth von —E bei einer unendlich großen Ans 


zahl von Beobachtungen fein würde, 

. 10. Um ein Beifpiel von ber im vorhergehenden $. erwähnten Aus⸗ 
nahme zu geben, wollen wir = 0 feben, und annehmen, baff das 
Wahrfcheinlichleitögefeb für alle Beobachtungen, fowie für gleiche und 
entgegengefete Fehler daffelbe fei, fo dal] die Winkel y, Y, , Pa, .. 
in- $. 8 verfchwinden. Berner wollen wry=l,y, bh, n=h... 
und allgemein Na fegen, woraus folgt: 


i41 
af Sz00s 7, da 
Außerdem fel: 


2% 


. vi x et ⸗ 
wo das obere Beihen ftattfindet, wenn die Weränderliche & pofitie, 
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und das untere, wem fie negativ iſt. Diefer Ausdruc von fx 


gibt > 
Si r4:= JS” fzd«=4, 


und genügt folglich ber Bedingung * _ j® dz=1. Der zugehörige 
Werth von o, ifl: .. 


1 
ef “eos. da — 


und biernach hat man: 





| 1 
+) Dt At) 


Da nun die Anzahl der Zactoren des Nennerd unendlich groß ift, 
fo ift derſelbe nach der bekannten Zerlegungsart ber Erponentialgrößen 
in Producte diefer Art gleich: 


ma _2@ 
e? — e 
A 
Man hat folglich unter endlicher Form: 


20 
m — ——— — — — — 
et _e” Ina 


und wenn man biefen Werth in die Formel (4) fubftituirt, = @ fekt, 
md die Integration in Beziehung auf z verrichtet; fo folgt: 


sin(b--c)a © sin(b—c)a 
f =, Toner ide u ende 
Die genauen Werthe diefer Integrale ergeben fich aus einer be 
Fannten Formel, und der Werth von p verwandelt fi endlih in: 
_ er(dte) _ 7 26-51 
= 2) 


Dieſes iſt alſo die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Werth von E oder 
der ind Unendliche fortlaufenden Reihe: 


R= 
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e+3e, +4, +42;+ ... 


zwifhen b—a und b-+a liegt. Wenn man 5=0 ſetzt, fo rebucirt 
fi) diefe MWahrfcheinlichheit auf: . 


1—e* 





| P= 10-20 
Hieraus folgt, daſſ, ohne für c eine fehr große Zahl nehmen zu 
müflen, indem man z. B. c>5 fekt, eine ſich der Gewiffheit fehr 
nähernde Wahrfcheinlichleit vorhanden iſt, daſſ die Summe E zwifchen 
den Grenzen ce liegt. Seht man 5=0, fo hat man: 


1— ec 


2(1-+e”?°) 
für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ F zwiſchen den Grenzen c und 2c 
liegt, welche, wie man ficht, halb fo groß ift, al& die vorhergehende. 


Penn das Wahrfcheinlichleitögefeß vaflelbe ift, wie in dem eben 
betrachteten Beifpiele, und man nimmt für die Coefficienten Y, Yy Ya, 
. die Reihe 1, 4, +, ..., fo findet man, daſſ fi die Formel (+) 

in folgende verwanbelt: 


p=—. [”, N inte a)dz; 


PT 


aber man hat: 


[" cos(b—-2)a 7, — 2 

0 era 1 „—Iro  erb-) 1 .-26-9' 

fo daſſ man die Integration in Beziehung auf z verrichten Tann, 
und 


g20- c) 


P=— = [are lang = = )-—arc (tang=e te), 


für die Bankett erhält, daſſ der Werth der ind Unendliche fort- 
laufenden Reihe: 
e+te +42 +4 + ... " 
zwiſchen den Grenzen 5 — ce und b-+ec liegt. 
Zür 5=0 verwandelt fich diefer Werth von p in: 


5 p= = [arc(tang = er) —arc (fang —e *9%] 


=1— * arc (lang = e °9), 

. r , ® 
welche Größe fehr wenig von der Einheit verfchieden ifl, wenn c zwar 
feine fehr große Zahl, aber doch größer, ald 5 oder 6 Einheiten iſt. 
Für 5=c wird diefer Werth von » halb fo groß oder gleidh: 

2e 


). 


Wenn man dieſe Reſultate mit dem im vorhergehenden F. ver⸗ 
gleicht, ſo ſieht man, daſſ die Wahrſcheinlichkeiten der Werthe von E 
fehr verfchieden find, jenachdem die Cocfficienten Y, Yy, Ya, . - . eine 
abnehmende unendliche Reihe bilden, oder alle einen endlichen Werth 
haben, wie in dem Folgenden voraudgefegt werben foll. 

„11. In den meiften Fällen ift die unmittelbar durch die Beob⸗ 
achtungen gegebene Größe nicht die unbekannte Größe felbft, welche 
man beftimmen will, fondern eine Function derfelben, deren Werth fi 
von- einer Beobachtung zur andern ändert. Sollen aber die Rechnun⸗ 
gen, befonderd bei einer fehr großen Anzahl von Beobachtungen, nicht 
unausführbar fein, fo muſſ diefe Function eine lineare fein, worin 
die Unbefannte ſchon hinreichend genau befannt ift, damit die daran 
vorzunehmende Gorrection fehr Hein ‘wird und die höhern Potenzen ber 
felben als die erfle vernachläfjigt werben können, fo daſſ die Function 
in Beziehung auf diefe Gorrection, welche alsdann die wirkliche unbe 
fannte Größe der Aufgabe ift, linear wird. Wir wollen fie durch u 
bezeichnen, durch A, den Näherungdwerth der der (d-+1I)ten Beobade 
tung entfprechenden Function, durch A, wg, ihren verbefferten Werth, 
durch B, den durch diefe Beobachtung gegebenen Werth derfelben Zunc- 
tion, und, wie im Vorhergehenden, durch e, den unbekannten Fehler 
dieſer Beobachtung; fo haben wir auf diefe Weife: 


B,+34= A,tug, 


4 — * arcllang ze 


und wenn wir: 


ſetzen, fo daft 8 der Unterfchied zwifchen dem beobachteten und dem 
fhon befannten Näherungswerthe ift, fo verwandelt ſich die vorher: 
gehende Gleihung in: 

" 7 u uU Ö,. 
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Eine ähnliche Gleichung erhaͤlt man für jebe ber betrachteten s 
Beobachtungen; bie Coefficienten 9, 9, , 92, +... und die Größen 
6,6,,02, ... find in jedem befondern Falle gegeben, und es kommt 
alddann darauf an, aus diefem Syſteme von Gleichungen. den am mei- 
fien von den Beobachtungsfehlern befreiten Werth der gefuchten Größe 
abzuleiten. 

Zu dem Iwede wollen wir diefe Gleichungen refp. durch die Coef- 
fiienten %, Yyr Ya, - .. multipliciren, und dann alle zufammenadbi- 
ten, fo erhalten wir: 


wo fih die Summen 3, wie im Vorhergehenden, von 2=0O bi 
3=s—1 erfireden. Je mehr s zunimmt, defto mehr nähert fich IE 
s 


dem Werthe —2y k,, und der Werth, welchem ſich u zu gleicher 
Zeit nähert, ift folglich: 

N sy; , Zrık, 

u=—— + ——, 

Sry ri 


(6) 


—r?2 
e’" dr 


die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ der zu befürchtende re oder der 
Unterfchied zwifchen biefem und dem wahren Werthe von u zwifchen 
den Örenzen: 





zrV zr}h} 
<yigi 
liegt. 

Bei derfelben Mahrfcheinlichkeit iſt alfo der zu befürchtende Fehler 
defto kleiner, je Heiner der Goefficient von 7 in biefem Ausdrucke ift. 
Man muff alfo dad Syſtem von Factoren Y, Yır Yar --- wählen, 
für welches der Werth dieſes Goefficienten ein Minimum wird, und 
wenn man fein Differenzial in Beziehung auf irgend einen Coefficienten 
— ſetzt; fo erhält man: | 


y2h2 21,4 — 2Y}h?= 


woraus folgt: 


MI 
Hr h? ’ 


Poiſſons Wahrſcheinlichkeitsr. u, 82 


wo A ein conflanter, ben fämmtlihen Factoren Y%, Yı, Ya, -+- ge 
meinfchaftlicher Goefficient ift, welcher ganz willkuͤrlich bleibt, wie man 
fieht, wenn man diefen Ausdruck von Y, in die vorhergehende Gleis 
hung fubftituirt. Der Werth von u verwandelt ſich aldbann in: 





Re Fur 
h? nr 
u r — (7) 
sa 5% 
h} 42. 
und bie Grenzen des zu befürchtenden Fehlers find: 
2r 
* 
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12. Sn dem befondern Falle, wo die Fehlerwahrfcheinlichkeit für 
"alle Beobachtungen biefelbe ift, und ei folglich alle die Größen 4, 
hııfha,..., fowie die Größen A, A), Ka, ...., einander gleich 
find, bat man blos: 
_# A kz 9; 
> 4: 247 
und für die Grenzen des zu befürchtenden Fehlers: 
erh 
Vz 
Wenn die Coefficienten 9, 9, , 9a, +. . eine abnehmende un- 


enbliche Reihe bildeten, wie z. B. die Reihe 1, 4, 4, . .., fo hätte 
man: 


(8) 








ehrt. =n 


N , , A 
und die Grenzen haͤtten folglich einen endlichen Werth rad v 4 


ftatt fi) immer mehr zufammenzuziehen, je größer die Anzahl don Be⸗ 
obachtungen wird, Allein man muſſ bemerken, daſſ die Coeffkien- 
tn Y, YırYar ++», da fie den Coefficinten g, 91, Jar 9a, +-- 
proportional find, auch eine abnehmende unendliche Reihe bilden wür- 
den, fo daſſ, da dicfer Fall unter die in $. 11 erwähnte Ausnahme 
gehört, die. eben gefundenen Formeln nicht darauf anwendbar find. 





Denn wenn man baffelbe Wahrſcheinlichkcitsgeſetz für bie Fehler an- 
naͤhmn wie in diefem.$., fo hätte man: 


oo 
h=0, he / e "s2dz?=1. 
0 





VE ._ 
Da nun + v die Grenzen bed Fehlers von u find, fo wären 





6 2 
bie des Merthes von Z gleich + — 27? ober + ver und die ent- 
6 


ſprechende Wahrſcheinlichkeit wuͤrde ausgedruͤckt durch: 


ar 

1—e Vo 
ara’ 

1+e v$ 


während fie nach den vorhergehenden Formeln durch das mit 7 anfan- 
gende Integral: 

* / e "dr 
audgebrüdt würde. 

Wenn derfelbe Fehler in der ganzen Beobachtungsreihe wieder als 
gleich wahrſcheinlich und die Coefficienten y, Yır Ya, ... alle ber 
Einheit gleich angenommen werben, fo wirb ber aus der Gleichung (6) 
abgeleitete Werth von u auögebrüdt durch: 

= 4 — (9) 
und die Grenzen ded mit der Wahrfcheinlichleit —— 
fürchtenden Fehlers find: 


7 e”" dr zu be⸗ 


„zrhV J 


29, 


Dieſe Grenzen koͤnnen nicht ſo eng ſein, als die, welche der For⸗ 
mel (8) entſprechen, fuͤr welche ihre Ausdehnung ein Minimum iſt. 
Es muſſ alſo, abgeſehen von Zeichen, das Verhaͤltniſſ: 


v s % 24? 


33* 





fein, was fich leicht zeigen läfft; denn bezeichert mem bie Eumsme ber 
Quadrate der Unterkbiebe zuilhen je zwei der Eseffkienten 7, Fre, Ir: 
... mit 42, und die Summe der Producte aus je zwei biefer Carl: 
fientn mit O, fo hat man: 
42 = (s—1)29?—20,, 
(299? =29+20; 

alfe : 4? =s2g? — (Zg9)°; (10) 

daher: — — 

zu — ————— 
V. 297 2297 
welche Groͤße offenbar kleiner iſt, als 1, ausgenommen in dem Falle, 
wo die Cocfficienten 9, 45, Y2, - .. alle einander gleich find und 
folglich A= 0 if. 

13. Nach dem Ausdrucke von e, in $. 11 bat man: 
Z(e,—k)? = 3(q,ua—9,—k)%, 


und wenn man z durch die Bedingung beflimmt, daſſ biefe Summe 
ein Minimum fei, fo findet man: 





u— 29,0; + kz gi 
— 
247 24 


was mit der Formel (8) übereinfiimmt. Hieraus folgt alfo, daſſ bie 
vortheilhaftefte Beſtimmungsart von u darin beficht, die Summe ber 
Quadrate aller Beobachtungdfehler, nachdem jeder um bie Größe k 
vermindert ift, zu einem Minimum zu mahen, und wenn man 
k=0 fest, fo ift diefe Methode die der kleinſten Quadrate, wie 
Laplace zuerft bewiefen bat. Aber wenn die pofitiven und negativen 
Fehler nicht gleich wahrſcheinlich find, fo gibt diefe Methode ſowohl, ald 
die gewöhnlihe, wo man die Summe ber Fehler —=O macht, einem 
unvolftändigen Werth von u, und um benfelben vollfiändig zu machen, 
muſſ man für jede befondere Aufgabe ben Werth der Gonftante A fen 
nen; jeboch Tann man, bemerken, daſſ der Goeffiient von k in ber 
Formel (8) Heiner ift, als in der Formel (Bd), welche fich auf die 
zweite Methode bezieht. Hieraus folgt, daſſ man durch Weglaffung 
des Gliedes mit A einen größern Fehler zu begehen Gefahr läuft, wenn 
man von dem gewöhnlichen Verfahren Gebrauch madıt, ald wenn man 
die Methode der Meinften Quadrate anwendet, worin alfo ein Vorzug 
diefer letzten Methode befteht. 
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14, Bir wollen nun annehmen, daſſ die betrachteten s Beobach- 
tungen aus mehren Gruppen beftehen, wo in jeder dad Wahrfchein- 
lichkeitsgeſetz der Fehler daffelbe if. In ber erften Gruppe fei s’ die 
Anzahl der Beobachtungen und A, k die Werthe von hr, kr, in der 
zweiten Gruppe s”, A’, K' pie analogen Srößen, u. f. f; fo haben 
wir u ber Formel (7): 


GE Ot "At ee + rt?" tete. 


nun A EEE 
u — 


1 
* !g 43a Zg? tele. 


und die Grenzen bed mit der Wahricheinlichkeit: 


Ver e "dr 
zu befürchtenden Fehlers find: 
+2r 





[4 


Var +2") 72 -eic. 


wo fid) die Summe 2’ auf die erfte Beobachtungsgruppe, auf vie 
zweite, elc. erſtreckt. 

Diefer Werth von zu feßt nicht voraus, daſſ die Zahlen s’, s”,... 
fehr groß find, und es iſt zu feiner Anwendung nur erforderlich, baff 
ihre Summe oder die Zahl s aller Beobachtungen ſehr groß if. Wenn 
man, obgleich die Zahlen s’, s”, ... nicht nothwendig fehr groß find, 
den Werth von u nach der Regel im vorhergehenden $. für jede Be- 
obachtungsgruppe befonderd beflimmt, und die Refultate ber Lften, 2ten, 
sten, ... Beobachtungsreihe mit U, U’, U”,... bezeichnet, fo daff: 


\ Urg=rgqdt+krg, 
U’ 29? =." 9,6,+K' &'g, 
etc. 


ift, und man feht ferner der Kürze wegen: 
1 1 z 
RER En. ee 


fo verwandelt fich der vorhergehende Werth von w in: 


— u 
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_8U-+g' U+gU Ur betr. 

ET HH 
weldhe Formel alfo zur Berechnung des Werthes von z nach mehren 
Gruppen verfchiebenartiger Beobachtungen dient, wenn die durch bie 
Regel im vorhergehenden $. gegebenen Werthe von w und die Größen 
Er 8, Er... für alle diefe Beobachtungsgruppen befannt find. Zu 
gleicher Zeit nehmen die Grenzen bed mit der obigen. Wahrfcheinlichkeit 
zu befürchtenben Fehlers folgende Form an: 

+%2r 
Vs+sts" Fer. 

15. Die Anwendung der vorhergehenden Kormeln fordert, ball 
man bie beiden Größen k und 4 für jede Art von Beobachtungen Fenne, 
nämlich die Größe A, um den Werth ber Unbelannten bilden und bie 
Größe A um die Grenzen ded an dieſem Werthe mit einer beftimm- 
ten Wahrfcheinlichfeit zu befürchtenden Zehlers fchäken zu können. Die 
natürlichfte Vorausſetzung, welche man in Beziehung auf die erſte die 
fer beiden Größen machen Tann, befleht offenbar darin, fie ald Null 
ober Die pofitiven und negativen Fehler ald gleich möglich zu betrachten; 
aber wenn diefe Gleichheit nicht flattfindet, fo it auch nicht k=0, 
und in fehr vielen Fälen kann man ben wahren Werth von X auf fol 
gende Weife beftimmen. | 

Geſetzt, man wendete fucceffive zwei verfchiebene Syfteme von God: 
fietenten y, Yyr Yar -.. und Y’, Y’ı, Yar ... an, und hätte die 
beiden Gleichungen: 


2142 Zu2yy—Zyyd 
Sy Zury,—Zyde | 
. gebildet, fo erhielte man, wenn man die erfle mit Zy';g; ugb bie weite 
. mit Iy,9, multiplicitt und dann bie Refultate von einander abzläkt: 
ZU HEHE — Er — —— — - 
wo ber Kürze wegen: 
BE 7 u RT 
geſetzt iſt, Nun findet aber nach dem Obigen ($. 9) die Wahrfchein: 
lichkeit 7 e"" dr ftatt, daff die Summe Zyfe, zwilhen den 


Grenzen: 
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liegt, indem dad Wahrſcheinlichkeitsgeſetz bei allen Beobachtungen als 
daffelbe und ihre Anzahl s als fehr groß voraudgefept if. Wenn man 
kzys für den Werth diefer Summe nimmt, fo wird ber correfpon- 
dirende Werth von A ausgedrüdt durch: 
— 277 - 
und die Grenzen ded an diefem Werthe mit der obigen Wahrſcheinlich⸗ 
keit zu befürchtenden Fehlerd find: 
arh V >: 2 


2y 





Sollte das Intervall dieſer Grenzen ein Minimum werden, ſo 
muͤſſte yy in Beziehung auf z conftant fein; aber es ift leicht einzu= 
ſehen, daſſ bie Coefficienten y, und nicht fo beſchaffen fein koͤnnen, 
vaſſ dieſes ſtattfindet. 

Wenn man den einen dieſer beiden Coefficienten als conſtant und 
den andern als 9, proportional betrachtet, fo bat man: 

y =u(42942N) " 
wo 1 eine von 2 unabhängige Größe ifl. Hieraus folgt: 
zyy2 = ur [s(zyP? — (29)? 297] =u? Ar 2g7, 
zyy =u[l299? —s29 ]=—u4, 
wo 42 viefelbe Bedeutung wie in $. 12 hat. Der Werth von A und 
die Grenzen bed zu befürchtenden Gehlers find folglich: | 


24:24;8:— Zg? 28; 2rhV rg? 
u ui BD —— - und 4. I ’ 





, _ 
und die entfprechende Wahrſcheinlichkeit ift wieder 7 / ed r. 


Henn die Summe, welche 42 ausbrüdt, gegen 297 fehr groß 
iſt, fo wird der Werth von k mit derfelben Genauigkeit ald die Un- 
Yelaunte u beftimmt; aber wenn bie Coefficienten 9, 91, 92, -+- 
einander gleich, oder wenn ihre Unterfchiebe nur fehr Hein find, fo wirb 
die Größe A= 0, oder fehr Hein, und die Grenzen des an dem Werthe 
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von k zu befürchtenden Fehlers finden nicht mehr flatt, fo daſſ man 
alsdann AK durch Fein Mittel mehr beftimmen Tann, 

Wenn die betrachteten Beobachtungen die Beftimmung des Coef⸗ 
ficienten einer periodifchen Ungleichheit zum Zwecke haben unb fie um- 
fafien die ganze Ausdehnung biefer Periode, fo nähert fih die Summe 
der Coefficienten g, 9,5, 9a, .. . immer mehr und mehr dem Werthe 
Null, in eine je größere Anzahl von Theilen diefe Periode getheilt, oder 
je größer die Anzahl der Beobachtungen if. Wenn man alfo Iy, ver: 
nadjläffigt, fo hat man A?=s2y?, und der Werth von A, fowie bie 
Grenzen des zu befürchtenden Fehlers reduciren fich refp. auf: 


Dividirt man alfo in diefem Sale die Summe ver Größen Ö, 
Or, Öö,,... durch ihre Anzahl, fo ergibt fich unmittelbar, ob bie 
Größe AK einen merklichen Werth bat, und der mit entgegengefeßtem 
Zeichen genommene Quotient brüdt diefen Werth fehr genau aus. 

16. Statt diefe Größe zu beſtimmen, koͤnnte man fle aus dem 
Werthe von u zu eliminiren fuchen. Zu dem Zwecke wollen wir ben 
durch die Formel (6) gegebenen allgemeinen Ausdrud von z wieber 
betrachten. Wenn man annimmt, daſſ die Größen k, und A, für alle 
Beobachtungen biefelben find, fo verwandeln fi ich dieſer Ausbrud und 
die ſich darauf begiehenben Fehlergrenzen refp. in: 


_En% zu , ken und „zahl 37} 
u: Ni = Y;%; 21% 
Wir wollen alfo fegen: 
2y,=®, 


wodurch einer der Factoren Y, Y4, Ya, . . . beftimmt wird, und bier- 
auf wollen wir die Fehlergrenze in Beziehung auf alle übrigen zu ei- 
nem Minimum machen, fo erhalten wir die beiden Differenzialgleis 
chungen: 


zdy,=®, ZyHyıdy,—:ı? 2g9,dy,=®. 


Multiplicirt man die erfte durch einen unbeftimmten Yactor ®, 
addirt fie hierauf zu der zweiten und feßt dann den Eoefficienten jedes 
Differenziald — O, fo erhält man: 


OF 421443, =°. 








; Der fih aus diefer Gleichung eugebende Werth von y, ift von ber 
oym: 


Yu ur, 


wo und 0° zu beftimmende Conftanten find. Subftituirt man nun 
diefen Werth in die vorhergehende Gleichung und ſetzt dann den Goef- 
fiienten von q, außerhalb des Summenzeihend 3, fowie dad in Be: 


ziehung auf 2 conftante Glied einzeln gleih Null, fo erhält man: « 
u0'2g,+02s=0, 
6+0u2g?-+0224=0, 

woraus folgt: 


0e=-— +r = fsz 2 — (39)?] 8 
= 29,9=27152% w’12% 


8 


Hiernach verwandelt ſich der Werth von y; in: 


— 1 
Yu (a—-— 29): 
und ber Factor z bleibt unbeftimmt. Der Werth von z ift folglich: 


_ 324% — (29)? 
uU m, 
4° 


wo A? diefelbe Größe wie früher bezeichnet, und nach verrichteten Re⸗ 
ductionen werben bie Grenzen bed zu befürchtenden Fehlers auögebrüdt 
durch: 

+ 2rıhVs 


A ' 








indem bie entfprechende Wahrfcheinlichfeit wieder — * / e""dr iſt. 


Wenn A? eine gegen s ſehr Heine Größe iſt, fo find dieſe Grenzen 
illuſoriſch und man ann von diefem Werthe von 2 keinen Gebrauch 
machen. Wenn Zg, eine fehr Meine Größe ift, fo find. diefer Werth 
und diefe Grenzen fehr wenig von dem durch bie Gleichung (8) geges 
benen Werthe von u und von den fich darauf beziehenden Sehlergrens . 
zen verſchieden. 

17. Wir wollen und nun mit der Beftimmung ber Größe / bes 
ſchuͤftigen, welche man fennen muff, wenn man bie Fehlergrenzen der 


- 


verfehiebenen vorhergehenden Formeln berechnen will. Bu dem Bwede 
wollen wir bemerten, daſſ man flatt der in $. 1 und 2 betrachteten 
Summe der Fehler der s Beobadhtungen auch die Summe: der Wertbe 
einer beliebigen Function diefer Fehler hätte betrachten koͤnnen. Die 
Wahrfcheinlichkeit P ‚ daft diefe Summe zwifchen zwei gegebenen Gren- 
zen b—c und 5-+c läge, würde fih ohne weitere Schwierigfeiten 
nach diefen beiden 68. beflimmen laflen, und wenn man biefe Function 
mit ꝙ bezeichnete, fo gäbe die Formel (1) auch noch den Werth von 
p, wenn man in der imaginären Erponentialgröße, welde das Inte 
gral in Beziehung auf — enthält, Pr für — fegte und alle übrigen 
Bezeichnungen beibehiche. Wenn man alddann die Zahl s fehr groß 
annimmt, ferner: 


— 9*4==K, [4-9 9°de=K, 1(K'— K2)— H2 


feßt, und die Beobachtungdfehler. wieder mit &, e3, 82, ... bezeich⸗ 
net, fo findet man, wie in $. 7: 


—— e "dr 
für die Wahrfcheinlichkeit, daff die Sunme: 
pe-+pe, +983,+... +98,_,=29% 
zwifchen den Grenzen: 
Kst2rHVs 


liegt. | 
Man kann alfo die Zahl s immer fo groß annehmen, daff — 29, 


mit einer gegebenen WBahrfcheinlichfeit beliebig wenig von X verſchieden 
iſt, und wenn man: 


— 29 4=K 
ſetzt, fo find die Grenzen des mit der Wahrſcheinlichkeit p zu befürd- 
tenden Fehlers: 
s2rH | v 


— 9 


8 


Wir wollen nun gr—=x2 ſetzen, in welchem Falle X und bie 
Größe K’ in 6. 6 einander gleich find, fo daſſ man nach diefem $. hat: 
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K=-kzsA2 + KR, 
Die vorhergehende Gleichung verwandelt ſich alſo in: 


1 
2 1 2 —__ 2° 


aber nach $. 11 hat man: 
ze Zug — 2°, 


und wenn man folglich für z feinen durch die $ormel (8) gegebenen Werth 
fubftituirt , deſſen Fehler am Beinften ift, fo ergibt fih die Gleichung: 


25s(h? +} k2)29?= 
EuatkZgE— 2Eg,H+Äzg)rg, 8,4292 20%, 
oder reducirt: | 
2sh2 


welhe den Werth von u gibt, wenn der von Ä gegeben ifl. 

Diefe Formel fimmt mit der von Laplace zu demfelben Zwecke 
gegebenen überein, wenn man A—=6 feßt, und alle die Kocfficienten 
9: 91, 9a,» . . einander glei find, In diefem legten Falle ift 4=0 
und die vorhergehende Formel gibt: 


42 4 
h? =— — oder ——, 
25 sV3 - 


wo A’? in Beziehung auf die Größen d, ö,, O2, ... daſſelbe be 
zeichnet, wie 42 im Beziehung auf die Coefficienten 9, 9, , Qar- +» 
dv. b. die Summe der Quadrate der Unterfchiede zwifchen je zwei ber 
Größen 6,6,, dg1 ... 

Im Allgemeinen hängt der Fehler, welchen man begeht, wenn 
man für 7% den fich aus der eben gefundenen Gleichung ergebenden Werth 
nimmt, von dem Fehler ded angewandten Werthed von u und von dem 


Behler der Gleichung — ze — ab. Da die Grenzen der legten _ 


eine neue Unbekannte 77 enthalten, fo kann man fie, fowie auch die 
ded an dem Werthe von A zu befürdhtenden Fehlerd nicht genau be⸗ 
Himmen ; allein dieſes verhindert nicht, diefen Werth von hr in den Fox 
mein ber vorhergehenden $$., wo er durch fehr Meine Größen von ‘der 


1 
Kleinheitsordnung des Bruches — multiplicirt iſt, anzuwenden. 





18. Bir wollen nun annehmen, dafſſ irgend eine Größe, welche 
wir der Kurze wegen mit A bezeichnen wollen, ihrer Ratur nad alle 
möglichen Werthe'zwifchen gegebenen Grenzen a und 5 haben könne, und 
ed fei 7 irgend einer diefer Werte. Wenn man zur Beflimmung der 
Größe 4 eine Reihe von Verſuchen anftellt, fo iſt die Wahrſcheinlich⸗ 
keit, daff der durch einen diefer Verſuche gefundene Werth nidt großer 
ift ald 7, im Allgemeinen von einem Verſuche zum andern veraͤnder⸗ 
lich, und wir wollen fie für den zten Berfuh mit Zur bezeichnen. 
Die Bahrfcheinlichkeit, daſſ diefer Werth genau = fein wird, kann 
nur unendlich Hein fein, weil die Anzahl der möglichen Werthe unend⸗ 
FR . dF„=_,;. . 

id groß ift, und wenn man * —f,® fekt, fo wird fie ausge 
drüdt durch /, dx. 


Es bezeichne KA eine gegebene Function von ©, welche ununters 
brochen von z=a bi zb waͤchſt, und wir wollen duch a, , 61 
ihre beiden änßerften Werthe bezeichnen. Größerer Allgemeinheit wegen 
wollen wir die Wahrſcheinlichkeit fuchen, bafi die Summe der ſich aus 
s fucceffiven Beobachtungen ergebenden Werthe von X zwilchen gege- 
benen Grenzen liegt. 


' Zuvoͤrderſt wollen wir annehmen, daſſ X nur v, um gleichviel von 
einander verfchiedene Werthe haben könne, worauf; wir „= und 
den Unterfchied zweier auf einander folgender Werthe von X unenblich 
Hein fegen wollen. Wir wollen alfo annehmen, daſſ =, und d, Biel- 
fache derfelben Größe co find, fo dafi a, =p,® un 62, =g,@ if 
wo p, und q, ganze pofitive oder negative Zahlen find. Durch 10 
wollen wir einen zwifchenliegenden Werth von X bezeichnen, indem — 
auch eine ganze Zahl, oder Null if. Set man g, — pı =’—], 
fo ift die Anzahl der Werthe von X gleih v, und ihre conftante Dif- 
ferenz gleih ©. Es fei On die Wahrſcheinlichkeit des Werthes von r, 
welcher bei der nten Beobachtung X=.@ entfpriht. Endlich fei M 
die Wehrfcheinlichkeit, daſſ bei s Beobachtungen die Summe der Wers 
the von A=mo ifl, wo m eine yroifhen sp, und sg, liegende 
ganze Zahl iſt; fo ift leicht einzufehen, daſſ AZ der Eoefficient von 2” 
in der Entwidelung des Producted: 


zı1Q,.zUQ, .ZEQ,... ZUQ, 


nach den Potenzen von £-ift, wo ſich jede ber Summen & auf alle 
Werthe von 2, von >, bis 7, erſtreckt, und folglich jede dieſer Sum⸗ 
men v Glieber hat. Man kann auch fagen, daſſ M der von unab⸗ 
bängige Theil ded Productes aus dieſer Function von 2 und aus 2" 








iR, und wenn man in biefem Producte VI für 2 und der Küne 
wegen 


. ZAVZIQ,.zZEIWV-1Q,.... zedV-1Q,-P 
feet, fo ergibt fi: 
1 


M=— [” Pe mey-T = gg, 
2x 
wo e die Bafis des Neperfchen Logarithmenſyſtemes und x das Ver⸗ 
hältniff des Kreisumfanges zum Durchmeſſer iſt. 

Durch p wollen wir die Wahrfcheinlichkeit bezeichnen, daff diefelbe 
Summe der 9 Berthe von X zwiſchen uno und u’o liegt, wo # 
und u’ ganze Zahlen, oder Null find, welche zwifchen den Grenzen sp 
‚und s7, liegen. Offenbar ift > die Summe der Werthe von Ma. 
welche man erhält, wenn man m alle Werthbe von m=u bi! mu! 
inclufive beilegt. Mit Berudjihtigung der Summe ber zugehörigen 
Werthe des Factors e- "IV 1 ergibt fih aber: 


_.__t__1f* -u-BV<—i__,-wW-BoV-ı 
psy JS Pl 1 


Endlich fei: 


sie 0° 


uo=c—e, W"a=c+e, ——«&, 
© 


fo folgt: 

0 (parte, ai gg, 

an sinywa 
und die Grenzen in Beziehung auf @ find + — Wenn v unendlich. 
- groß oder w unendlich Bein ift, fo verwandeln fie fih in Ew0, und man 
2. ' 

kann e für e+4o und 1 für sin 1.00 feßen, wodurch fich der Aus: 
drud von P in folgenden verwandelt: 

ST pe sea. . 

P=— ]_, Pe SINE —., (11) 


Zu gleicher Zeit fallen die Größen zo und O, mit X und /„zdz= 
—— die in P vorkommenden Summen 3 verwandeln ſich in be⸗ 
mmte Integrale nach ©, deren Grenzen « und 5 find, und man bat: 








sıo 
P=[ pe ar f Ss "rd... 
J. ’ St aY=ig T. (12) 


19. Die Kormel (11) druͤckt auf die allgemeinfte Weife die Wahr- 
fcheinlichkeit aus, dafl die Summe der s Werthe der Zunction X, welde 
fi) aus einer gleichen Anzahl fucceffiver Beobachtungen ergeben, zwi⸗ 

fchen den Grenzen c—e und c-te, welche gegebene und zwiſchen 
"sa, und sd,rliegende Größen find, liegen. Wenn man Xa ſetzt, 
fo ift p die Wahrfcheinlichkeit, daff der durch das mittlere Refultat die- 
fer s Beobachtungen ausgedruͤckte Werth von A zwiſchen den Grenzen 


— (cHe) liegt. Da das Refultat jeder Beobachtung nach der Vor 


ausfeßung zwifchen den Grenzen 4 und 5 liegen muſſ, fo mufl man 
haben: 


N hede=ı,/,R »ds=1,... |, Arde=1. (13) 


Die Größen f 2: fax, .. . find übrigens beliebige Functionen 
von x, deren Werthe fämmtlich pojitiv find und die Einheit nicht. übele 
ſchreiten. Wenn diefe Functionen gegeben find, fo fann man ben ges 
nauen Werth von p' berechnen; allein meiftend ift dad Wahrfcheinlich- 
feitögefeg der Werthe von A unbelannt und von einer Beobachtung zur 
andern veränderlih. Die s Zunctionen, f %,f2*, ... find folglich 
alsdann ebenfoviele unbekannte Größen, aber gleihwohl fann man bei 
einer beträchtlichen Anzahl von Beobachtungen aus den vorhergehenden 
Formeln einen Werth von p ableiten, welcher deſto mehr genähert ifl, 
je größer die Zahl s ifl. | 

Wenn c—e=sa, md cte=sb, ift, fo find die der Wahr⸗ 
fheinlichfeit p entfprecyenden Grenzen die Grenzen a, und 5, ſelbſt, 
zwifchen welchen nad der Vorausſetzung der unbelannte Werth von X 
liegt. Alsdann muſſ folglih p der Gewillheit oder der Einheit gleich 
fein, was fich in der That darthun läfft. Zu dem Zwecke wollen wir 
in dem Iften, 2ten, ... legten der s Integrale, durch deren Probuct 
p auögebrüdt wird, refp. X, und z,, A, und 25, ... A,undz, 
für X und = fegen, und dann diefe Werthe in den von > ſubſtitui⸗ 
ren, fo verwandelt fi) die Gleichung (11), wenn man: 


A,td,+%,+ .. +Äs=U 
fest, in: 
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r=— SS. A./ („evt Tsinea=2)x 
Jızı SaX2. Sr dz dzy...dz, 
Nun ift aber: 


PP (day IT... _I0 (” da 

JS.“ Ray 'sinea——} _. gn(e +0 — c)a— 
—* 

— sin 20490”. 


Nah den Grenzen der Integrale in Beziehung auf z,, u ,. 
x, fann die Summe o weder Heiner fein ald sa, , noch größer alß 
s shi; 13 in dem alle, welchen wir betrachten, find folglich die beiden 
. Sof cientn +0 —c, e— 0-+c pofitiv, mithin jedes ber beiden 
legten Integrale =, und man hat folglich: 


_ da 
/ 6° Vlsinsa-—a, 
— 
woraus folgt: 


P=Z -f* f® Shah 79... Jo. dzy.day..dz,, 


welche Größe ſich vermöge der Gleichungen (13) auf die Einheit reducirt. 
20. Daraus, daſſ das Integral [: Md=z=1 ift, und daſſ 

Jr nur poſi itive Werthe hat, folgt, daſſ die Integrale: | 
f. Ir eosaxdz, — 


Meiner find, ald die Einheit, fo daſſ man ſetzen kann: 


Sfr osaxdz= 0,05 Pyr 


> . . 
S. In?sinaXdz=g,sinpy, 
wo 9, und 9, reelle Größen find, wovon bie erfte als pofitiv. betrach⸗ 
tet wird. Setzt man alddann: 


01-.02-08 :--0, =], 
9, +Y%tY3+..+9,=%, 


(14) 
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fo verwanbelt ſich die Formel (12) in: 
P-Rev-1 
Für zwei gleiche und entgegengeſetzte Werthe von « ſind auch die 
correſpondirenden Werthe des Winkels Y einander gleich und entgegen⸗ 
geſetzt, während bie der Größe N einander gleich und von einerlei Zei⸗ 


chen find. Hiernach und vermittelſt des Werthes von P verwandelt 
fi die Formel (11) in folgefibe: 


p= | Reosw—ea)sinsa“, (15) 
z 0 oO 


Für &=0 ift jeder der Factoren von Z der Einheit glei und 
für jeden andern Werth von a Beiner als 1; denn ber Werth von g2 
täfft fich folgendermaßen ausbrüden : 


e=/, InzcosaXdz. | fu cosarde 
+ Se prsinexde. | "us sinaxde, 


wo X’ den Werth von X ausbrüdt, wenn man darin z’ für * fegt. 
Run ift aber diefe Gleichung daflelbe als: 


oe? . RAZER: cosa(X— dxd«, 


und der Werth von o,, ift offenbar feiner, ald die Quabratwurzel aus 
Sf: SnrS,r' Ix dx’, oder als J. M, und folglich Meiner 


als die Einheit. Hieraus folgt, daſſ, wenn die Anzahl s der Factoren 
bed Productes ZT fehr groß ift, daſſelbe nur für fchr Meine Werthe 
von & merklihe Werthe hat. Man Tann daher alddann einen Nähe 
rungswerth des in den Formeln (15) enthaltenen Integrales in Be 
ziehung auf «@ erhalten. 

21. Wenn wir der Kürze wegen: 


Sxsrd:=r, N xpzd:=k,, etc. 


fegen und bie erflen heile der Gleichungen (1%) nad ben Potenzen 
von @ entwideln, fo erhalten wir: 
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4 
rn kit —ete, 





a? 
On cos pl — = Kt 
. a® 
0,5, —ak, — 33 k+ ete. 


Die Größen ,, Ku, Kt, ... wachen nicht fo ſchnell, ald die 
Potenzen (b,—a,), (bb, —a,)?, (b,.—a,)8, ..., was fchon 
hinreichend iſt, damit dieſe Entwickelungen Reihen bilden, welche zuletzt 
immer convergent werben, und folglich für g„cosgp, und o, Sin ꝙ, 
angewandt werben koͤnnen. Hieraus ergeben ſich für g, und p, Reis 


ben, wovon bie eine nur gerade und die andere nur ungerade Potens . 
zen von & enthält, nämlich: 


0,=1—eo:h,teatl, — eic. 
9, zak, — adg, tete, 
wo ber Kürze wegen: 
sk, kK)=h, 
IE — Eh HER) En 
elc. | " | 
geſetzt ifi, und hieraus folgt: | 
logo, =— a:h,tu* 4-3 +h?) + ete. , 
0„=e" Pnfıtat(l, — 4h2)-+ete.). 
Berner ı wollen wir ber Kürze wegen: 
zkn=ks, zh,—hs, Z(h, -1h)= Is, etc. 


feßen, wo fich die Summen 2 von n=1 bi n=s erfkreden, fo ers 
gibt füch hieraus: 
K= eat hs (1-+037/s-t-etc.) 
v=aks—a®gs+eie., 
cos(y — ca)=cos(ks— Ja +aBgssin(ks — c)a-+ete. 

Die Groͤßen k, h, g, ... koͤnnen fi) mit s ändern, aber fie koͤn⸗ 
nen nicht mit diefer Zahl ohne Ende zunehmen, und bilden immer, wie: 
bie.Integrale A, Au, Kr ..., woraud fie abgeleitet werben, eine 
Reihe, welche nicht fo fonell" zunimmt, als bie ber Potenzen von d, —a,. 

Poifion’s Waprfcheinlichkeitär. etc. 33 
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Wenn wir diefe Werthe .in die Formel (15) fubflituiren, ferner: 


6 de 

e”=-—.-, 440 de — —— 

77 al 7 

ſetzen, und die Glieder dieſer Formel, weiche von ber SKleinheits- 
1 

ordnung bed Bruches — ſind, d. h. die Glieder, welche außerhalb der 


Sinus und Coſinus dur s dividirt find, vernachlaͤſſigen; fo kommt: 


. 3 DD _ 02 ks—c)6 „ 6 d6 
Ä p=—/ ec ho 9 SIN——..— 
9 





B 3 (16) 
28 [ 625 . (ks—c)6 „ «6 
— e sin — —— sin — 6? db. 
aV s. o Vs Vs 


Sollen diefe Integrale nicht unbeftimmt fein, fo muff A eine po- 
fitive Größe fein, was auch in ber That ftattfindet; denn nad der 
Bedeutung von Ak, und A’, bat man: 


2h,= I 
Sense [rede [xprrdz [Re 
| welche Größe fich durch ein einziges doppeltes Integral, nämlich durch: 
24,=/ YA KAM fa fr dedr, 
ober was daſſelbe iſt, durch: | 
= /, [san /,efedede 


ausdruͤcken läfft. Addirt man nun diefe beiden Gleichungen zufammen, 
fo bat man: 


ah=/, [, 0%, fx dxıdı', 


und diefer Werth von 45, iſt offenbar pofitiv und kann andy nicht 
Null fein, weil alle Elemente bes doppelten Integrales pofitiv find. 
Daffelbe gilt alfo auch von ZA, und von A. 


Hierauf erhält man durch die befannten Regeln ben genauen 
Werth bes zweiten in der Formel (10) enthaltenen Integrales, und 











sis | 
dad erſte kaun man, wenn man will, auf eine einfachere Zorm 
bringen. 

22. Denn man c=e nimmt, fo iſt p die Wahrſcheinlichkeit, 
daſſ die Summe der dur s Beobachtungen gegebenen Werthe von X 
zwifchen den Grenzen 0 und 2e liegt. Differenzirt man p in Bezie⸗ 
bung auf e, \ u man: 


= 7 al, ai 
ayVs 


” — „ Bi—ks)6 


— T7 > A sin 


a vr 68.dE, 








und Ade ift die unendlich Beine Wahrfcheinlichleit, daſſ die Summe 


der —* von X gnau —2e if Wir wollen num: 


22—ks+2uV hs 
fegen, fo haben wir: 


— "" osaueV hde=. Vr, u 
0 ıyYih 


woraus folgt, wenn man in Beziehung auf u bifferenzirt: 


SL er Psna Eu h)es de=- vr = ($u—2u8)e 
0 








Wegen * -Vhs dat man folglich : 


— Bu i_ _ g\,—u 
=772* - 7564 2u®)e , (17) 


und wenn X, ben durch die nte Beobachtung gegebenen Werth von X 
bezeichnet, fo ift. —* u die Wahrſcheinlichkeit, daſſ: 

2x, —=ks-+2uV hs (18) 
iſt, wo fih die Summe I auf alle Beobachtungen erfiredt. 


2 
Wenn wir das Differenzial. —-.d u zwifchen gegebenen Grenzen Sy 


integriren, fo erhalten wir: - 
\ 33” 











p=—— [ce "du (19) 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff die Summe EX, zwifhen den Grem- 
zen ks+2yV hs und der mittlere Werth von X oder 2% zwi⸗ 
ſchen den Grenzen: 


vn, 2rV 





8 
liegt. 
Dieſes ergibt ſich auch aus der Gleichung (16), wenn man: 
c=ks,.=2 yVhs 


feßt, und die Integrationen verrichtet. 
Man kann Y immer fo groß nehmen, bafl ber Werth von p be: 
liebig wenig von der Einheit verfchieden if. 3. B. für y=3 hat man: 


© _ j 
J; e"” du 0,000819577 


nad) der Tafel der Werthe dieſes Integrales, welche ſich am Ende der 
Analyse des Refractions von Kramp befindet, und ba 


Se" a=ıVr—f, Fa du 


ift, fo folgt: 
p=1— 9,000022091, 


welches fehr wenig von der Gewiſſheit verfchieden iſt. Man Tann es 
alfo als Höchft wahrfcheinlich betrachten, daſſ fi) der aus den Beob: 


achtungen ergebende Werth von — 2x, fortwährend der Größe k nä- 


bert, und baff, wenn man biefen Werth für den von k nimmt, der zu 
2yV h 
befürchtende Fehler Bleiner iſt, ad + ‚Fa ‚ wo y eine wenig be 
8 
trächtliche Zahl iſt. 
Es verdient bemerkt zu werben, daſſ bie durch S dividirten und 
bei dem Uebergange von der Gleichung (15) zu ber Gleihung (16) ver- 
nachläffigten Glieder nach ben Integrationen in Beziehung auf z die. 


Erponentialgröße ef zum Factor haben würden, woburd fie unab- 
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haͤngig von ber Größe der Bahl s noch fehr verkleinert werben; benn 


fegt man 3. B. y=3, fo ift der Factor e” 7 * <0,002, und er nimmt ' 
für gehßere Werthe von 5 ſehr fehnell ab. 

23. Die Eurve, deren Gleichung: 

| y=Jn? 
ift, druͤckkt das Wahrfcheinlichkeitsgefeg der Werthe von A bei der nten 
Beobachtung aus, fo daſſ das Flächenelement y.dx derſelben die durch 
bie entſprechende Abfeiffe = ausgedruͤckte Wahrfcheinlichkeit des Werthes 


von A, und die ganze von der Curve eingefchloffene Flaͤche die Wahr: 
fcheinlichkeit ift, daff diefer Werth nicht größer ifl, ad x. . 


Die Eure, deren Gleichung: 


1 | 
y=—2n® 


ift, iſt in Beziehung auf die Reihe der s Beobachtungen die Curve 
der mittlern Wahrfcheinlichfeit. Nach den Gleichungen (13) ift bie 
ganze von z=a bi8 z—=b genommene, von diefer Curve eingefchlof- 
fene Zläche ber Einheit gleich, und wenn man die Abſciſſe ihres Schwere 
punktes mit =, bezeichnet, fo hat man: 


1 Tu | 
‚ —zf, zf zdz=*;,. 
Segt man nun in dem Außbrude von k„in$.14. X, fo folgt‘ 


1 " 
= Se efarde, hats [efurdemen 


und dieſe Abfciffe =, iſt folglich in allen Fällen bie Grenze, weicher ſich 
dad mittlere Refultat aus einer Reihe von Beobachtungen ohne Ende 
nähert. Bezeichnet man mit Am den befondern Werth von A, welcher 


| 1. | 
durch die rute Beobachtung gegeben wird, fo ift — Zi das in Rede ſte⸗ 
hende mittlere Refultat, die Formel (19) gibt bie Wahrſcheinlichkeit D,. 
daff fein Werth zwifchen den Grenzen: 

2,Vh 

Vs ' | 

liegt, und wenn man in dem Ausdrucke für bin $. 14. auch I” 
fest, fo erhält man: 


x, = 








= S) nrde-([2n=d2)']. (26) 


Man Tann diefes Refultat auf eine andere Form bringen, wem 
man in der Gleichung (19): 


uV h=v, vVh=8 
fest, woburd) man: 





v2 
= Se "4 U (21) 


für die Wahrſcheinlichteit erhält, daſſ der Werth von — ZA, zwifchen 
den Grenzen 

20 

Vs 

legt. Die unendlich Heine Wahrfcheinlicheit eines zwiſchenliegenden 
Merthes =, + ergibt ſich aus der Formel (17), wenn man — 
Vs Vi 





z,& 


d 
für v fest, und fie mit 175 multiplicirt. 


Man fieht, daſſ dieſe Wahrfcheinlichkeit für einen gegebenen Werth 
von Ö von zwei unbefannten Größen A und g abhängen würbe, wäh- 
send Die Wahrfcheinlichkeit der vorhergehenden Grenzen, deren Kennt 
niff genügt, nur von ber einen unbefannten Größe 3 abhängt, deren 


Werth wir nun noch nad ben s Beobachtungsrefultaten zu berechnen 
haben. " 


24. Zu dem Zwecke fei: 
z=x, +2, hr =fya:, =, te, b=x,+b', 
fo haben wir: 


[sr 2dı=1, |) afarde=0, 
wodurch fich die Gleichung (20) in; 
h=—_2 [', 22 fu2d: 


verwandelt, und wenn wir: > 
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1=(@—x,)? =z? 


rem, fo ift die Größe k in 8. 21. das Doppelte dieſes Werthes 
von 2. ' 


Nah der Formel (17) ift die unendlich kleine Wahrfcheinlichkeit 
der Sleihung (18) von der Korm: 


wo U eine Function von u if, welche fuͤr gleiche und entgegengeſetzte 
Werthe von uw denſelben Werth mit demſelben Zeichen und von der 
u: 1 ’ 
Kleinheitdordnung des Bruches Vz bat. Wenn man die Gleichung 
8 
(18) auf dem vorhergehenden Werth von X anwendet, und folglich 24 
für % fest, fo ergibt: fich daraus: 


h=—- 202 —x))2+uo, 
wo 0 eine von uw wnabhängige Größe iſt, die ebenfall® von ber Klein- 
beitöorbnung 7: fl. Werden biefelben Formeln (17) und (18) auf 
den Fall von X=x angewandt, fo geben: fie: 
2 22 t Fol, 
und für die Wahrfcheinlichfeit dieſer Gleichung: 
en Lu U'du', 


wo 0’ und U’ ‚Größen von der Kleinheitsorbnung des Bruches — 


ſind, und wovon die erfte von w’ nnabhängig, ‚aber die zweite eine 
Function von = ift, welche weder das Zeichen, noch den Werth: für 
gleiche‘ und. entgegengeſetzte Werthe von aͤndert. Die Wahrſcheinlich⸗ 
keit, daſſ diefe.beiden letzten Gleichungen gleichzeitig flattfinden,, ift das 
Hroduct ihrer reſp. Wahrfcheinlichkeiten, wie wenn biefe beiden Gleis 
hungen zwei von einander unabhängige Ereigniffe wären; benn da bie 
Wahrfcheintichkeit jeder derfelben unendlich Hein ift, fo kann jede diefer 
Gleichungen die Wahrfcheinlichkeit der andern nur um eine unenblich 
Heine Größe der zweiten Ordnung ändern. Wenn man num-x, zwi⸗ 
fehen diefen beiden Gleichungen eliminirt, der Kürze wegen: 





520 
—In= m, — Em —m)o' = A, zZ Mu— m? = u 


feßt und das Quadrat von o’ vernadhläffigt, fo hat man: 
h=zutuo—ur, 
und bie Wahrfcheinlichkeit Diefed Werthes von A tft eine unendlich Heine 
Größe der zweiten Orbnung, nämlich: 
(—e“ ee Lu U ruu 0) dudu, 


indem auch dad Produt UV, welches nad ber Vorausſetzung eine 
Größe von ber Kleinheitzordnuns des Bruches — iſt, vernachlaͤſſigt 
wird. 

Wenn wir dieſen Werth von A in bie Karma (21) ſubſtituiren, 
nach den Potenzen der Größe vo—u’A entwideln und das Zuadrat 


derſelben, welches von der Kleinheitsordnung des Bruches — I wäre, 
vernachläffigen; fo erhalten wir: ° 





— ” newer, 


wo p’ der Werth von * fr hzu if. 
Diefer Werth von p waͤre bie Wahrſcheinlichkeit der Grenzen 
x + — 175 des mittlern Refultates —2 Ay, wenn der ſubſtituirte Werth 
8§ 


von Ah gewiff wäre; aber ba bie verſoiedenen Werthe von 3 nur wahre 
fheinlih find, fo ift die. Wahrfcheinlichkeit biefer Grenzen, welche je 
dem dieſer Werthe entipricht, das Product aus dem entiprechenden Wer⸗ 
the von p und ber Wahrfcheinlichkeit ded Werthes von 3. Die Total: 
wahrfcheinlichfeit derfelben Grenzen, oder ihre, ſich auf alle Werthe von 
A beziehende Wahrfcheinlichkeit ift das auf alle Werthe von zw und uw, 
welche den Goefficienten von Ju dw! nicht unmerklich Fein. machen, er 
ſtreckte Integral diefed Probucted, Wenn man alfo wieder die Größen 


von der Kleinheitsordnung des Bruched - vernachläffigt und bemerkt, 


daſſ die mit einer ungeraden Potenz von u ober u’ multiplicirten Glie 
ber bei den Integrationen verfchwinden; fo erhält man für bie geſuchte 
- Wahricheinlichkeit: 














7 ref ee Zudu’, 
V xu 


und da man die Integrale in Beziehung. auf u umb w’ ohne merfli- 
chen Fehler von — oo bis -F erſtrecken kann, fo reducirt fie fih auf: 


v3 
Ver J. 9, do, 
welche Beine andere iſt, ald die durch die Formel (21) audgebrüdte, 
wenn man: darin A=u febt. 
Bei dem Grabe von Annäherung, wobei wir flehen geblieben find, 
d. h. wenn die Größen von der Kleinheitdorbnung des Bruches — 


vernachläffigt werden, ift die Größe 1 der Werth von 3, welchen man 
"in die Formel (21), oder vielmehr in. die Grenzen des mittlern Reful- 


1 . aus 
tates — An, welhem die Formel (19) entfpricht, fubflituiren mufl. 





Diefer Werth von A Iäfft fi auf die beiden folgenden Formen 
bringen: 


h=— 20m — m)? , 


1 | / (22) 
h=2|s ZA — (23)2] | 


welche gleichbedeutend find, wenn man bemerkt, daſſ — I= m ge 


fegt if. Die numerifche Berechnung - bed erften Ausbruded nah den 
Abweichungen ber Beobachtungen zu beiden Seiten des mittlern Werthes, 
d. b. nach den Werthen von A. —m, ift immer leicht, während bie 
Berechnung des zweiten Ausbruded im Allgemeinen weit weniger be. 
quem und oft ganz unausführbar ifl. 

Die Kormel (21) und den dur Beobachtungsdata audgebrüdten 
Werth von A verdankt man Laplace, welcher viele intereflante Ans 
wendungen davon gemacht hat. Ragrange ift der erfte, welcher die 
Wahrfcheinlichleit des arithmetifchen Mitteld aus Beobachtungsreſultaten 
der Rechnung unterworfen hat; ) allein er hatte dad Wahrſcheinlich⸗ 





) Tome V. des ancieus Memoires de Turin. 
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feitögefeß ber Werthe der Unbekannten als belannt angenommen, unb 
Laplace ift ed, welcher zuerfi die Wahrfcheinlichfeit des mittlern Res 
ſultates bei einer großen Anzahl von Beobachtungen von biefem Geſetze 
unabhängig gemacht bat. Die vorhergehende Analyfe ift, wie ed und 
ſcheint, geeignet, die Zweifel zu befeitigen, welche über die Anwendung 
des Werthes“ von A und über den Grad der Genauigfeit der Formel 
(21) noch 'ſtattfinden könnten. *) 

25. Die Größe 7, ‚.gegen welche dad mittlere Refultat der Be⸗ 
obachtungen convergirt, wenn ihre Anzahl immer größer und gro 
Ber wird, ift nicht nothwendig einer der Werthe von A, welche die 
größte Wahrſcheinlichkeit haben, und durch Die einzelnen Beobachtun⸗ 
gen am häufigften gegeben werben; es kann fogar gefchehen, daff ihre 
Wahrſcheinlichkeit völig Null ift, fo daſſ diefer Werth von 4 durch) 
keine fpeciele Beobachtung gegeben werben kann. Diefes findet z. B. 
ftatt, wenn alle die Zunctionen /,*° für benfelben Werth von x ver 
fhwinden und bieffeitd und jenfeitd dieſes Werthes ſymmetriſch find. 
In dem betrachteten allgemeinen Falle, d. h. in dem Falle, wo bie 
Wahrſcheinlichkeitscurve, deren Gleichung y=/,* ift, fi von einer 
Beobachtung zur andern ändert, kann ed auch gefchehen, daſſ die Schwer: 
punkte der Flaͤchen aller diefer Curven nicht auf: derſelben Orbinate lie 
gen. Alsdann ändert fich die Abſciſſe =, mit der Anzahl s der Beob⸗ 
achtungen, und wenn man s in zwei Theile s’ und s, theilt, welche 
noch fehr große Zahlen find, fo find die mirtlern Reſultate dieſer bei⸗ 
den einzelnen Reihen von s’ und s, Beobachtungen nicht mehr Diefels 
ben, obgleich ber in jeder Reihe zu befuͤrchtende Behler fehr Hein ift und 
beide eine fehr große Wahrfcheinlichkeit haben. 

Die Berechnung der fernern mittlern Lebensdauer if 
eine der finnreichften Anwendungen, welche man von ben vorbergebens 
den Formeln gemacht bat. Geſetzt, man betrachtete eine fehr große 
Anzahl s, z. 3. eine Million, zu berfelben Beit geborner. Kinder, io 
tft, wenn irgend eine Beit und /„x die unendlich Feine Wahrſchein⸗ 
lichkeit, baff eins dieſer Kinder die Zeit x überlebt, bezeichnet, und 
wenn man die Lebensdauer ald einen eventuellen Gewinn betrachtet, 
die Summe aller möglichen. Werthe von =, jeden mit feiner refp. Wahr: 


fcheinlichfeit multiplieirt, ober f: zf„zdx der Gewinn, ober die Lebens⸗ 


Hoffnung dieſed Kindes, Die mittlere Lebensdauer iſt alfo der Quos 
tient aus der Summe diefer ſich auf alle Kinder beziehenden Integrale 


) Premier Suppliment à la Theorie analytique des probabilites, 





. 1 
med ihrer Anzahl s, oder =— 2 /z/„ dx, indem jebed Integral 


von 7=O bis zu einem Werthe von = erſtreckt wird, welcher fx 
verfhwinden oder unmerklih Hein macht, und weichen man ald bie 
Grenze des menfchlichen Lebens betrachten Tann. Diefe Größe haben 
wir aber vorhin mit x, bezeichnet, und ihr Naͤherungswerth ift folg» 


lich = Eh, indem für A), Any... bie Alter genommen werben, 


in welhen s andere Individuen geftorben find, die in demſelben Lande, als 
die betrachteten Kinder und zu einer ber Geburt diefer fo nabe als mög: 
lich liegenden Zeit geboren find, Diefelben Werthe von A,, Ay,... 
- dienen auch us Berechnung der Wahrſcheizlichteit, daſſ die Differem 


”— — Li ober ber Zehler von x, =- pe» zwifchen gegebenen 


Grenzen, liegt. Die unbefannte Function A⸗ iſt fuͤr die verſchiedenen, 
zu derſelben Zeit und in demſe ben Lande geborenen Kinder ſehr verſchieden, 


aber bie, mittlere Function —2 nr, und folgli die mittlere Lebens⸗ 
Dauer — 2 f: zf, xzdx Indert ſich ohne Bweifel nur fehr langſam 


mit der Erlöfchung von Krankheiten und der Werbefferung der forialen 
Verhaͤltniſſe. Die Erfahrung allein kann und lehren, ob biefe mittlere 
gebenßbaner ftationdr ift, oder fih in großen Bwifchenzeiten merklich 
ndert. 

Nach denſelben Prinzipien berechnet man ben mittlern Gewinn 
und feine Wahrfcheinlichkeit, welche man in einer fehr großen Anzahl 
von Spekulationen nach den‘ bekannten Berluften und Gewinnen einer 
andern fehr großen Anzahl ähnlicher Spebulationen, d. h. deren mittlere 
MWahrfcheinlichkeit als diefelbe betrachtet wird, erwarten kann. 

26. Wenn man dur eine Reihe von Beobachtungen irgend eine 
Größe A beftimmen will, fo fegt man dabei ſtillſchweigend voraus, 
daff es unter allen Werthen, welche die Größe A, a priors haben kann, 
einen von folcher Beichaffenheit gibt, daſſ ed eben fo wahrfcheinlich ift, 
denfelben bei jeder Beobachtung zu Hein ald zu groß zu finden, und 
man: nimmt ferner an, daff diefer unbefannte Werth für alle Beobach⸗ 
tungen berfelbe ift, und gerade biefer Werth von A ift ed, welchen 
man wiflen will, d. h. daff alle Curven, welche ſich aus der Gleichung 
yzf,z ergeben, zu beiden Seiten eines ihrer Punkte ſymmetriſch find, 
und daff diefer Punkt für dieſe verfchiedenen Curven derſelben Abſcifſe 
entſpricht, welche den unbelannten Werth von 4 darſtellt. In diefer 
Vorausſetzung liegen die Schwerpuntte der Blächen dieſer Curven unb 
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ber der Fläche der mittlern Curve, deren Gleichung y 2/. iſt, 


auf derſelben gemeinſchaftlichen Ordinate, deren Abſciſſe denſelben Werth 
ausdruͤckkt. Wenn man die Beobachtungen vervielfältigt, fo iſt Die Größe 
x, welcher fih die erhaltenen Werthe ohne Ende nähern, conftant, 
oder von der Anzahl s der Beobachtungen unabhängig, und man bat 
die durch die Zormel (19): ausgedruͤckte Wahrfcheinlichkeit, daſſ das 


1. 
mittlere Refultat — Am fih von 2, , oder von dem wahren Werthe 


2,Vh 
Vr ent- 
fernt. Der Werth von A wird, wie man weiter oben gefehen hat, 
auch durch Die Beobachtungen gegeben, und ift von bem Grabe ihrer 
Genauigkeit abhängig, fo daſſ, wenn ed fih z. B. um die Meffung 
eines Winkels handelt, dieſe Größe 5 für zwei mit verfchiebenen In⸗ 
firumenten ober von verfchiedenen Beobachtern angeftellten Verſuchs⸗ 
reihen fehr verfchieden fein kann. Wenn es fih um die Größe eines 
Phänomened, wie 3. B. um ben Unterfchied der Barometerhöhen zu 
zwei verfchiedenen Beiten bed Tages, handelt, fo ift 4 auch von zu⸗ 
fälligen und veränberlihen Urfachen abhängig, welche auf diefe Baro⸗ 
meterhöhen einen ungleihen GEinfluff haben, und welche man dem Zus 
ſtande der Atmofphäre zufchreiben kann. 


von A nit um eine größere ober Meinere Größe, als 


Wie Hein aber die Grenze . — des zu befuͤrchtenden Fehlers 


auch ſein mag, wenn man — Zi für den Werth von A nimmt, 


und welche Wahrfcheinlichkeit fie auch haben mag, fo darf man dabei doch 
nicht aus den Augen verlieren, daſſ diefer Werth der Bedingung ber 
Symmetrie aller Zunctionen /„x zu beiden Seiten deſſelben Wertbes 
von x ſubordinirt if. Wenn durch irgend eine unbekannte Urſache, wie 
die Fehler der Anftrumente, oder Die veränderlichen Umftände, welche 
auf die fraglihen Erfheinungen Einfluff haben, die Zehler in dem 
einen oder dem andern Sinne bad Uebergewicht befommen, ober viel- 
mehr, wenn fi) die Größe von A während der Dauer der Beobach⸗ 
tungen ändert; fo findet bie in Rebe flehende Vorausſetzung nicht ftatt. 


Die Größe — Ein ift immer der Näherungswerth der Abfciffe x, ; 


aber x, drüdt nicht mehr die Größe aus, weldhe man beflimmen 
wollte, und die Beobachtungen find unbrauchbar. Es wäre alfo von 
Wichtigkeit, wenn man aus. den Beobachtungen felbft erkennen könnte, 





ob fie mit der Vorausſetzung der Symmetrie von use verträglich find, 
und in ber That gibt ed DBebingungen, welchen die Beobachtungen 
genügen müffen, wenn biefe Hypothefe auf die Wahrſcheinlichkeitsgeſetze 
der Werthe von A anwendbar ift. 

37. Solche Bedingungen erhält man, wem man für die Zune 
tion X eine ungerade Potenz von c— x, nimmt, d. h. wenn man, 
indem 2 eine ungerabe pofitive Zahl bezeichnet, 


X=(2x—x,) 


ſetzt. Nach den Bezeichnungen in $. 24. ſind Die Groͤßen Au, kn 
m $. 21: 


ku= [, =nzdz, —— „ Mfızdz. 


| In der Vorausſetzung, daſſ alle die Kunetionen /nx zu beiden 
Seiten deſſelben Werthed von = ſymmetriſch find, iſt diefer Werth 
=r,, und man hat: 

I: =ß(- 2), a =b, 


wodurch der Werth von Au= 0 gemacht wird, und die Größen k, A 
in $. 21. find alsdann: 


1 v 
k=0, h=— 2 z2tf' 2dz. 


Nach $. 22 wird alfo durch die Formel (19) die Wahrfcheinlich- 
keit p auögebrüdt, daſſ der abfolute Werth von Auen) Feiner iſt, 


als 2yV hs. Diefe Wahrfcheinlichkeit iſt 3 —=#, wenn man 
— 0,47614 nimmt. Aber wenn bie —* s der Beobachtungen 
ſehr groß iſt, ſo iſt es ſehr wahrſcheinlich, daſſ das mittlere Beobach⸗ 
tungsreſultat — Ei fehr wenig von =, verfchieben, und baff zu 
gleicher Zeit die Summe 24, —x,)2 fehr nahe der Werth von 
z/" „ztf'zd: ober von 2hs if. Wenn man alfo der Kürze 
wegen: 
_ Zn —m) _ 


Kl VE] Peer Tr 


fest, fo bat man eine fehr wenig von p verfchiebene Wahrfcheinlich- 
keit, daſſ dieſes Verhältniſf r kleiner, als vV? ft, und wenn man 


JIm= 


526 


für y den Werth nimmt, wider p= 4 gibt, fo kann man faſt 1 
gegen 1 wetten, bafi 


r<(0,47614)V 2 oder r<0,067336 


iR, wenn die Boraußfesimg /, 2=f!(—z) wirfiich ſtattfindet. Wenn 
man alfo dad Verhaͤltniff 7 für einen beflimmten Eyponenten berechnet, 
und man findet feinen Werth größer ald 0,67336 oder etwas Heiner 
als biefen Bruch, fo iſt diefed fchon eine genuͤgende Anzeige, daſſ die 
Hypothefe f, 2 =, (— 2) nicht wahrfcheinlich ift, und dafl folglich die 
Beobachtungen nicht zur Beflimmung des gefuchten wahren Werthes 
von A geeignet find. 

28. In fehr vielen Fällen, und befonderd in ber Aftronomie, iſt 
die Größe, welche man burch die Beobachtungen beflimmen will, eine 
gegebene Function mehrerer Elemente, weiche fchon naͤherungsweiſe bes 
kannt find, und woran blos noch fehr Heine Correctionen vorgenommen 
werden folen, deren Probucte und höhern Potenzen, als die erfle ver⸗ 
nachläffigt werden. Die gegebene Function wird alddann eine lineare 
Funetion diefer unbekannten Gorrectionen, welche man fucceffive allen 
durch Beobachtung erhaltenen Refultaten gleichfegt, woburd; man ebenfo- 
viele Bedingungsgleihungen erhält, ald man Beobachtungen hat. Die 
Anwendung dieſer linearen Sleihungen zur Beflimmung ber Correctio: 
nen ber Elemente nad einer großen Anzahl von Beobachtungen hat 
fehr viel' zur Vervollkommnung der aftronomifhen Tafeln beigetragen. 
Es fheint, daſſ Euler und T. Mayer die erften gewefen find, 
welche fie angewandt haben, ber erſte in feiner Abhandlung über Die 
Libration ded Mondes und der andere in feiner Schrift über die Per- 
turbationen des Jupiterd und Saturnd, welche 1750 von ber Parifer 
Akademie gekrönt wurde. Da aber die Anzahl diefer linearen Gleichun- 
gen immer größer ift, als die ber zu beflimmenden Unbefannten, fo 
fand bei ihrer Auflöfung immer die Unannehmlichkeit ftatt, daſſ man 
aus demfelben Syfteme von Gleihungen verfchiedene Refultate ableiten 
fonnte, wenn man verfchiedene Rechnungsmethoden anwandte, und 
Diefe Unannehmlichkeit fand bis zu der Zeit flatt, wo Zegendre eine 
directe und einformige Methode in Worfchlag brachte, welche allgemein 
unter dem ihr von ihrem Erfinder gegebenen Namen der Methode 
der Heinften Quadrate angenommen wurde.*) Sie befteht be 
Fanntlich darin, daff man von dem Reſultate jeber Beobachtung bie 
lineare Bunction abzieht, welche einen Näherungswerth liefert, ber Un⸗ 





) Es iſt jest allgemein bekannt, daff Gauß dieſe Methode weit früher als Le⸗ 
gendre entdedt und angewandt hat. 























terſchied ift der Beobachtungsfehler, dafi man die Summe ber Qua- 
brate aller diefer Unterfchiede bildet und dann ihre fucceffive in Bezie⸗ 
dung auf die Correctionen aller Elemente genommenen Differenziale 
—06 fegt, woburd man ebenfo viele Gleichungen erhält, als man 
unbekannte Größen zu beflimmen bat. Diefe Methode, wenn fie 
auch nur den Vortheil der Gleichfoͤrmigkeit und Beſtimmtheit gewährte, 
würde den Beobachtungswiſſenſchaften ſchon einen fehr wichtigen Dienft 
leiften; allein fie ift auch zugleich die Methode, welche an dem Werthe 
jedes Elementes den Mleinften Fehler befürchten laͤſſt, wie Laplace 
durch die Wahrſcheinlichkeitsrechnung gezeigt hat. Zum Schinffe wol: 
‚ len wir noch bemerken, dafj, wenn man, nachdem man bie Correctios 
ner der Elemente nah der Methode der kleinſten Quadrate berechnet, 
und ihre Werthe in die linearen Ausdrude der Beobachtungsfehler ſub⸗ 
flituirt hat, die Summe der ungeraben Potenzen aller dieſer Fehler 
bildet und fie durch die Duabratwurzel aus der Summe ihrer boppelten 
Motenzen dividirt, die Größe ded Quotientn ein Kriterium an die 
Hand gibt, wornach man die Beobachtungsrefultate verwerfen, oder 
beibehalten muſſ, wenn fie übrigens eine hinreichende Wahrfcheinlichkeit 
haben. Denn es würbe fich ergeben, dafl ed fehr wahrfceinlich ift, 
daff diefer Quotient ein wenig beträchtliher Bruch fein muff, und 
durch eine ziemlich complicirte Rechnung könnte man für eine beltebige 
Anzahl corrigirter Elemente den genauen Werth dieſes Bruches für einen 
beſtimmten Grab von Wahrfcheintichkeit beſtimmen. 
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für y den Werth nimmt, weh pl gibt, fo kann man faſt 1 
gegen 1 wetten, daſſ 


r<(0,47613)V 2 oder r <.0,67336 


if, wenn bie Boraußfegımg In 2 =f,(-2) wii ſtattfindet. Wenn 
man alfo das Verhältniff 7 für einen beflimmten Erponenten berechnet, 
und man findet feinen Werth größer ald 0,697336 oder etwas Heiner 
als dieſen Bruch, fo iſt diefes fehon eine genügenbe Anzeige, daſſ bie 
Hypothefe f, 2=/,(— 2) nicht wahrfcheinlich ift, und daff folglich die 
Beobachtungen nicht zur Beſtimmung bed gefuchten wahren Werthes 
von A geeignet find. 

28. In fehr vielen Fällen, und befonberd in der Aftronomie, iſt 
die Größe, weiche man durch die Beobachtungen beflimmen will, eine 
gegebene Function mehrerer Elemente, welche fchon näherungäweife be 
kannt find, und woran blos noch fehr Heine Gorrectionen vorgenommen 
werben follen, deren Producte und höhern Potenzen, ald die erfle ver- 
nachläffigt werben. Die gegebene Function wird alsdann eine lineare 
Function biefer unbefannten Correctionen, welde man fucceflive allen 
durch Beobachtung erhaltenen Refultaten gleichſetzt, wodurch man ebenfo- 
viele Bebingungdgleihungen erhält, ald man Beobachtungen hat. Die 
Anwendung diefer linearen Gleichungen zur Beflimmung der Correctio⸗ 
nen der Elemente nad einer großen Anzahl von Beobachtungen hat 
fehr viel' zur Wervolllommnung der aftronomifchen Tafeln beigetragen. 
Es fheint, dal Euler und T. Mayer die erften gewefen find, 
welche fie angewandt haben, der erfie in feiner Abhandlung über bie 
Libration ded Mondes und ber andere in feiner Schrift über die Per: 
turbationen des QJupiterd und Saturns, welche 1750 von der Parifer 
Akademie gekrönt wurde. Da aber die Anzahl diefer linearen Gleichun- 
gen immer größer ift, als die der zu beflimmenten Unbefannten, fo 
fand bei ihrer Auflöfung immer die Unannehmlichkeit ftatt, daſſ man 
aus demfelben Syfteme von Gleichungen verſchiedene Refultate ableiten 
fonnte, wenn man verfchiedene Rechnungdmethoden anwandte, und 
diefe Unannehmlichkeit fand bis zu der Zeit flatt, wo Zegendre eine 
directe und einförmige Methode in Vorſchlag brachte, welche allgemein 
unter dem ihr von ihrem Erfinder gegebenen Namen der Methode 
der Heinften Quadrate angenommen wurde.*) Sie befteht be 
Fanntlih darin, daſſ man von dem Reſultate jeder Beobachtung die 
lineare Bunction abzieht, welche einen Naͤherungswerth liefert, der Uns 





) Es iſt jest allgemein bekannt, daſſ Gauß dieſe Methode weit fruͤher 
gendre entdeckt und angewandt Hat. 
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terſchied ift der Beobachtungsfehler, daſſ man bie Summe ber Qua⸗ 
drate aller biefer Unterfchiede bildet und dann ihre fucceffive in Bezie⸗ 
dung auf die Cortectionen aller Elemente genommenen Differenziale 
=0 fegt, woburd man ebenfo viele Gleihungen erhält, ald man 
unbefannte Größen zu beſtimmen bat. Diefe Methode, wenn fie 
auch nur den Vortheil der Gleichfoͤrmigkeit und Beßimmtheit gewährte, 
würbe den Beobadhtungswiffenfchaften ſchon einen ſehr wichtigen Dienft 
leiften; allein fie ift auch zugleich die Methode, welche an dem Werthe 
jedes Elementes den Heinften Fehler befürchten laͤſt, wie Laplace 
durch die Wadhrſcheinlichkeitorechnung gezeigt hat.  Bum Schluſſe wol⸗ 

‚, lm wir nod bemerken, daff, wenn man, nachdem man die Correctios 
nen der Elemente nach der Methode der Heinften ‚Quadrate berechnet, 
und ihre Werthe in die linearen Ausbrüde der Beobachtungäfehler fubs 
flituirt Hat, die Summe der ungeraden Potenzen aller biefer Fehler 
bildet und fie durch die Quadratwurzel auß der Summe ihrer doppelten 
Potenzen divibirt, die Größe des Quotienten ein Arıterium an bie 
Hand gibt, wornah man die Beobachtungsreſultate verwerfen, ober 
beibehalten muſſ, wenn fie übrigens eine hinreichende Wahrſcheinlichkeit 
baben. Denn es wuͤrde ſich ergeben, daſſ es fehr wahrſcheinlich ift, 
daſſ dieſer Quotient ein wenig betraͤchtlicher Bruch ſein muſſ, und 
durch eine ziemlich complicirte Rechnung koͤnnte man für eine beliebige 
Anzahl corrigirter Elemente den genauen Werth diefed Bruches für einen 
beftimmten Grab von Wahrſcheinlichkeit beflimmen. 
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h=t3| Sf) eds (/er=d2)'}. (20) 


Man Tann diefed Refultat auf eine andere Form bringen, wenn 
man in der Gleichung (19): 


uV h=»v, vVh=d 


ſetzt, wodurd man: 
P=7z Se » Ei) 


fuͤr die Wahrſcheinlichkeit erhaͤlt, daſſ der Bee von — im zwifchen 
den Grenzen : 

28 

j Vs 

liegt. Die unendlich Peine Wahrfcheinlichkeit eines zwiſchenliegenden 
Werthes x, +—- 75 Be fi) aus der Formel (17), wenn man 75 


x, &— 


für o ſetzt, und fie mit TE multiplicirt. 


Man fieht, daſſ diefe Wahrſcheinlichkeit für einen gegebenen Werth 
von Ö von zwei unbefannten Größen + und g abhängen würde, wäh- 
rend die Wahrfcheinlichkeit der vorhergehenden Grenzen, deren Kennt⸗ 
niff genügt, nur von ber einen unbefannten Größe A abhängt, deren 


Werth wir nun noch nah ten s Beobachtungörefultaten zu berechnen 
haben. 


24. Zu dem Zwecke ſei: 
MJje, @=°, te, b=x,+b', 


fo haben wir: 


BE} zdı=1, /) zfuzde= 
wodurch fich die Gleichung (20) in: 


verwandelt, und wenn wir: = 











" 819 
A=z(#—x,)?=2z? 


—F fo iſt die Größe Ak in $. 21. das Doppelte dieſes Werthes 
von 2. 


Nah der Formel (17) ift die unendlich Heine Wahrſcheinlichkeit 
der Sleihung (18) von der Form: 


wo U eine Function von z iſt, welche fuͤr gleiche und entgegengeſetzte 
Werthe von zw denſelben Werth mit demſelben Zeichen und von ber 
u 1 hy 
Kleinheitsordnung des Bruches —— hat. Wenn man die Gleichung 
Pa Ss 
(18) auf dem vorhergehenden Werth von X anwendet, und folglich 2% 
für k feet, fo ergibt fich daraus: 


1 
h=——-2m—x,)?+uo, 
wo 0 eine von u unabhängige Größe iſt, die ebenfall® von der Klein: 
ii, . 
heitsordnung v; iſt. Werden diefelben Formeln (17) und (18) auf 
8 

den Fall von X=x angewandt, fo geben. fie: | 

2 = Intel, 


: und für die Wahrfcheinlichkeit diefer Gteichung: 


wo 0’ und U’ ‚Größen von der Kleinheitdorbnung des Bruches — 


find, und wovon bie erfte von w’ unabhängig, ‚aber die zweite eine 
Function von @° ift, welche weber das Zeichen, noch den: Werth für 
gleiche und entgegengefehte Werthe von u’ ändert: Die Wahrfcheintich- 
keit, daſſ diefe beiden legten Gleichungen gleichzeitig flattfinden, ift das 
Product ihrer refp. Wahrfcheinlichkeiten, wie wenn diefe beiden Glei⸗ 
chungen zwei von. einander unabhängige Ereigniffe wären; denn da bie 
Wahrfcheinlichkeit jeder derfelben unendlich Hein ift, fo kann jede diefer 
Steihungen die MWahrfcheinlichkeit der andern nur um eine unendlich 
Heine Größe der zweitin Ordnung ändern. Wenn man nun-x, zwi⸗ 
fchen diefen beiden Gleichungen eliminirt, der Kürze wegen: 





20. 
—Im=m, —E0n—m)o=A, 5 Zım— m =u 


feßt und dad Quabrat von 0’ vernachhläffigt, fo hat man: 
kh=zutuc—u’A, 
und die Wahrſcheinlichkeit diefes Werthes von A fl eine unendlich Beine 
Größe der zweiten Orbnung, nämlich: 
(—_e“ er Luu U'+u'u 0) dudu', 


indem auch dad Product UU?, welches nad ber Vorausſetzung eine 
Größe von ber Kleinheitordnung des Bruches — — iſt, vernachlaͤſſigt 
wird. 

Wenn wir dieſen Werth von Ak in bie Karma (21) fubflitwiren, 
nach den Potenzen der Größe vu—u’A entwideln und dad Duabrat 


derfelben, welches von ber Kleinheitsordnung des Bruches — = wire, 
vernachläffigen; fo erhalten wir: 
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wo p’ ber Werth von * für A=u iſt. 
Diefer Werth von p wäre die Wahrfcheinlichleit der Grenzen 
0.928 
x +77 ded mittlern Refultates — Ein, wenn der fubftituirte Werth 
— 


von A gewiſſ wäre; aber da die verſchiedenen Werthe von 4 nur wahr⸗ 
fcheinlih find, fo ift die. Wahrfcheinlichleit diefer Grenzen, welche je 
dem dieſer Werthe entfpricht, das Product aus dem entiprechenden Wer⸗ 
the von p und ber Wahrfcheinlichkeit de Werthed von 5. Die Total- 
wahrfcheinlichkeit derfelben Grenzen, oder ihre, ſich auf alle Werthe von 
A beziehende Wahrfcheinlichkeit ift dad auf alle Werthe von = und af, 
welche den GCoefficienten von du du’ nicht unmerklich Hein. machen, ers 

firedte Integral dieſes Productes. Wenn man alfo wieder die Größen 


von ber Kleinheitdordrtung des Bruches - vernachläffigt und bemerkt, 


daſſ die mit einer ungeraden Potenz von u oder u’ multiplicirten Glie⸗ 


ber bei den Integrationen verſchwinden; fo erhält man für die geſuchte 
Wahrſcheinlichkeit: 














7 SO ra ff auan, 
zV au 


und da man die Integrale in Beziehung, auf u und w’ ohne merfli- 
chen Fehler von — O bis + erfireden Tann, fo vebucirt fie fih auf: 





welche Feine andere ift, als bie  Burd die Formel (21) ausgedruͤckte, 
wenn man darin Aus febt. 


Bei dem Grade von Annäherung, wobei wir flehen geblieben find, 
d. h. wenn die Größen von der Kleinheitsorbnung des Bruched - 


vernachläffigt werden, ift die Größe 1 der Werth von %, melden man 
"in die Formel (21), oder vielmehr in. die Grenzen des mittlern Reſul⸗ 


tates — Ein, welchem die Formel (19) entſpricht, fuhflituiren mufl. 


Diefer Werth von 3 laͤſſt fih auf die beiden folgenden Formen 
bringen: 


h=_—- Z(m—m)2, 


1 . ‚ (02). 
h=—z2|s ZA — (Zm)?] | 


welche gleichbedeutend find, wenn man bemerkt, daſſ — Zin=m ges 


ſetzt iſt. Die numerifhe Berechnung - des erften Ausdruckes nad den 
Abweichungen der Beobachtungen zu beiden Seiten des mittlern Wertheß, 
d. h. nah den Werthen von Au— a, ift immer leicht, während bie 
Berehnung ded zweiten Ausbruded im Algemeinen weit weniger be⸗ 
quem und oft ganz unausführbar ift. 

Die Formel (21) und den durch Beobachtungsdata audgebrüdten 
Werth von 7 verdankt man Kaplace, welcher viele intereffante Ans 
wendungen davon gemacht hat. Lagrange iſt der erfte, welcher bie 
Wahrfcheinlichkeit des arithmetifchen Mittels aus Beobachtungsrefultaten 
der Rechnung unterworfen hat; allein er hatte das Wahrſcheinlich⸗ 


) Tome V. des ancieus Memoires de Turin. 
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feitögefe der Werthe der Unbekannten ald bekannt angenommen, und 
Laplace ift es, welcher zuerft die Mahrfcheinlichkeit des mittlern Res 
ſultates bei einer großen Anzahl von Beobachtungen von diefem Geſetze 
unabhängig gemacht hat. Die vorhergehende Analyfe ift, wie ed uns 
fheint , geeignet, die Zweifel zu befeitigen, welche über die Anwendung 
des Werthes“ von A und über den Grab der Genauigkeit der Formel 
(21) noch "Rattfinden Bönnten. *) 

25. Die Größe =, ‚.gegen welche das mittlere Reſultat der Be⸗ 
obachtungen convergirt, wenn ihre Anzahl immer größer und grö- 
Ber wird, ift nicht nothwendig einer der Werthe von A, welche die 
größte Wahrſcheinlichkeit haben, und durch die einzelnen Beobachtun- 
gen am häufigften gegeben werben; ed kann fogar geihehen, daff ihre 
Bahrfcheinlichkeit völlig Null ift, fo daſſ diefer Werth von — durch 
Beine fpeciele Beobachtung gegeben werben kann. Diefed findet z. B. 
flatt, wenn alle die Zunctionen /„*° für denfelben Werth von = ver 
fhwinden und bieffeitd und jenfeitd dieſes Werthes fommetrifch find. 
In dem betrachteten allgemeinen Zalle, d. h. in dem Zalle, wo bie 
Wahrſcheinlichkeitscurve, deren Gleichung y=/,x ift, fih von cine 
Beobachtung zur andern ändert, kann ed auch gefchehen, daſſ die Schwer: 
punkte der Flächen aller diefer Curven nicht auf derfelben Ordinate lie 
gen. Alsdann ändert fich die Abſciſſe <, mit ber Anzahl s der Beob⸗ 
achtungen, und wenn man s in zwei Theile s’ und s, theilt, welche 
noch fehr große Zahlen find, fo find die mirtlern Reſultate dieſer bei⸗ 
ben einzelnen Heihen von s’ und s, Beobachtungen nicht mehr biefels 
ben, obgleich der in jeder Reihe zu befuͤrchtende Behler fehr Hein ift und 
beide eine fehr große Wahrſcheinlichkeit haben. 

Die Berehnung der fernern mittlern Lebensdauer if 
eine ber finnreichften Anwendungen, welche man von ben vorhergebens 
ben Formeln gemacht hat. Geſetzt, man betrachtete eine fehr große 
Anzahl s, z. B. eine Million, zu berfelben Zeit geborner Kinder, io 
tft, wenn & irgend eine Zeit und /,x die unenblich Feine Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ eins dieſer Kinder die Zeit x überlebt, bezeichnet, und 
wenn man die Lebendbauer als einen eventuellen Gewinn betrachtet, 
die Summe aller möglichen. Werthe von x, jeben mit feiner refp. Wahr: 


fcheinlichfeit multiplieirt, oder f: zf„z dx der Gewinn, ober die Lebens: 


hoffnung dieſes Kindes. Die mittlere Lebensdauer’ ift alfo der Quo⸗ 
tient aud der Summe biefer fich auf alle Kinder beziehenden Integrale 





*) Premidr Supplöment à la Theorie analytique des probabilites. 














. 1 
und ihrer Anzahl s, ober =—2 zf,vdx, indem jedes Integral 
von =0 bis zu einem Berthe von = erſtreckt wird, welcher f„z 
verschwinden oder unmerklich Hein macht, und welchen man ald bie 


Grenze des menfchlichen Lebens betrachten Tann. Diefe Größe haben 
wir aber vorhin mit z, bezeichnet, und ihr Naͤherungswerth ift folg- 


lich = Ihn, indem für A,, Ay, ... bie Alter genommen werben, 


in weichen s andere Indivibuen geftorben find, die in demfelben Lande, als 
die betrachteten Kinder und zu einer der Geburt biefer fo nahe ald mög: 
lich liegenden Zeit geboren find. Diefelben Werthe von A,, Ay, ..- 
Dienen auc zus Berechnung ber Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Differenz 


ro, — — Le oder ber Behler von x, =-- 3% zwiſchen gegebenen 


Grenzen liegt. Die unbekannte Function pas ift für die verfchiedenen, 
zu derfelben Zeit und in demſe ben kande geborenen Kinder fehr verſchieden, 


aber bie mittlere Function —afas, und folglich die mittlere Lebens⸗ 
bauer — 2 JS: zf,xdx indert fi) ohne Bweifel nur fehr langſam 


mit ber Erliſchung von Krankheiten und der Verbeſſerung der ſocialen 
Verhaͤltniſſe. Die Erfahrung allein kann uns lehren, ob dieſe mittlere 
deendauer ſtationaͤr iſt, oder ſich in großen Zwiſchenzeiten merklich 
ndert. 

Nach denſelben Prinzipien berechnet man den mittlern Gewinn 
und ſeine Wahrſcheinlichkeit, welche man in einer ſehr großen Anzahl 
von Spekulationen nach den' bekannten Verluſten und Gewinnen einer 
andern ſehr großen Anzahl aͤhnlicher Spekulationen, d. h. deren mittlere 
Wahrſcheinlichkeit als dieſelbe betrachtet wird, erwarten kann. 

26. Wenn man durch eine Reihe von Beobachtungen irgend eine 
Groͤße A beſtimmen will, fo fest man dabei ſtillſchweigend voraus, 
daſſ es unter allen Werthen, welche die Größe A, a priori haben kann, 
einen von folcher Befchaffenheit gibt, daſſ ed eben fo wahrfcheinlich ifl, 
denfelben bei jeber Beobachtung zu Bein als zu groß zu finden, und 
man: nimmt ferner an, daſſ diefer unbekannte Werth für alle Beobach⸗ 
tungen berfelbe ift, und gerade biefer Werth von A iſt ed, welden 
man wiflen will, d. b. daſſ alle Curven, welche ſich aus der Gleichung 
M ergeben, zu beiden Seiten eines ihrer Punkte ſymmetriſch find, 
und daff diefer Punkt für dieſe verfchiedenen Curven berfelben Abfeiffe - 
entfpricht, welche den unbelannten Werth von A darſtellt. In biefer 
Vorausſetzung liegen bie Schmerpuntte der Flächen diefer Eurven und 
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der der Fläche ber mitten Sure, deren Gleihung y= — far if, 


auf derfelben gemeinfchaftlihen Drbinate, deren Abfiiffe denfelben Werth 
ausdrüudt. Wenn man die Beobachtungen vervielfältigt, fo ift die Größe 
x, , welcher fich die erhaltenen Werthe ohne Ende nähern, conftant, 
oder von der Anzahl s der Beobachtungen unabhängig, und man bat 
bie dur bie Formel (19) ausgedruͤckte Wahrfcheinlichkeit, daſſ das 


1. | 
mittlere Refultat —: An fih von z,, ober von dem wahren Werthe 
2; VYh 


von A nit um eine größere ober Heinere Größe, als Vr ent⸗ 
$ 

fent. Der Werth von 4 wirb, wie man weiter :oben gefehen hat, 
auch durch die Beobachtungen gegeben, und ift von dem Grabe ihrer 
Genauigkeit abhängig, To daſſ, wenn es fih z. B. um die Meffung 
eines Winkel handelt, diefe Größe A für zwei mit verfchiebenen In⸗ 
firumenten ober von verfchiedenen Beobachtern angeftellten Verſuchs⸗ 
reihen fehr verfchieden fein kann. Wenn ed fih um die Größe eine 
Phaͤnomenes, wie z B. um den Unterfchted der Barometerhöhen zu 
zwei verfchiebenen Zeiten bed Tages, handelt, fo ift A auch von zu⸗ 
fälligen und veränberlihen Urfachen abhängig, welche auf diefe Baro- 
meterhöhen einen ungleihen Einfluff haben, und welche man bem Zu: 

flande der Atmofphäre zufchreiben Tann. 
Wie Hein aber die Grenze 2 ded zw befürchtenden Fehlers 

$s 


1 a: 
auch fein mag, wenn man — ZA für den Werth von A nimmt, 


und welche Wahrfcheinlichkeit fie aucd haben mag, fo darf man dabei doch 
nicht aus den Augen verlieren, daſſ diefer Werth der Bedingung der 
Symmetrie aller Functionen /„x zu beiben Seiten deffelben Werthes 
von r fuborbinirt if. Wenn durch irgend eine unbekannte Urfache, wie 
die Fehler der Anftrumente, oder die veränderlichen Umftände, welche 
auf vie fraglichen Erſcheinungen Einfluff haben, die Zehler in dem 
einen oder dem andern Sinne das Uebergewicht befommen, ober viel- 
mehr, wenn fich die Größe von A während der Dauer der Beobach- 
tungen ändert; fo findet bie in Rebe ftehende Vorausſetzung nicht flatt. 


1 
Die Größe — An ift immer ber Näherungdwerth der Abſciſſe =, ; 


aber x, drüdt nicht mehr die Größe aus, welche man beflimmen 
wollte, und die Beobachtungen find unbraudbar. Es wäre alfo von 
Wichtigkeit, wenn man aus den Beobachtungen ſelbſt erkennen könnte, 
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ob fie mit der Borausfehung ber Symmetrie von /nx verträglich find, 
und in der That gibt es Bedingungen, welchen die Beobachtungen 
genügen muͤſſen, wenn dieſe Hypotheſe auf bie Wahrſcheinlichkeitsgeſetze 
der Werthe von A anwendbar iſt. 

27. Solche Bedingungen erhält man, wenn man für die Fune⸗ 
tion X eine ungerade Potenz von c— x, nimmt, b. b. wenn man, 
indem 2 eine ungerade pofitive Zahl bezeichnet, 


X=(2—x,)! 


ſetzt. Nach den Bereichnungen in $. 24. find bie Größen kn kn 
m $. 21: 


= Sr zlfizdz, kn a "zuif' zdz. 


| In der Vorausſetzung, dafj alle die Sunctionen mx zu beiden 
Seiten deſſelben Werthed von = fommetrifch find, ift diefer Werth 
=r,, und man hat: 


= 2), ab, 
wodurch der Werth von Aa=0 gemacht wird, und bie Größen k, h 
in $. 21. find alddann: 
k=0, h=—.2 [ z:ifizdz. 


Nach 8. 22 wird alfo durch die Formel (19) die Wahrfcheinlich- 
keit p auögebrüdt, dafj der abfolute Werth von (A, —z,) Heiner ift, 


als 2yV hs. Diefe Wahrſcheinlichkeit iſt z. B. =}, wenn man 
y=0,47614 nimmt. Aber wenn bie —* s der Beobachtungen 
ſehr groß iſt, r ift es ſehr wahrſcheinlich, daf das mittlere Beobach⸗ 


tungsreſultat — Lin fehr wenig von x, verſchieden, und daſſ zu 
gleicher Zeit die Summe 24 —x,)2° fehr nahe der Werth von 
2/" tf'2d: oder von 2hs if. Wenn man alfo der Kürze 
wegen: 

| _ Zn nm) _ 

V z0,— m): m 


ſetzt, fo bat man eine fehr wenig von p verfchiebene Woehrſcheinlch⸗ 
keit, daſſ dieſes Verhalmiſ r kleiner, als Vz ift, und wenn man 


1 zZAn= n, 








526 


für y den Werth nimmt, wer p= 4 gibt, fo Bann man faſt 1 
gegen 1 wetten, daſſ 


r<(0,47014)V 2 oder r<0,67336 


it, wenn bie Voraudſetzung f, 2=f” (2) wirküch ſtattfindet. Wenn 
man alfo dad Verhättnifl 7 für einen befiimmten Erponenten berechnet, 
und man findet feinen Werth größer ald 0,67336 oder etwas Heiwer 
als diefen Bruch, fo ift diefes ſchon eine genuͤgende Anzeige, daſſ bie 
Hppothefe /, 2 =, (— 2) nicht wahrfcheinlich ift, und daff folglich die 
Beobachtungen nit zur Beſtimmung des gefuchten wahren Werthes 
von A geeignet find. 

28. In fehr vielen Fällen, und befonderd in der Aftronomie, ift 
die Größe, weiche man durch die Beobachtungen beftimmen will, eine 
gegebene Function mehrerer Elemente, welche ſchon naͤherungsweiſe bes 
kannt find, und woran blos noch fehr Heine Sorrectionen vorgenommen 
werden follen, deren Probucte und höhern Potenzen, als die erfle ver⸗ 
nachläffigt werden. Die gegebene Function wird alsdann eine lineare 
Function diefer unbefannten Gorrectionen, welche man fucceffive allen 
durch Beobachtung erhaltenen Refnltaten gleichſetzt, wodurch man ebenfo= 
viele Bedingungdgleihungen erhält, ald man Beobachtungen hat. Die 
Anwendung bdiefer linearen Gleichungen zur Beſtimmung der Correctios 
nen der Clemente nach einer großen Anzahl von Beobachtungen hat 
fehr viel‘ zur Vervollkommnung der aftronomifhen Zafeln beigetragen. 
Es ſcheint, daſſ Euler und & Mayer bie erften gewefen find, 
welche fie angewanbt. haben, ber erfie in feiner Abhandlung über Die 
Libration des Mondes und ber andere in feiner Schrift über Die Pers 
turbationen des QJupiterd und Satumd, weiche 1750 von ber Parifer 
Akademie gekrönt wurde. Da aber die Anzahl diefer linearen Gleichun⸗ 
gen immer größer ift, ald die ber zu beflimmenden Unbefannten, fo 
fand bei ihrer Aufldfung immer die Unannehmlichkeit ftatt, daff man 
aus bemfelben Syſteme von Gleichungen verfchiedene Refultate ableiten 
fonnte, wenn man verfchiedene Rechnungsmethoden anwandte, und 
Diefe Unannehmlidhkeit fand bis zu der Zeit flatt, wo Zegendre eine 
directe und cinförmige Methode in Vorſchlag brachte, welche allgemein 
unter dem ihr von ihrem Erfinder gegebenen Namen der Methode 
der Fleinften Quadrate angenommen wurde,*) Sie befteht bes 
kanntlich darin, daſſ man von dem Reſultate jeder Beobachtung Die 
lineare Sunction abzieht, welche einen Näherungswerth liefert, der Uns 





*) Es ift jest allgemein befannt, daff Gauß dieſe Methode weit fruͤher als Les 
gendre entdeckt und angewandt hat. 
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terfchieb ift der Beobachtungsfehler, daſſ man die Summe der Qua- 
brate aller diefer Unterfchiede bildet und dann ihre fucceffive in Bezie⸗ 
hung auf die Gorrectionen aller Elemente genommenen Differenziale 
—0 fest, woburd man ebenfo viele Gleichungen crhält, .ald man 
unbelannte Größen zu beflimmen bat. Diefe Methode, wenn fie 
auch nur den Vortheil der Gleichfoͤrmigkeit und Beſſimmtheit gewährte, 
würde den Beobadtungdwiffenichaften ſchon einen fehr wichtigen Dienft 
leiften; allein fie ift auch zugleich die Methode, weldhe an dem Werthe 
jeded Elementes den kleinſten Fehler befürchten läfft, wie Laplace 
durch die Wahrſcheinlichkeitsrechnung gezeigt hat. Bum Schluſſe wol- 


‚ In wir nod bemerken, dafl, wenn man, nachdem man die Correctios 


nen der Elemente nach der Methode der Heinften ‚Quadrate berechnet, 
und ihre Werthe in die linearen Ausdrüde der Beobachtungdfehler ſub⸗ 
flituirt bat, die Stimme der ungeraden Potenzen aller dicfer Fehler 
bildet und fie durch die Quadratwurzel aus der Summe ihrer doppelten 
Motenzen dividirt, die Größe ded Quotienten ein Krıterium an bie 
Hand gibt, womah man die Beobachtungdrefultate verwerfen, oder 
beibehalten muſſ, wenn fie übrigens eine hinreichende Wahrſcheinlichkeit 
haben. Denn es würbe fich ergeben, daſſ es fehr wahrſcheinlich ift, 
daſſ diefer Quotient ein wenig beträchtliher Bruch fein muff, und 
durch eine ziemlich complicirte Rechnung koͤnnte man für eine beliebige 
Anzahl corrigirter Elemente den genauen Werth diefes Bruches für einen 
beflimmten Grad von Wahrſcheinlichkeit beftimmen. 


Anhang IV. 


Ueber die Anwendung der WahrfcheinlichPfeits: 
zechunug auf Die Raturpbilofopbie. 


Die Naturerſcheinungen ſind groͤßtentheils von ſo viel fremdartigen 
Umſtaͤnden umhuͤllt, und eine ſo große Anzahl perturbirender Urſachen 
miſchen ihren Einfluſſ mit ein, daſſ es ſehr ſchwer wird, jene Erſchei⸗ 
nungen in ihrer Reinheit zu erkennen. Man kann dieſen Zweck nur 
dadurch erreichen, daſſ man die Beobachtungen oder Verſuche verviel⸗ 
faͤltigt, damit ſich die fremdartigen Einfluͤſſe gegenſeitig aufheben und 
durch. die mittlern Reſultate dieſe Erſcheinungen und ihre -verfchiedenen 
Elemente hervortreten. Je größer die Anzahl der Beobachtungen ift, 
und je weniger fie fich von einander entfernen, befto mehr nähern ſich 
ihre Refultate der Wahrheit. Diefe lebte Bedingung wirb durch bie 
Mahl der Methoden, durch die Genauigkeit der Inftrumente, und dur 
die Sorgfalt, mit welcher man beobachtet, erfüllt. Hierauf beftimmt 
man durch die Theorie der Wahrfcheinlichleiten die vortheilhafteften mitt: 
lern Refultate oder die, bei welchen der Zehler am kleinſten iſt. Aber 
diefed genügt noch nicht, fondern man muff auch die Wahrfcheinlichkeit 
beftimmen Finnen, daſſ die Fehler diefer Nefultate zwifchen gegebenen 
Grenzen liegen; denn ohne dieſes würde man von dem erreichten Grade 
der Genauigkeit nur eine unvollſtaͤndige Kenntniff erlangt haben. Die 
Formeln, vermittelft welcher man diefen Zwed erreichen kann, find folg- 
lich eine wahre Bervolllommnung ber Methode der Wiffenfchaften, und 
ed ift daher von hoher Wichtigkeit, fie kennen zu lernen. Die zu ib: 
ver Ableitung erforberlihe Analyfe ift die feinfte und fchwierigfte der 
Theorie ber WBahrfcheinlichfeiten,. und die erhaltenen Kormeln haben . 
ben merkwürdigen Vortheil, daſſ fie von dem Wahrfcheinlichkeitöge- 
fee der Fehler unabhängig find und nur Größen enthalten, welche durch 
bie Beobachtungen felbft gegeben werben, oder ber Ausdruck derfelben 
find. Ä 
Jede Beobachtung wird durd, eine Yenction der Elemente, welche 
man beflimmen will, analytiſch ausgedruͤckt, und wenn biefe Elemente 





ſchon näherumgsweife bekannt find, fo wird diefe Function eine lineare 
Function ihrer Correttionen. Wenn man fie ber Beobachtung felbft 
gleich ſetzt, fo bildet man eine fogenannte Bebingungsgleihung, und 
wenn ‚man eine große Anzahl ſelcher Gleichungen hat, fo verbindet man 
fie fo mit einander, daſſ man ebenfo viele Endgleihungen erhält, als 
es Elemente gibt, deren Gorrectionen man alddann durch die Auflöfung 
dieſer Gleichungen beſtimmt. Aber welches iſt die vortheilhaftefte Ver: 
bindungsart diefer Gleichungen, um die Endgleihungen zu erhalten? 
Welches ift das Wahrfcheinlichkeitögefeu ber Sehler, womit bie daraus abs 
- geleiteten Efemente noch behaftet fein koͤmmen? Diefed lehrt die Theorie 
der Wahrfcheinjikeiten. Die Bildung einer Endgleihung vermittelft 
der Bedingungdgleichungen läuft darauf hinaus, daſſ man jebe der 
letztern durch einen unbeflimmten Factor muitiplicirt umb die Producte 
zufammenabdirt; aber man muſſ das Kactorenfuflem wählen, bei wels 
chem der zu befürchtende Behler am Heinften wird. Nun tft aber eim- 
leuchtend, daſſ, wenn man die pofitiven Fehler eined Elementes durch 
ihre reſp. Wahrſcheinlithkeiten multiplicirt, dad vortheilhaftefte Syſtem 
das ift, worin die Sumnte. diefer fämmtlich pofitio genommenen Pros 
ducte ein Minimum iſt. Denn ein pofitiver oder negatives Fehler muſſ 
ald ein Verluſt betrachtet werben. Bildet man alfo diefe Summe von 
Prodixten, fo wird durch die Bebingung bed Minimums bad Syſtem 
der zu wählenden Factoren beſtimmt. Auf diefe Weife findet man, 
daff diefed Syſtem das der Coefficienten der Elemente in jeder Bedin⸗ 
gungdgleichung ift, fo daſſ man eine esfie Endgleichung bildet, wenn 
man jede Bedingungsgleichung refp. durch ihren Goefficienten bed erften 
Elementes multiplicirt, und ale fo gebildeten Producte zufammenabbirt. 
Eine zweite Endgleihung wirb gebildet, wenn man ebenfo den Eoeffi- 
cienten ded zweiten Elemented anwenbet, u. f. f. Auf diefe Weile 
entwickeln fich die Elemente und Geſetze der in einer großen Anzahl 
von Beobachtungen enthaltenen Erfcheinungen mit der größten Evidenz, 
und man kann den Ausdruck des bei jedem. Elemente zu befürchtenden 
mittlern Fehlers beflimmen. Diefer Ausdruck gibt die Wahrfcheinlichkeit 
der Fehler, womit dad Element noch behaftet fein Tann, und welche 
der Zahl proportional iſt, deren hyperboliſcher Logarithmus die Einheit 
ift, zu einer Potenz erhoben, welche den Quotienten aus dem negativ 
genommenen Quadrate ded Fehlers und dem Producte ded Quadrates 
diefes doppelten Ausdrudes und dem Verhaͤltniſſe des Kreisumfanges 
zum Durchmefler zum Erponenten bat. Der Goefficient des negativen 
Quadrates des Zehlerd in diefem Erponenten kann alfo. ald ein Mo⸗ 
dulus der Wahrfcheinlichleit der Fehler betrachtet werben, weil, wenn 
der Fehler derjelbe bleibt, die Wahrſcheinlichkeit ſchnell abnimmt, wenn 
Poiſſon's Mahrfcheinlichkeiter. ıc. 34 








diefer Goeffictent zunimmt, fo daſſ bad erhaltene Refultat, wenn man 
fo fagen darf, deſto mehr gegen die Wahrheit wiegt, je größer diefer 
Modulus ift,. weichen wir daher das Gewicht des Nefultated nen⸗ 
nen. Vermoͤge einer merkwürbigen Analogie diefer Gewichte mit de: 
nen der Körper in Vergleich zu ihrem gemeinfchaftlichen Schwerpunkte 
gefchieht ed, daſſ, wenn baflelbe Etement burch verfchiebene Syſteme, 
jedes von einer großen Anzahl von Beobachtungen, gegeben wird, das 
fih aus allen ergebende vortheilhaftefte mittlere Refultat dur) den Quo⸗ 
tienten and der Summe ber Producte jedes Partialrefultates mit ſei⸗ 
nem Gewichte und der Summe aller Gewichte ausgedruͤckt wird. Fer⸗ 
ner ift das Zotalgewicht der verfchiedenen Syſteme die Summe ihrer 
Partialgewichte, fo daſſ die WBahrfcheinlichheit des ſich aus ber Ge⸗ 
fammtheit der Beobachtungen ergebenden mittlern Refultateb der Zahl 
proportional iſt, welche die Einheit zum hyperboliſchen Logarithmus 
bat, dieſe Zahl zu einer Potenz erhoben, deren Exponent dem Producte 
aus dem negativ genommenen Quadrate des chlerd und der Summe 
aller Gewichte gleich ift. Jedes Gewicht hängt zwar von dent Wahre 
fcheinlicheitägefege der Zehler in jedem Syſteme ab, und dieſes Geſetz 
ift faft immer unbekannt; allein wir haben ben Factor, woelcher es ent- 
hält, vermittelt der Summe der Quadrate der Abweichungen der Be⸗ 
obachtungen des Syſtemes von ihrem mittlern Refultate eliminirt. Es 
wäre alfo zur Vervollftändigung unferer Kenntniffe über die durch cine 
große Anzahl von Beobachtungen erhaltenen Refultate zu wünfchen, daſſ 
man neben jedes Reſultat auch das ihm entipredhende Gewicht fehte. 
Zur Erleichterung der Berechnung dieſes Gewichte entwideln wir ſei⸗ 
nen analytifhen Ausdrud, wenn nur drei Elemente zu beftimmen find; 
aber da dieſer Ausdruck immer. complicirter wird, je größer die Anzahl 
ber Elemente wird, fo geben wir ein fehr einfaches Mittel zur Beſtim⸗ 
mung ded Gewichtes eines Nefultated für eine beliebige Anzahl von 
Elementen. 

Wenn man auf diefe Weile die Erponentialgröfe erhalten bat, 
welche dad Wahricheinliczkeitögefeh der Fehler ausdruͤckt, fo erhält man 
die Wahrſcheinlichkeit, daff der Fehler des Nefultates zwifchen gegebenen 
Grenzen liegt, wenn: man von dem Producte aus dieſer Erponential: 
größe und dem Differenziale ded Fehlers das Integral innerha.b dieſer 
Grenzen nimmt, und mit dem Quotienten aus der Quabratwurzel des 
Gewichtes des Refultated-und aus dem Verhaͤltniſſe des Kreisumfanges 
zum Durchmeffer multiplicirt. Hieraus folgt, daſſ bei derfelben Wahr: 
fcheinlichkeit die Fehler der Refultate fid, umgekehrt wie die Quadrat: 
wurzein aus ihren Gewichten verhalten, welches zur Vergleichung ihrer 
reſp. Genauigkeit dienen. kann. 
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Um dieſe Methode mit Erfolg anwenden zu koͤnnen, muͤſſen die 
Unflände der Beobachtungen ober Berfuche fo abgeändert werben, bafl 
man conflante Fehler vermeidet. Auch muſſ die Anzahl der Beobach⸗ 
tungen ſehr groß und zwar befto größer fein, je mehr Elemente man 
zu beflimmen hat; denn dad Gewicht des mittlern Refultated nimmt 
zu wie der Quotient aus der Anzahl der Beobachtungen und der Ans 
zahl der Elemente. Zemer müflen die Elemente bei diefen Beobachtun⸗ 
gen einen verfcbiedenen Gang befolgen; denn wenn zwei Elemente ge- 
nau denfelben Gang befolgten, fo würben ihre Goefficienten in ben Bes 
dingungdgleichungen einander proportional fein, dieſe Elemente bildeten 
nur noch eine einzige unbelannte Größe und ed würbe unmöglich fein, 
fie durch diefe Beobachtungen zu unterſcheiden. Endlich müffen die Bes 
obachtungen möglichft genau fein; denn durch dieſe erſte aller Bedin⸗ 
gungen wird das Gewicht bed Refultates, deſſen Audbrud die Summe 
ber Quadrate ihrer Abweichungen von diefem Refultate zum Divifor Hat, 
bedeutend vergrößert. Bei Anmenbung dieſer Vorſichtsmaßregeln kann 
man von ber vorhergehenden Methode Gebrauch machen und den Grad 
des Zutrauend beflimmen, welchen die aus einer großen Anzahl von Be⸗ 
obachtungen abgeleiteten Refultate verbienen. (Laplace.) 
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\ Kerſeboomſche Sterblichkleitstafel. 
iter. Lebende. Sterbende. |M It ETer eher. Eedende. Sterbende. mittlere 
0 | 1000 196 378 8 21,07 
1 804 36 370 8 20,51 
2) 2768 3 362 8 19,94 
3 | 736 27 554 ) 19,36 
4 | 709 21 815° ) 18,85 
5 | 688 12 336 9 18,32 
6| 676 12 327 8 17,80 
7 664 11 319 9 17,32 
8 | 653 7 310 9 16,69 
| 646 7 301 10 16,15 
10 | 639 6 291 9 15,69 
11 633 6 283 9 15,16 
ı2 | 627 6 272 9 14,62 
13 | 62ı 5 264: 10 11,08 
14 | 616 5 254 9 18/60 
15 | 611 5 245 10 13,06 
16 |. 606 5 235 10 12,57 
‘17 | 60 5 225 10 12,09 
18 | 6596 6 215 10 11,61 
19 | 590: e 205 10 11,18 ° 
20 | 584 7 195 10 10,64 
21 577 6 185 10 °'| 10,16 
22 | 571 6 175 10 9,69 
23 | 565 6 165 10 9,21 
24 | 559 7 155 10 8,74 
25 | 8552 8 145 10 8,28 
26 | 514 9 135 | 1 7,82 
27| 55 | 10 125 11 7,36 
28 | 525 9 114 10 6,97 
29 | 516 9 104 1l 6,55 
"30 | 507 8 93 11 6,20 
31 499 9 82 10 5,90 
32 | 490 8 72 9 5,58 
33 4823 7 63 9 5,24 
3a| 45 7 54 8 4,94 
35 | 468 7 46 7 4,63 
36 | 461 ‚7 39 7 4,28 
"87 454 8 32 6 4,00 
88 446 7 26 6 8,69 
89 439 7 20 5 3,50 ' 
40 432 6 18 4 3,33 
41 426 6 11 3 3,18 
42 420 7 8 2 8,00 
43 | 418 7 6 2 2,67 
44 406 6 4 1 3,50 
45 | 300 7 3 1 2,00 
46 | 898 | 7 2 1 1,50 
47 886 ;. 8 1 1 1,90 








Shpmild ide Sterbligkeitstafel. 








Atter.|eedens e. meter aıter. |eedende. Sterbende. re 

0 | 1000 28,99 8 18,54 

1 750 37,22 8 17,99 

2 661 41,21 9 17,45 

8 618 '48, 9 16,96 

4 | 598 43,78 9 16,46 

5 579 43,81 9 15,98 

6 567 | 48,72 9 15,48 

7 556 9 43,56 9 15,00 

8 547 8 43,26 9 14,51 

9 589 7 42,89 9 14,02 
10 532 5 42,44 9 13,54 

11 527 4 41,88 9 13,05 

12 523 4 ]. 41,15 9 12,57 
18 519 4 40,46 9 12,08 

14 515 4 39,76 10 11,60 

15 sıl 4 .| 239,06 10 11,19 

16 | 507 4 88,36 19 10,78 
17 503 4 87,66 10 10,38 

18 499 4 56,96 10 10,00 

19 495 4 36,25 10 9,63 

20 491 [3 85,53 10 9,29 

21 486 5 34,89 10 8,97 

22 481 5 34,24 9 8,68 

23 476 5 33,59 9 8,35 

24 471 5 33,94 9 8,05 

235 466 [3 32,28 8 7,80 

26 461 5 31,62 8 7,51 

27 456 6 30,95 7 7,26 
28 451 6 30,29 7 6,97 

29 445 6“ |: 29,68 6 6,73 
30 489 6 29,07 6 6,43 

31 488 6 28,46 6 6,19 

32 427 6 27,85 5 608 - 
33 421 6 27,28 4 5,81 

3 415 6 26,61 4 5,50 

35 409 7 25,99 4 5,25 

86 402 7 25,42 5 5,10 

8 395 7 24,85 3 4,82 | 
38 288 7 24,28 2 4,64 

39 381 7 28,71 2 4,25 

40 374 7 28,14 2 8,90 

4 367 7 22,56 2 3,62 

42 860 7 21,98 1 8,50 \ 
43 353 7 21,39 1 3,00 | 
4 346 7 I 2981 1 2,50 
45 5 7 | 20,22 1 2,00 
46 382 8 | 19,62 1 1,50 

47 324 8 19,08 1 
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Sterblikeitstafel 


nach den Erfahrungen uͤber Frauen der preuß. allgemeinen Wittwen⸗ 
Verpflegungsanſtalt. 


Alter. gebende. Bieten. |Witttere Alter. |Eedenbe. | Sterbende, |Nittlere 


auer Dauer 




















5865 157 14,50 
16 | 10828 | 171 5708 165 13,88 
17 |! 10457 | 161 5513 133 13,28 


18 | 10296 | 152 | 389,60 | eı | 5370 | Ası | 12,69 
19, 10144 | 1m 62 | 5189 | 189 | 1212 
| 
| 


15 | 10808 181 | 





20 , 10000 | 187 | 88,23 | 63 | 5000 | 197 | 1156 
21 | 9868 | 181 | 38,28 | 64 | asos | 205 | 1101 
22 | 9232 | 125 | 87,28 165 | 4sss | 213 | 10.48 
28 | 9607 | 119 | 32,27 | 66 | asss | 222 9,97 
24) 9488 | 114 | 3673 | 67 | aus | as 9,47 
25 | 9374 | 110 | 36,17 | 68 | ass2 | 238 9,00. 
26 | 9264 | 106 | 35,60 | 69 | 8004 | 2.2 8,55 
27 | 9158 | 103 | 3500 I 70 | 2152 | 244 8,11 
28 | 9055 |. 101 | 2430 | 31 | s208 | 25 7,69 
29 | 8952 | 100 | 38,28 | 32 | 20063 | 206 | 728 
30 | 8851 | 100 | ası5 I 33 | 2717 | 246 6,89 
31 | 8258 | 100 | 3255 | mu | auı | 245 6,53 
82 | 8654 | 100 | 31,90 | 25 | 2226 | 242.| 620- 
83 | 8554 | 100 | sı26 | 36 | 1084 | 236 5,89 
34 | 8152 | 90 | 8063 | 27 | ızı8 | 22 5,63 
35 | 8855 | 99 | 2008 I 28 | ıs24 | 206 5,37 
86 | 8256 | os | 2033 | 2» | ısıs | ı84 513 
37 | sıs8 | 98 | 2868 I so | 1134 | 1 4,88 
a8 | 8060 | 98 | 28,02 | sı | 922 | 13 4,61 
33 | 002 | 97 | 2737 | 82 | 82 | 1 4,34 
i 


a0 | 7865 | 9 26,70 | 83 693 126 
26,02 I si 567 114 
25,35 | 85 453 97 8,72 
24,67 I s6 356 79 3,60 
23,99 | 87 277 62 3,19 


.4,08 


41 | 77608 97 3,87 


42 7671 98 
43 7573 98 
44 7475 98 
45 7877 99 
46 7278 100 
47 7178 101 
48 7077 103 


23,30 | 88 215 49 
22,61. | so 166 39 
21,91 | 90 127 31 
21,22 I 91 96 21 


335° 
3,19 
3,01 


2,82 
49 | 69741 | 105 


1,20 
0,90 
0,50 


95 6389 134 
36 6155 141 
25 6014 119 


16,12 1 98 5 | 
15,77. 1 99 2 | 
15,13 . . | 


: 20,52 92 712 19 2,60 
50 6869 107 19,83 93 53 15 2,35 
51 6762 110 19,14 94 38 ı2 2,08 
52 |‘ 6652 115 1845 1 95 | 26 9 1,81 
53 6587 121 17,26 I 96 17 7 1,50 
5 
3 
2 


54 6416 127 | 17,09 | 97 10 
| 











Alter. kebende. 
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u 
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Garlisiefhe Sterblichkeßtstafel. 


| 10000 
Mut. 


9467 
9313 
9226 
8970 
8715 
8161 
7779 
7271 
6998 
6797 
6676 
6591 


‚ 6586 


6495 
6180 
6431 
6490 
6368 
6335 
6300 
6261 
6219 
6179 
6133 
6990 


6047 


6005 
5963 
5921 
5879 
5836 
9793 
5748 
5698 
5642 
5585 


| 





57 
57 





Alter Igebende. 


. 


4 
| 
! 


. 
— — —— an ee. nennen 5 ir © 


Ve — —— — zu 


* 


— — — — — — — 


5328 


5473 


5417 
5862 
5307 
5251 
5194 


: 5136 
| 5075 


5009 
4940 
4869 


4798 


4727 
4657 
4588 
4521 
4158 
4897 
4838 
4276 
4211 
4148 
4073 
4000 
8921 
3812 
3749 
5643 
3521 
3395 
3268 
3143 
3018 
2894 
2771 
2648 


Sterben⸗ 
de. 





56 
55 
55 





Alter, Lebende. Sterben⸗ 





69Jahr 2525 
70 2401 
71 2277 
723 | 2143 
73 1997 
74 1841 
75 1675 
76 1515 
77 1359 
78 1213 
79 1081 
80 958 
81 837 
82 | 725 
83 623 
81 5298 
85 -445 
86 367 
87 296 
88 232 
89 181 
90 142 
9 105 
92 75 
93 54 
94 40 
95 7) 
96 28 
97 18 
98 14 
99 11 
100 9 
101 7 
4102 5 
108 8 
104 1 


de. 


"124 


124 
134 
146 
156 
166 
160 
156 
146 
132 
128 
116 
112 
102 

94 

84 

78 

71 

64 


2 N 














T Mittler tttlere | gittlere 
Alter, ttere Alter. aer Dauer. 
0 38,72 831,00 9,18 
2 44,68 80,32 8,65 
2 47,55 29,64 8,16 
8 49,83 28,96 7,72 
4 50,76 28,88 7,33 
5 51,25 27,61 7,01 
6 51,17 26,97 6,69 
7 50,80 26,84 6,10 
8 50,24 25,21 6,12 
8 49,57 25,09 5,80 
10 48,82 24,46 8,51 
11 48,04 23,82 5,21 
12 47,27 - 23,17 4,93 
18 46,51 22,50 4,65 
14 45,75 21,81 4,89 
15 45,00 21,11 4,12 
16 44,27 20,39 3,90 
17 48,57 ' 19,68 8,71 
18 42,87 18,97 8,59 
19. 43,17 18,28 8,47 
20 41,46 17,58 8,28 
21 40,75 16,89 8,26 
‚223 40,04 . 16,21 8,37 
23 89,31 15,55 8,48 
24 . 88,59 14,92 3,53 
25 87,86 14,34 8,58 
.. 26 .87,14 13,82 3,46 
27 86,41 18,31 8,28 
28 85,69 12,81 8,07 
29 35,00 12,30 2,77 
30 34,84 11,79 2,28 
81 83,68 11,27 1,79 
2 _ 83,03 10,75 1,30 
88 - 82,36 10,23 0,88 
84 81,68 9,79 














Alter. 


SER MN 0 





Lebende. 





1,0000 
0,8000 
0,7622 
0,2367 
0,7170 
0,7006 
0,6866 
0,6741 
0,6628 
0,6526 
0,6430 
0,6342 
9,6259 
0,6180 


1 0,6103 


0,6030 
0,5961 
0,3895 
0,5830 
0,5767 
0,5705 
0,5615 
0,3586 
0,5527 
0,5470 
0,5414 
0,5359 
0,5303 
0,5248 
0,5194 
0,5189 
0,5085 
0,5030 
0,4975 
0,1921 
0,4866 
6,4811 
0,4755 
0,1698 
0,1640 
0,1582 
0,4524 
0,4465 





0,2000 
0,0378 
0,0255 
0,0197 
0,0164 
0,0140 


‚0,0125 


0,0113 
0,0102 
0,0096 
0,0088 
0,0083 
0,9029 
0,0077 
0,0073 
0,0069 
0,0066 
0,0065 
0,0063 
0,0061 


0,0060 


0,0059 
0,0059 
0,0057 
0,0056 
0,0055 
0,0056 
0,0055 
0,0054 
0,0055 
0,0054 
0,0054 
0,0055 
0,0054 
0,0055 
0,0055 
0,0056 
0,0057 
0,0058 
0,0058 
0,0058 
0,0059 


" 0,0061 
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Sterbligfeitstafel nach ber Mofer’fchen Formel. 


auer. 





85,59 
43,43 
45,09 
45,31 
45,87 
45,28 


45,10 - 


44,87 
44,58 
44,23 
43,83 
43,41 
42,95 
42,49 
42,01 
41,49 
40,95 
40,39 
89,82 
89,25 
88,68 
38,07 
87,48 
86,85 
86,24 
35,60 
34,96 
81,32 
83,65 
83,05 
82,37 
81,71 
81,09 
80,49 
29,77 
29,09 
28,41 
27,77 
27,11 
26,44 
25,78 


| 5.11 





0,2404 
0,4343 
0,4280 
0,4215 
0,4150 


0,4085 . 


0,4016 
0,3947 
0,3876 
0,3304 
0,8730 
0,3654 
0,3575 
0,3495 
0,3414 
0,3329 


: 0,8242 


0,3154 
0,3063 
0,2969 
0,2873 
0,2774 
0,2671 
0,2567 
0,2160 
0,2350 
0,2235 
0,2115 
0,1994 
0,1870 
0,1742 
0,1611 
0,1472 
0,1335 
0,1181 
0,1042 
0,0890 
0,0733 


0,0570. 


0,0406 
0,0232 
0,0056 


- EEE 


mi ttere Aiter. Lebende. Sterbende. 





0,0061 
0,0063 
0,0065 
0,0065 
0,0065 
0,0069 
0,0069 
0,0071 
0,0072 
0,0074 
0,0076 
0,0079 
0,0080 
0,0081 
0,0085 
0,0087 
0,0088 
0,0091 
0,0094 
0,0097 
0,0098 
0,0103 
0,0104 
0,0107 
0,0110 
0,0115 
0,0120 
0,0121 
0,0124 
0,0128 
0,0131 
0,0135 
0,0141 
0,0144 
0,0149 
0,9152 
0,0157 
0,0183 
0,0164 
0,0171 
0,0176 


0,0056 | 





Mittlere 
Dauer. 








Berbefferungen. 


Seite 63. Beile 23 — 25. von oben lefe man: ꝰ»Fur ın — 1 rebuchtt ſich diefer Werth 
von w, auf 4, was a priori einleuchtend iſte flatt: »Der Fall u. f. f.< 

Seite 142. Belle 21. v. 0. lefe man: »Menn jedoch das Geſet ber Reihe unbes 
tannt ift, fo kann fie zu ber Gattung von Reien sehören« flatt: »Sie 
gebört w. f. w.« 

Seite 166. Zeile 7. v. u. fehe man Hinzu: »wenn fie eine ganze Zahl ift, und wm 

j weniger , wenn fie Feine ift.« 

Seite 215. Zeile 28. v. o. ift gu flreichen: »welde wiegen a und 6 liegt.« 

Seite 412. Belle 6. v. u. L früher fl. fpäter. 

Seite 420. Zeile 15. v. u. I. 28. fl. 29. 


’ 
ww... mal — — — ——ü ——— — —————— ae — — — — — — ee 


Helmfebt, gehrudt in der Leuckar t'ſchen Buchdrucerei. 


